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Resumo

Problemas de alinhamento de cadeias sao fundamentais em aplicagoes diversas, das quais se
destacam as relacionadas a Biologia Molecular. O alinhamento de duas cadeias A e B indica
quao semelhantes elas sdo ou quais operacoes sdo necessirias para transformar uma em outra.

Uma variagao do problema de alinhamento de cadeias envolve comparar a cadeia A com todas as
subcadeias de B. Para este problema, sao conhecidos algoritmos seqiienciais que o resolvem em
tempo O(|A[|B|log(|A| + |B|)), um dos quais é apresentado nesta tese. E também apresentado
um algoritmo seqiiencial de tempo O(]|A||B|) para um caso especial de alinhamento de todas as
subcadeias, que envolve a busca pela maior subseqiiéncia comum a duas cadeias.

Propomos novos algoritmos paralelos para estes problemas, utilizando um modelo préprio para
méquinas de memdria distribuida, o CGM (Coarse Grained Multicomputers). Um dos objetivos
fundamentais no desenvolvimento de algoritmos CGM é a reducao do nimero de rodadas de
comunicacao, se possivel tornando-o dependente apenas do niimero de processadores (p). Os
algoritmos aqui propostos apresentam aceleragao (speed-up) linear e apenas O(logp) etapas de
comunicacao. Nao hd algoritmos do nosso conhecimento com tais caracteristicas na literatura.

Abstract

String alignment problems are essential to several applications, particularly to some related to
molecular biology. The alignment between two strings A and B indicates how similar they are
or what operations are necessary to transform one into the other.

A variation of the string alignment problem involves the comparison of a string A with all the
substrings of B. For this problem, algorithms are known that have time complexity O(|A||B]
log(|A| + |B])), one of which is presented in this thesis. We also present an algorithm that has
time complexity O(|A||B]) for a special case of alignment problem, that involves the search for
the longest common subsequence of two strings.

For these problems, we propose new parallel algorithms, under a model suitable to distributed
memory systems, the CGM (Coarse Grained Multicomputers). One of the goals in the develop-
ment of algorithms under the CGM model is to attain a small number of communication rounds,
if possible one that depends only on p, the number of processors. The proposed algorithms pre-
sent linear speed-ups and only O(logp) comunication rounds. To the best of our knowledge,
there is no algorithm for these problems with the suggested properties in the literature.
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Convencoes de Notacao

Toda notacao empregada é explicada ao longo do préprio texto. Esta secdo explica parte da
convencao utilizada, servindo como referéncia durante a leitura.

Cadeias e Subcadeias

As cadeias de caracteres (strings) sdo denotadas por letras maitsculas, como A e B. Itens re-
lacionados a determinada cadeia (comprimento, caracteres isolados etc.) envolvem o nome da
prépria cadeia. Caracteres isolados de uma cadeia sao denotados pela letra miniscula corres-
pondente, com indices subscritos que variam de 1 ao comprimento da cadeia. O comprimento
da cadeia A é denotado por n, ou |A|, assim temos:

A =aia2a3...an,—1an,

Uma subcadeia (substring) é indicada pela letra maitiscula correspondente & cadeia original e
indices que indicam a posic¢ao inicial (subscrito) e final (sobrescrito) da subcadeia. Por exemplo

Ag = 3040506

Matrizes e Submatrizes

Matrizes (ou vetores) serao identificadas por nomes iniciados por letras maiusculas. Subscritos
sao utilizados para diferenciar matrizes de uma mesma “classe”. Quando uma sequéncia de
matrizes de mesmo nome é usada, cada matriz é identificada por um indice entre colchetes.
Matrizes de qualquer dimensao terdao seus componentes especificados através de indices entre
parénteses. Para simplificar explicacbes ao longo do texto, os valores iniciais destes indices
(relativos ao primeiro componente, ou ao componente do canto superior esquerdo) podem ser 0
ou 1, conforme o caso. Assim, um vetor unidimensional V' de tamanho n pode ser indexado por
valores entre 0 e n — 1 ou entre 1 e n. Quando uma matriz é definida, os valores iniciais dos seus
indices sdo especificados.

xii
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Quando for necessério especificar uma submatriz de uma matriz, serd dado o nome da matriz
usada como base, indices para as linhas e colunas e as propriedades a serem satisfeitas por estes
indices para que uma linha ou coluna esteja na submatriz. As propriedades serdo dadas entre
colchetes. Por exemplo, a submatriz de uma matriz n X m M contendo apenas as linhas pares
e a segunda metade das colunas é assim denotada:

M(2i, )1 <i < n/2|m/2) <j<m]

Uma tnica linha de indice 7 de uma matriz M pode ser indicada como um vetor através do
uso de um indice sobrescrito (M*). Elementos individuais desta linha podem ser indicados por
um indice adicional (M*(j) = M(i, j)).

Notacao de Iverson

A notagao de Iverson [21] é usada em alguns momentos do texto, sempre precedida por um co-
mentério explicativo. Nesta notagao, uma afirmagao (verdadeira ou falsa) escrita entre colchetes
é considerada uma expressao numérica. Se a afirmacao for verdadeira, o valor da expressao é 1,
caso contrario é 0. Por exemplo, [n > 0] vale 1 caso n seja positivo, 0 caso contrério.

Esta notacao é bastante 1til na manipulacdo de somatérias. Sempre que ela é aplicada isto
é claramente apontado no texto.



Capitulo 1

Introducao e Definicoes Preliminares

O recente interesse no mapeamento de genomas e as aplicacbes que decorrem da disponibili-
dade de grandes bases de dados de biologia molecular evidenciaram a necessidade de algoritmos
eficientes para manipulacao de cadeias de simbolos. Afinal, o genoma de qualquer espécie é
formado por cadeias construidas a partir de quatro simbolos bésicos: A, C, G e T (ou U), re-
presentando as 4 bases nitrogenadas que formam o Acido Desoxirribonucleico (DNA) ou Acido
Ribonucleico (RNA). H4 também muito interesse no mapeamento de proteinas, formadas por
cadeias de aminodcidos (20 tipos diferentes).

Em particular, problemas de comparacao de cadeias de simbolos sao importantes para iden-
tificacdo de similaridades entre genes de diferentes espécies, identificacdo de novos genes ou
mutacoes, etc.

Uma forma de aumentar a velocidade destas comparacoes é aplicar processamento paralelo.
Em particular, é interessante procurar solugoes que possam ser aplicadas em sistemas largamente
disponiveis, como clusters de computadores com meméria distribuida.

Neste trabalho serdo abordados alguns problemas envolvendo comparacdes de cadeias de
simbolos. Estes problemas surgem em diversas aplicacoes além da comparacao de cadeias de
DNA ou proteinas. Também surgem em outras aplicagdes, como corre¢io e comparagio de
textos.

A seguir definimos alguns conceitos fundamentais sobre cadeias, explicando a notagdo usada
neste trabalho. Nas se¢oes seguintes definimos alguns problemas basicos envolvendo comparacoes
de cadeias, enfatizando os que sao abordados nos préximos capitulos. Também serd apresentado
o modelo CGM de computagao paralela (Coarse Grained Multicomputer), utilizado ao longo
deste trabalho.



CAPITULO 1. INTRODUCAO E DEFINICOES PRELIMINARES 2
1.1 Cadeias, Subcadeias e Subsequiéncias

Uma cadeia de simbolos (ou string) é uma seqiiéncia finita de simbolos tomados de um deter-
minado alfabeto finito. O alfabeto é dependente da aplicacdo e o seu tamanho pode influir na
complexidade dos algoritmos. Exemplos tipicos de alfabetos para aplicacdo em biologia compu-
tacional sdo o conjunto das 4 bases nitrogenadas do Acido Desoxirribonucleico (A,C, TeG)e
o conjunto de 20 aminoacidos envolvidos na construcao de proteinas.

As cadeias serdo denotadas por letras maitsculas, como A e B. O comprimento da cadeia
A serd denotado por n, ou |A|. Caracteres isolados de uma cadeia serao denotados pela letra
minuscula correspondente, com indices subscritos que variam de 1 ao comprimento da cadeia.
Assim temos:

A =ajaza3...an,_1an,

A concatenacdo de duas cadeias A e B, denotada AB, é a cadeia de comprimento n, + ny
formada pelos simbolos de A seguidos pelos simbolos de B, ou seja

AB = a ag ... anable e bnb
Sendo A, B e C trés cadeias tais que C' = AB, dizemos que A é um prefizo de C e B é um
sufizo de C.

Uma subcadeia (ou substring) de uma cadeia A é um prefixo de algum sufixo de A (ou sufixo
de algum prefixo de A). Pode-se dizer que uma subcadeia de A é uma cadeia equivalente a um
“trecho” de simbolos contiguos de A.

Uma subcadeia serd indicada pela letra maidscula correspondente a cadeia original e indices
que indicam a posicao inicial (subscrito) e final (sobrescrito) da subcadeia. Por exemplo

Ag = a3a40a50a¢

Usando os indices 1 e n, podemos indicar prefixos e sufixos de A por esta mesma notacao.

Uma subseqiiéncia de uma cadeia A é uma cadeia de simbolos selecionados de A que preserva
a ordem em que estes estavam em A. Alternativamente, uma subseqiiéncia de A é obtida
pela remocgao de 0 ou mais simbolos de A, mantendo os demais na ordem original. Note que
os simbolos presentes numa subseqiiéncia nao precisam estar contiguos na cadeia original, ao
contrario do que ocorre na definicao de subcadeias.

1.2 Problemas de Comparacao de Cadeias

H& véarias maneiras de classificar problemas de comparacao de cadeias. Um critério importante
nesta classificagdo é o niimero de cadeias envolvidas, que pode ser tdo baixo quanto 2 (ou mesmo



CAPITULO 1. INTRODUCAO E DEFINICOES PRELIMINARES 3

1, como em [40], quando se procura similaridades entre trechos distintos de uma mesma cadeia)
e tao alto quanto se queira. Neste trabalho, iremos abordar comparagoes entre duas cadeias.

De maneira geral, na comparacao entre duas cadeias tentamos verificar o quao similares elas
sao, encontrando coincidéncias entre trechos ou verificando quais sao as modificacoes necessarias
em uma das cadeias para que possamos obter a outra. Esta ultima forma de comparacao é
genericamente denominada edi¢ao de cadeia (String Editing), sendo amplamente utilizada e
podendo ser adaptada para diversas circunstancias.

1.2.1 Edicao de Cadeias

Nos problemas de edicdo de cadeias, varias operacoes de edicdo podem ser consideradas, cada
qual com um custo associado. O problema de comparacao entre A e B passa ser a busca por
uma seqiiéncia de operagoes de edicao que transforme A em B e apresente custo total minimo.
Este custo total é denominado distancia de edigao.

Varias operacgoes sao consideradas na literatura, dentre as quais podemos citar

e Insercgoes e remocoes de simbolos. Usualmente as penalizagoes para insercao e remocao sao
iguais. Inser¢oes ou remogoes envolvendo varios simbolos contiguos (toda uma subcadeia)
podem ter um penalizagio diferente do total para inser¢io/remocao dos simbolos isolados,
dependendo da aplicacao.

e Substituicdo de simbolos. A substituicdo pode ter uma penalizagdo uniforme para todos
os pares de simbolos diferentes ou pode ser diferente para cada par de simbolos. Um valor
positivo ou nulo pode ser dado para a “substituicao” de um simbolo por ele mesmo.

e Remocao de prefixo e/ou sufixo. Em alguns casos busca-se o melhor casamento entre uma
cadeia A e qualquer subcadeia de B, caso em que a remocao de prefixo ou sufixo de B tem
penalizacao nula.

e Inversdo, repeticdo ou translocacdo de subcadeia. Por inversdo entende-se a remocao de
todos os simbolos de uma subcadeia e sua reinsercao na mesma posicao, mas com 08
simbolos na ordem inversa. Por repeticao entende-se a insercdo de uma subcadeia de A
em A, de forma que a nova cadeia passa a conter duas cépias da mesma subcadeia. A
translocacao é a remocao de uma subcadeia e sua reinser¢ao em outro ponto da cadeia
original.

Destas operagoes, as tltimas (inversdo, repeticao e translocagio) nao serdo abordadas neste
trabalho. Embora elas sejam incomuns em muitas aplicacoes, elas tém seu lugar na biologia
molecular, na explica¢ao de certas mutagoes cromossdmicas [22, capitulo 8]. As demais operagoes
sao de uso mais comum.

A escolha das operacoes de edicao que serao consideradas, assim como dos custos associ-
ados a cada uma delas, depende da aplicacdo, da origem das cadeias e o que se entende por
“similaridade” entre elas. Por exemplo, consideremos uma aplicacdo em que se deseja verificar
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a competéncia de um digitador, comparando um texto fonte com o resultado de sua digitacao.
Insercoes ou remocgoes de simbolos isolados sao comuns durante a digitacdo, assim como subs-
tituicoes. A penalizacao de substituicoes pode ser dependente da proximidade das letras no
teclado. Remogoes/inser¢oes de palavras completas podem ter um custo especifico, assim como
inversoes de dois simbolos consecutivos.

Certas medidas de distancia de edicao sao classicas. Por exemplo, se estamos interessados
apenas nas operacoes de substituicio (custo 1 para simbolos diferentes, 0 para simbolos iguais) a
distancia de edicao é denominada distancia de Hamming. Incluindo neste esquema as operacoes
de insercdo e remocio, ambas de custo 1, temos a chamada distancia de Levenshtein [30]. Como
exemplo, tomemos as cadeias ACTTCAT e ATTCACG: a distdncia de Hamming é 5, devido as
diferencas entre os simbolos nas posicoes 2, 4, 5, 6 e 7. Por outro lado, a distancia de Levenshtein
¢é 3, pois pode-se obter a segunda cadeia a partir da primeira, removendo-se o segundo simbolo
(C), substituindo-se o tltimo T por C e inserindo um G no final.

O caso em que apenas operacdes de remocao e insercdo sao permitidas também é classico,
sendo comentado na Se¢ao 1.2.3.

1.2.2 Alinhamento de Cadeias

Neste trabalho, consideraremos operacgoes de substituicdo, remocao e insercao de simbolos iso-
lados, com custos genéricos. Com tais operacoes, os problemas de comparacao podem ser visu-
alizados como problemas de alinhamento de cadeias. Um alinhamento entre as cadeias A e B
¢ um arranjo de duas linhas, sendo a primeira preenchida com simbolos de A e a segunda com
simbolos de B. Os simbolos sdo colocados no arranjo preservando-se a ordem na cadeia original,
com eventuais espagos (aqui representados pelo simbolo “ — ”) colocados entre eles, de forma
que a remocao dos espacos em uma linha leva & cadeia original. Os espagos sao inseridos de tal
forma que nao exista uma coluna com dois espacos no arranjo. Cada espago na primeira linha
representa uma operacao de insergao, e cada espaco na segunda linha representa uma remocao.

A cada coluna do alinhamento é atribuido um valor, com base nos simbolos presentes e em
um certo esquema de atribuicao de valores (o equivalente & atribuigao de custos s operagoes
de edicdo). Este esquema pode ser definido por uma funcdo o: sendo z e y dois simbolos do
alfabeto em uso, incluindo “ —” neste alfabeto, o valor de uma coluna que contém z e y é o(z,y).
O valor de um alinhamento é dado pela soma dos valores de suas colunas.

Os esquemas de atribuicao de valores que serdo aqui considerados dao valores maiores para
colunas com simbolos iguais e valores menores para as colunas com simbolos diferentes, ou
que representem operacoes de insercao ou remoc¢ao. Procurando o alinhamento de valor mdzimo
teremos uma medida do quanto as cadeias sao similares. Isto é andlogo a procurar uma seqiiéncia
de operacoes de edigao que apresente custo minimo.

A seguir temos uma representacao de dois alinhamentos possiveis para as cadeias ACTTCAT
e ATTCACG (Figura 1.1). No esquema de atribui¢do de valores usado neste exemplo, colunas
com simbolos coincidentes tém valor 1, outras colunas tém valor 0.

Podemos entao definir o problema do Alinhamento de Cadeias:
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AJACTTOCA - T A JACTTOCA - T
B |ATTC  ACG B |A - TTGCACG
valor |1 0 1 0 0 1 0 03 valor [T 0 1 1 I 1 0 0|5

Figura 1.1: Exemplos de alinhamento.

Definigao 1.1 (Problema do Alinhamento de Cadeias) Dadas as cadeias A e B, encon-
trar o alinhamento entre elas que apresente valor mdzximo.

O valor do alinhamento méximo é chamado também de similaridade entre as duas cadeias.
Em muitas situagoes, nao estamos interessados no alinhamento em si, mas apenas na simila-
ridade. Algoritmos baseados em programacido dindmica, apresentados no Capitulo 2, podem
determinar esta similaridade em tempo O(ngny) e espaco O(min{ng,ny}). A obtengao do ali-
nhamento propriamente dito pode envolver maiores requisitos de tempo e espaco, mas a comple-
xidade assintética se mantém quadratica para o tempo e linear para o espaco, como serd visto
no Capitulo 2.

Os conceitos de similaridade e distancia de edi¢do sao muito semelhantes quando se considera
apenas substituicoes, remocoes e insercoes de simbolos isolados. De fato, uma vez conhecidos
os custos de operacao de edicdo, os valores de alinhamentos de simbolos e 0os comprimentos das
cadeias, pode-se obter a distancia de edi¢ao a partir da similaridade e vice-versa. Em [41] é
apresentada uma comparacao detalhada entre estes dois conceitos.

Neste trabalho, serao usados os conceitos de alinhamento de cadeias e similaridade.

1.2.3 Maior Subseqiiéncia Comum

Um caso particular do Problema de Alinhamento de Cadeias é o Problema da Maior Subseqiiéncia
Comum, ou LCS (do inglés Longest Common Subsequence):

Definigao 1.2 (Problema da Maior Subseqiiéncia Comum — LCS) Dadas as cadeias A
e B, encontrar a maior cadeia C' que € subseqiiéncia de A e B.

O problema LCS é um problema de Alinhamento de Cadeias em que apenas operagoes
de insercao e remocao sao admitidas, ou seja, nao sao permitidas colunas com simbolos nao
coincidentes a menos que um dos simbolos seja um espago. Colunas com espacos tém valor 0 e
colunas com simbolos coincidentes tém valor 1. Na Figura 1.2 temos a representacao da solucao
do problema LCS para as cadeias ja usadas nos exemplos anteriores.

A|lACTTOCA - - T
B |A - TTGCAGCG -
valor [1 0 1 1 1 1 0 0 0[5

Figura 1.2: Exemplo de solucdo para o problema da Maior Subseqiéncia Comum. No caso, a
subseqiiéncia seria ATTCA.
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Novamente, em muitas situacoes nao ha interesse em encontrar a maior subseqiiéncia comum,
apenas o seu comprimento, por ser uma medida de similaridade entre as cadeias.

O fato de substitui¢oes nao serem admitidas no problema LCS permite que técnicas diferen-
ciadas sejam usadas neste problema, obtendo-se algoritmos de complexidade mais baixa do que
no caso de alinhamentos gerais [39]. No entanto, na andlise de pior caso destes algoritmos ainda
temos complexidade de tempo quadritica.

H& também algoritmos que, numa andlise assintética de pior caso, apresentam complexidade
subquadratica [34, 35]. No entanto, estes algoritmos s6 superam os de uso geral quando as
cadeias sdo muito grandes, maiores do que as que ocorrem em aplicacoes reais [23].

1.3 Alinhamento de Todas as Subcadeias

Uma extensdo do Problema do Alinhamento entre Cadeias é o do Alinhamento de Todas as
Subcadeias, assim definido:

Definigao 1.3 (Problema do Alinhamento de Todas as Subcadeias - ATS) Dadas A e
B, duas cadeias de comprimentos n, e ny respectivamente, encontrar o alinhamento entre A e
todas as possiveis subcadeias B} de B, 1 <1 < j <m.

Como ha O(nz) subcadeias de B, pode-se esperar uma maior complexidade de tempo e espago
na sua solugio do que no caso do alinhamento simples entre A e B. Porém, para algumas versdes
restritas do problema ATS existem algoritmos mais eficientes, como serd visto nesta tese.

H&4 uma série de variagoes possiveis para o que se considera uma solucdo para o problema
ATS. De maneira geral, espera-se encontrar uma estrutura de dados que permita consultas
sobre o valor do alinhamento de A com uma determinada subcadeia Bg em tempo reduzido, se
possivel O(1). A determinacao do alinhamento propriamente dito leva tempo Q(max{n,,j—i}),
devido ao proprio comprimento do alinhamento. Dependendo da aplicacao, pode-se tolerar um
aumento nestes tempos de consulta desde que o tempo ou o espaco requeridos para construcao
da estrutura sejam reduzidos.

1.3.1 Aplicacoes do Problema ATS

O problema ATS, com possiveis variagoes, surge como parte de problemas maiores. Alguns
destes problemas sao citados a seguir.

Alinhamento de uma cadeia com vérias outras que possuem subcadeia comum

Em certas situacgoes, das quais a busca em bases de dados biolégicos é um dos exemplos mais
evidentes, uma cadeia-alvo A deve ser comparada com varias outras cadeias-fonte Fy, Fs, ..., F,,
sendo que cada uma destas cadeias-fonte possui uma subcadeia comum C, ou seja, F = P,CSg,
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P S n
£ 1 k C k fx
a avaliar avaliado a avaliar
Al i J Tg

Figura 1.3: Alinhamento entre A e F}, quando as similaridades entre C' e todas as subcadeias
de A sao conhecidas.

1 < k < n. Considera-se que as cadeias Fi, Fy, ..., F, apresentam semelhancas por terem uma
“origem” comum (por exemplo, podem ser cadeias de DNA com um ancestral comum) e foram
pré-processadas para determinacdo da cadeia comum C.

Em [29], é apresentada uma forma de evitar usar a subcadeia comum C em todos os alinha-
mentos entre A e as cadeias-fonte. Para isto, determina-se primeiramente a similaridade entre C
e todas as subcadeias de A. As similaridades entre A e uma certa cadeia-fonte Fj podem entao
ser determinadas mais rapidamente, analisando-se as similaridades entre P, e varios prefixos de
A e entre Sy e vérios sufixos de A (ver Figura 1.3). Os detalhes sao apresentados em [29].

Alinhamento Circular

O Problema do Alinhamento Circular [33, 40] consiste em determinar o melhor alinhamento
entre uma cadeia A e qualquer deslocamento ciclico de uma cadeia B, ou seja, determinar o
valor de i que forneca o melhor alinhamento entre A e b;jb; 1 ...by,biby...bi—1.

Este problema pode ser aplicado em comparagoes que envolvam cadeias circulares de acidos
nucléicos, como plasmideos e cromossomos bacterianos ou de organelas (como mitocondrias e
cloroplastos) [22].

Este problema pode ser resolvido buscando-se os alinhamentos entre A e todas as subcadeias
de BB (ou seja, a cadeia B concatenada consigo mesma) que tiverem comprimento igual a n.

Determinacao de Repetigoes Aproximadas Concatenadas

A determinacao de repeticoes concatenadas em uma cadeia A envolve buscar alinhamentos entre
subcadeias concatenadas A¥ e A 41+ Este problema é abordado em [40] e resolvido através de
uma variacao do problema ATS: alinhamento de todos os sufixos de uma cadeia A com todos
os prefixos de uma cadeia B. As técnicas envolvidas na solugdo deste problema e do ATS séo
andlogas. De fato, a técnica de solucao para o ATS apresentada no Capitulo 3 desta tese resolve
ambos os problemas simultaneamente.
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1.3.2 Comparacao Entre o Problema ATS e o de Alinhamento

Como ji comentado, o problema ATS envolve resultados mais abrangentes, o que pode levar a
uma maior complexidade de tempo e espaco na sua resolucao. De fato, os algoritmos conhecidos
para o alinhamento simples e para o ATS diferem nas complexidades de tempo por um fator
logaritmico (ver Tabela 1.1).

No entanto, quando consideramos o problema LCS, a sua extensao para um problema que
envolva todas as subcadeias (que chamaremos ALCS, de All-substrings Longest Common Subse-
quence) pode ser resolvida com a mesma complexidade de tempo que o LCS bésico. O Problema
ALCS é definido a seguir.

Definigao 1.4 (Maior Subseqiiéncia Comum-Todas as Subcadeias (ALCS)) Dadas as
cadeias A e B, encontrar a maior subsequéncia comum entre A e todas as possiveis subcadeias
B! de B, 1<i<j<m,.

A Tabela 1.1 sumariza os resultados conhecidos até o momento para os problemas de Ali-
nhamento e LCS e suas extensoes para problemas que envolvem todas as subcadeias. Estes
resultados serdo explicados ao longo desta tese. Deve-se notar que esta tabela apresenta a com-
plexidade de tempo dos algoritmos de uso prdtico conhecidos no momento. Como ji mencionado,
para o problema LCS hi algoritmos assintoticamente melhores, mas utilizdveis apenas quando
as cadeias envolvidas sdo excepcionalmente grandes [23, 34, 35].

Ax B ‘ A x Subcadeias de B
Alinhamento: O(ngnp) | ATS: O(ngny min{ng, np})
LCS: O(ngnyg) ALCS: O(ngny)

Tabela 1.1: Comparacao entre os tempos de pior caso necessrios para resolver problemas de
Alinhamento e LCS seqiiencialmente. Os algoritmos considerados sao os de maior uso na pratica.

H4a também algoritmos que apresentam melhor complexidade de caso médio, quando aplica-
dos em situagoes particulares. Por exemplo, Wu et al. [44] apresentam um algoritmo adequado
para quando se espera que a maior subseqiiéncia comum seja longa, enquanto Apostolico e
Guerra [8] apresentam um algoritmo apropriado para o caso oposto. Em [39] é apresentado
um algoritmo adequado para ambas as situagoes, mas este algoritmo, assim como os anteriores,
ainda apresenta uma complexidade essencialmente quadratica no pior caso.

Temos entdo que a resolucdo do problema ALCS di, em tempo adequado, uma solucao
também para o problema LCS. O aumento de complexidade se restringe a uma (pequena) cons-
tante multiplicativa.

Além das aplicagoes comentadas para o problema ATS, hd uma outra vantagem em pesquisar
este tipo de problema. A maior quantidade de informacoes fornecidas na resposta permite
paralelizacoes do tipo divisdo-e-conquista, como veremos ao longo desta tese. A unido de solucoes
de subproblemas para formar a solu¢ao de um problema maior é possivel gracas as informagoes
adicionais. No caso do problema LCS, a abordagem do problema ALCS torna possivel a criagio
de um algoritmo paralelo adequado também para o LCS.
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1.4 Modelos de Computacao Paralela de Granularidade Grossa

O estudo dos algoritmos paralelos apresenta uma dificuldade que em geral nao acomete o estudo
dos algoritmos seqiienciais: a grande variedade de arquiteturas paralelas torna dificil a defini¢ao
de um modelo de computagio que seja universalmente aceitdvel. Algoritmos desenvolvidos para
um certo modelo podem nao ser diretamente mapedveis em certas arquiteturas, pelo menos nao
sem uma grande perda de desempenho.

Um exemplo tipico deste problema envolve o modelo PRAM (Parallel Random-Access Ma-
chine), talvez o mais popular dos modelos paralelos, que se baseia na existéncia de varios proces-
sadores ligados a uma tinica meméria compartilhada. Algoritmos desenvolvidos para este modelo
podem ser dificeis de aplicar em maquinas que apresentam memdaria distribuida e dependem de
envio explicito de mensagens entre os processadores, através de uma rede de comunicacao. Por
outro lado, a definicao de um modelo especifico para maquinas de memoria distribuida eventual-
mente teria que levar em consideracao a topologia da rede de comunicagao, a taxa de transferéncia
de dados, custos de roteamento pela rede, etc. Algoritmos desenvolvidos tendo em vista uma
arquitetura muito especifica podem ser dificeis de adequar para outras arquiteturas.

Uma das fungdes de um modelo de computagdo é apresentar um padrao para o desenvolvi-
mento unificado de solugoes de problemas, para que estas solucoes possam ser eventualmente
adaptadas para arquiteturas reais com minimo esforco e maximo desempenho. Ao observarmos
boa parte das arquiteturas paralelas atualmente existentes, vemos que o custo de comunicacao
entre processadores tende a se tornar um gargalo para o desempenho (ver, por exemplo, [13]), o
que justifica o desenvolvimento de algoritmos que visem minimizar estas comunicacoes, baseando-
se principalmente em computacoes locais realizadas por processadores que possuem, cada um,
uma memoéria local de tamanho razodvel. Isto justifica o uso de modelos de computacao paralela
de granularidade grossa, ou seja, modelos que levam em consideracao os custos de transferéncia
de dados entre processadores.

Modelos como o CGM (Coarse Grained Multicomputer), que serao explicados a seguir, apre-
sentam a vantagem de permitir que algoritmos paralelos sejam desenvolvidos sem levar em
consideragao os detalhes de redes de comunicacao. Basicamente, tenta-se apenas minimizar o
nimero de comunicagoes realizadas. O sacrificio que se faz ao ignorar detalhes das arquitetu-
ras de computagao, perdendo-se oportunidades de ganho de desempenho numa “sintonia fina”
prévia entre algoritmo e arquitetura, é compensado pela maior generalidade e pela possibilidade
de adequacao posterior do algoritmo a cada arquitetura. Além disso, modelos simples como o
CGM também permitem estudos teéricos importantes, como a determinacao de limites inferiores
para tempos de execucdo e comunicacoes.

Cada modelo apresenta os seus proprios preceitos de desenvolvimento de algoritmos, no que
diz respeito ao desempenho a ser obtido. Quando se usa o modelo PRAM, um objetivo freqiiente
¢é obter algoritmos que levem tempo polilogaritmico (O(logk n), onde n é o tamanho da entrada
e k uma constante positiva qualquer) usando um niimero polinomial de processadores (O(n),
onde t é uma constante positiva qualquer). Para aplicagoes préaticas, normalmente se espera que
o nimero de processadores p seja bem menor do que o tamanho da entrada n, e que o tempo
total de execugio paralela seja O(S(n)/p), onde S(n) é o tempo do melhor algoritmo seqiiencial
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para o problema, com entrada de tamanho n. Este critério de desempenho (aceleracao, ou Speed
Up, linear) representa o bom aproveitamento de cada processador na solucao do problema, pelo
menos quando p é “muito menor” do que n (segundo algum critério bem definido).

O uso de modelos paralelos de granularidade grossa tem ganho grande atencdao no meio
académico, por aliarem simplicidade no desenvolvimento de algoritmos e facilidade de adequacao
destes a arquiteturas reais, com resultados préximos aos previstos em teoria [12, 15, 36].

A seguir, veremos alguns dos modelos de granularidade grossa mais utilizados: BSP, LogP e
CGM.

1.4.1 Modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel)

O modelo BSP foi introduzido por Valiant [42, 18]. Um computador BSP é formado por trés
componentes:

e Um conjunto de mdédulos formados por processadores e memérias locais.
¢ Uma rede de comunicagao que envie mensagens ponto a ponto entre os médulos.

e Um sincronizador que possibilite operacoes de barreira.

Uma computacao BSP é dividida em superpassos separados por sincronizagoes em barreira.
Em cada superpasso, um processador pode realizar computagao local e receber/enviar dados
de/para outros processadores. Os dados enviados em um superpasso sé podem ser usados por
outros processadores no superpasso seguinte.

Os seguintes parametros sao usados para avaliar o desempenho de um computador BSP:

e n - tamanho da instancia do problema a ser resolvido.
e p - nimero de processadores. Cada processador é indexado por um nimero entre 1 e p.

e L - niimero minimo de ciclos entre cada sincronizagdo em barreira (definindo a duragio
minima de um superpasso).

e g - razao entre a capacidade de processamento (nimero de operacgoes internas de com-
putacao por unidade de tempo, considerando todos os processadores) e capacidade de
comunicac¢ao (nimero de mensagens de tamanho unitdrio que podem ser entregues pela
rede, por unidade de tempo).

Através destes parametros é possivel estimar, para um determinado algoritmo, qual o tempo
total de execucao, dividido em tempo de processamento e tempo de comunicacgao.

Na defini¢ao basica do modelo BSP [42], também denominado EREW BSP (ou XPRAM [43],
ou ainda EREW-phase PRAM [19]), numa etapa de comunicacio as mensagens nao podem ser
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duplicadas, combinadas ou sofrer qualquer tipo de broadcast. Uma variacao para esse modelo é
o denominado CREW BSP (ou CREW-phase PRAM [19]), em que uma mesma mensagem pode
gerar um broadcast para processadores arbitrarios.

Variagoes mais sofisticadas (permitindo combinagoes de mensagens, etc.) nao serao conside-
radas aqui, por serem menos realistas.

1.4.2 Modelo LogP

O modelo LogP [13] é semelhante ao BSP, mas nao requer sincronizagoes em barreira. Isto
permite melhor sintonia entre algoritmo e maquina, sobrepondo etapas de comunicagao e pro-
cessamento interno em diferentes processadores. Os pardmetros do modelo LogP (que, por sinal,
dao o nome ao modelo) sio:

e L - um limite superior para a laténcia de comunicacao entre dois processadores (o tempo
entre o envio de uma mensagem curta e o seu recebimento).

e 0 - a penalizagdo (“overhead”) de um processador pelo envio de uma mensagem, corres-
pondendo ao tempo de inatividade de um processador que estd enviando uma mensagem
curta.

e g - o intervalo (“gap”) entre o envio ou recep¢iao de dois dados. O inverso desta medida
fornece a capacidade de transmissao da rede por processador (quantidade de dados enviados
em um certo intervalo de tempo).

e P - o nimero de processadores.

Este modelo é provavelmente o modelo mais realistico dentre os trés aqui apresentados,
tendo sido proposto justamente para cobrir alguns pontos falhos do modelo BSP (de forma
geral associados & sincronizagao em barreira). Ele segue na dire¢ao oposta & do modelo CGM,
apresentado a seguir, buscando uma melhor representacdo das maquinas reais. No entanto, este
modelo nao parece adequado ao desenvolvimento de algoritmos gerais, uma vez que a otimizacao
de um certo procedimento pode estar fortemente associada aos valores especificos dos parametros
considerados.

1.4.3 Modelo CGM (Coarse Grained Multicomputer)

O modelo CGM foi proposto por Dehne et al. [14], servindo como uma simplificacdo do modelo
BSP. Este modelo apresenta menos parametros do que o BSP, o que o torna um pouco mais
dificil de ajustar a maquinas reais mas mais atraente para estudo de algoritmos gerais.

Para avaliar o desempenho de um computador CGM, os parametros sdo apenas n (tamanho
da instancia a ser resolvida) e p (nimero de processadores). Os pardmetros relativos & velocidade
da rede e duracdo minima de um superpasso foram descartados, em funcdo de uma mudanca de
objetivos e a imposicao de algumas restricoes adicionais: cada processador deve ter capacidade
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de memoéria O(n/p) e em cada etapa de comunicacao os processadores devem receber/enviar
no maximo A = O(n/p) mensagens de tamanho unitdrio de/para outros processadores. O
processamento é dividido em rodadas de computacao local e rodadas de comunicacao, que se
alternam.

O objetivo do desenvolvimento de algoritmos eficientes deixa de ser a simples procura por
um tempo total de execugao minimo para incluir uma nova meta: reduzir o nimero de rodadas
de comunicagao, se possivel tornando este niimero constante ou dependente apenas de p.

Em geral, supoe-se que n é muito maior do que p, sendo n > p? uma restrigio comum [14].
Apesar destas restrigoes, o modelo CGM parece ser o mais adequado para o desenvolvimento
preliminar de algoritmos paralelos de granularidade grossa, para posterior avaliagao e sintonia
fina com modelos mais realisticos como os BSP e o LogP. Na verdade, o modelo CGM tem
se mostrado bastante adequado para o desenvolvimento de algoritmos paralelos escalaveis, que
apresentam desempenho proximo ao previsto. Estas caracteristicas tém atraido a atencao de
um numero crescente de pesquisadores [15].

1.4.4 Comentarios

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns algoritmos paralelos para alinhamento de cadeias,
que possam ser adequados facilmente para arquiteturas paralelas distribuidas. Temos entao a
questao de escolher qual dos modelos é mais adequado para esta tarefa.

Apesar de sua menor precisdo, o modelo escolhido foi o CGM. Os parametros dos demais
modelos sao adequados para situacoes em que uma determinada maquina serd usada e seus
parametros ja sao conhecidos. Quando os parametros sao desconhecidos, uma série de decisoes
conflitantes podem surgir. Por exemplo, se a laténcia de comunicacdo (ou o tamanho do su-
perpasso) for muito grande e a capacidade da rede de comunicagao também, favorece-se o uso
de poucas mensagens entre os processadores, que retinam todos os dados necessarios para a in-
teracao. No caso inverso (rede de baixa laténcia e baixa capacidade), mensagens fragmentadas
podem ser mais vantajosas se permitirem, através da comunicacao de resultados parciais entre
os processadores, uma reducao do total de dados a serem comunicados.

Os objetivos do desenvolvimento de um algoritmo CGM sao claros. Contudo, questdes como
a citada anteriormente podem afetar a adaptacdo de um algoritmo a uma maquina especifica.
Além disso, alguns critérios do modelo CGM parecem ser desnecessariamente restritivos. Assim
sendo, no uso do modelo CGM teremos em mente os seguintes critérios:

e A limitacdo do tamanho da memdria local a O(n/p), onde n é o tamanho da instancia do
problema a ser resolvido e p o niimero de processadores, é restritiva demais. Este critério faz
com que os problemas que requerem espago maior do que O(n) nao possam ser resolvidos
mesmo quando p = 1 (seqilencial). Acreditamos que seja mais adequado ao “espirito” do
modelo que o tamanho da memdria local seja O(M/p), onde M é o espago requerido para
a solucao seqiiencial do problema. Esta restricao impoe que a solugao paralela nao envolva
um aumento no espago total requerido pela solugao seqiiencial.
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e Em alguns casos, a restricao anterior serd ignorada. Um algoritmo CGM com uso de
memoéria acima dos limites usuais pode ser considerado de qualidade inferior, mas a sua
exposicao pode ser 1til. Assim, o tamanho da memoria local serd considerado um fator de
qualidade mais do que um fator restritivo.

e Seguindo a alteracao da restricao de memoria, cada rodada de comunicacgao podera envolver
o envio/recebimento de O(M/p) dados por rodada, mais exatamente o equivalente ao
tamanho da memdria local. Esta restricio serd mantida. Quando é necessario o envio de
mensagens maiores (por exemplo, se um processador tiver que realizar um broadcast de
toda a sua memdria), isto pode ser realizado em véarias rodadas de comunicagao.

e O foco do desenvolvimento se manterd na obtencao de aceleracao linear e baixo nimero
de rodadas de comunicacdo, mas os tamanhos das rodadas e das memdrias locais serdo
também, na medida do possivel, reduzidos.

1.5 Descricao do Trabalho

Esta tese propoe algoritmos paralelos CGM para o problema ATS e para o caso especial ALCS,
ambos com aceleragio linear no nimero de processadores p e O(logp) rodadas de comunicagao.
Em ambos os casos, o foco se concentra na obtencao das similaridades, ou seja, dos valores dos
alinhamentos.

Como ja comentado, a solu¢ao do problema ALCS é adequada também para o problema
LCS. Para o caso especifico em que uma solugao para o LCS é procurada, o algoritmo proposto
para o ALCS encontra também a subseqiiéncia comum mais longa (nao sé o seu comprimento).

Nao h4 algoritmos com tais caracteristicas na literatura, além de [2], publicado como parte do
desenvolvimento deste trabalho, que resume os resultados para o problema ATS. No momento
em que esta tese estd sendo escrita, os resultados para o problema ALCS se encontram em
avaliacdo para publicacao.

O Capitulo 2 apresenta resultados ja presentes na literatura que serao uteis no restante do
texto. Primeiramente sao apresentados alguns algoritmos basicos para resolu¢ao de problemas
de alinhamento (simples) entre duas cadeias. Estes algoritmos empregam programagao dinamica
e a exposicao deles ird facilitar a compreensiao dos algoritmos aqui propostos. A paralelizagao
dos algoritmos de programacao dindmica também serd apresentada, para fins de comparacao.
Estes algoritmos paralelos apresentam O(p) rodadas de comunicagao.

Ainda no Capitulo 2 serd apresentado o conceito de matrizes monotdnicas e totalmente
monotdnicas [1], muito importantes para os capitulos seguintes.

O Capitulo 3 apresenta o algoritmo CGM para o problema ATS e o Capitulo 4 apresenta o
algoritmo para o ALCS. Embora o segundo problema seja uma restri¢ao do primeiro, as técnicas
empregadas sdo completamente distintas. Parte da andlise do algoritmo para o problema ATS
foi colocada no Apéndice A para facilitar a leitura desta tese.

O Capitulo 5 apresenta conclusées e comentarios sobre o trabalho.



Capitulo 2

Algoritmos Fundamentais

Neste capitulo, alguns resultados prévios relevantes a esta tese sao apresentados. Inicialmente
serd visto como o problema de Alinhamento de Cadeias é resolvido através de programacio
dindmica. A paralelizacao destes algoritmos é apresentada a seguir. A 1ltima secao deste
capitulo é dedicada ds matrizes monotonicas e totalmente monotonicas.

Quase todos os resultados deste capitulo ja sao conhecidos. A presenca destes resultados
aqui torna esta tese auto-contida e facilita a exposicdo dos seus resultados. Alguns detalhes
apresentados sao inéditos e precisam ser destacados pela importincia que tém no restante do
trabalho.

2.1 Programacao Dinamica para Problemas de Alinhamento de
Cadeias

Uma, forma bem conhecida de resolver problemas de alinhamento de cadeias é o uso de pro-
gramagao dinamica [23, 37, 41]. Na verdade, o processo foi desenvolvido simultaneamente e de
forma independente por diversos autores. Um problema de alinhamento é resolvido através de
uma sucessao de subproblemas, cada um relacionado a um prefixo de A e um prefixo de B.
Através dos valores dos alinhamentos de certos prefixos é possivel calcular rapidamente o valor
do alinhamento para prefixos maiores.

2.1.1 Procedimento Basico

Vamos considerar que o valor do alinhamento dos simbolos z e y é dado por o(z,y), lembrando
que a fungao o pode ter “-” como argumento. A fungao o é tal que o(z,y) = o(y, ), o(z,y) <0
se x #Zyeo(x,y) >0sex=y. Nocaso do problema LCS, por exemplo, teriamos o(z,y) = 1
para £ = gy, 0 caso contrario. Colunas contendo dois simbolos “~” nao serao permitidas, uma
vez que estendem desnecessariamente o alinhamento.

Consideremos o alinhamento dos prefixos A} e B{, cujo valor serd denominado val(i, )

14
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(val(0,0) = 0). Construindo o arranjo do alinhamento para estes prefixos, o valor deste ali-
nhamento serd igual & soma dos valores de todas as colunas (ver Figura 1.1) até a penitltima,
somado ao valor da udltima coluna, que deve conter uma das seguintes possibilidades:

® a; e bj, caso em que val(i,j) = val(i — 1,5 — 1) + o(a;, bj).
e a; e “, caso em que b; ocorre em uma coluna anterior e val(i, j) = val(i—1,7) +o(a;, ).

e “7 e bj, caso em que val(i,j) = val(i,j — 1) + o (-, bj), por razoes semelhantes as do item

anterior.

Este procedimento pode ser visualizado por um Grafo Direcionado Aciclico do tipo Grade,
ou GDAG, em que os vértices estao dispostos em um arranjo (n, + 1) X (ny + 1). Numerando
linhas e colunas a partir de 0, o vértice da linha 7 e coluna j, G(i,j), representa val(i,j). Os
arcos sao assim definidos:

e (arcos diagonais) para 1 <i<ng e 1 <j <mny hd um arco de G(i — 1,5 — 1) para G(i,7),
de peso o(a;,b;).

e (arcos verticais) para 0 < i <ng e 1 < j < ny had um arco de G(i,j — 1) para G(i,7), de
peso o(a;,—).

e (arcos horizontais) para 1 <i <mn, e 0 < j < ny hd um arco de G(i — 1, 5) para G(3, j), de
peso o (-, bj).

Este GDAG é representado na Figura 2.1. Para encontrar o melhor alinhamento entre Ae B é
preciso determinar o caminho de maior valor (maior soma dos pesos dos arcos percorridos) entre
G(0,0) e G(ng,np). Esta determinagao pode ser feita facilmente através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.1: Alinhamento de Duas Cadeias por Programacao Dinamica.
Entrada: Cadeias A e B.

Saida: Valor do Melhor Alinhamento entre A e B.
1 Para i <+ 0 até n, faca

1.1 val(i,0) < i - o(a;,—)

2 Para j + 1 até n; faca

2.1 val(0,7) < j-o(-, b))

2.2 Para i <+ 1 até n, faca

val(i,j — 1) + o(-,bj)
2.2.1 val(i, j) < max ¢ wal(i — 1,5 — 1) + o(a;, bj)
Ual(i - 17]) + O'(ai:*)

fim do algoritmo.
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(0,0) -

Y y Y y A A A A G(Z_:l,J_l) G(Z_l.‘.])

y > > > > > > > > > > U(az,b]) o—(al7_)

G(i,j—1) o(—,b;) G(i.])

(8, 10)

Figura 2.1: GDAG para o Problema de Alinhamento entre A = yxxyzyzx e B = yxXXyzxXyzXy.

O Algoritmo 2.1 calcula apenas o valor do melhor alinhamento, mas pode ser facilmente
modificado para calcular também o alinhamento propriamente dito, bastando usar os valores
armazenados de val(i, j). Naturalmente, G(ng,np) pertence ao caminho no GDAG que define o
melhor alinhamento. A partir deste vértice determina-se, na ordem inversa, todos os vértices que
participam deste caminho. Para cada G (3, j), determina-se qual dos vértices vizinhos (G (7,5 —1),
G(i—1,7—1) ou G(i—1, 7)) foi usado no célculo de val(7, j). Isto pode ser feito observando-se os
valores associados a cada vértice, mas é mais simples registrar esta informacao em “ponteiros”
associados a cada vértice, ja durante o procedimento de célculo.

2.1.2 Obtencao do Alinhamento Usando Espaco Linear

E facil notar que o Algoritmo 2.1 requer tempo ©(ngnp). A determinacio do valor do alinha-
mento poderia ser feita mantendo-se apenas a ltima coluna de valores val(7,j) determinados
e desprezando os que ji foram usados, mas a determinacdo do caminho no GDAG requer a
manutengao de todos os valores (ou dos “ponteiros”), o que leva a espago O(ngny).

No entanto, gragas a uma técnica descrita por Hirschberg [26], é possivel determinar este
caminho usando apenas espaco linear, mantendo o tempo O(ngnyp). Trata-se de uma abordagem
de divisao-e-conquista: primeiramente determina-se um ponto do caminho na coluna central do
GDAG, o que é feito por duas aplica¢oes do Algoritmo 2.1:

e Determinam-se os comprimentos dos melhores caminhos de G(0,0) a todo G(7, |ny/2]),
0 < i < ng. Estes comprimentos equivalem aos valores val(i, [ny/2]). A determinagao e
armazenamento destes valores usa espaco O(n,).

e Revertendo os arcos do GDAG, determinam-se os comprimentos dos melhores caminhos
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(0,0) (0,0) (0,0)

(k. [ns/2])

(naﬂnb) (naanb) (naanb)

Figura 2.2: Divisdo-e-Conquista para determinac¢do do melhor alinhamento entre A e B. As
areas claras no GDAG da direita serdo exploradas recursivamente.

de G(ng,mp) a todo G(i,|[np/2]), 0 < i < ng. Vamos chamar estes comprimentos de
val? (i, my/2)).

Estas duas aplicagoes “parciais” do Algoritmo 2.1 utilizam, juntas, tempo O(ng,np). Na ver-
dade, o tempo total é muito préximo do tempo que seria gasto numa tinica execucao “completa”
do algoritmo (que determinasse val(ngny)).

Determina-se entao maxo<j<n,{val(i, |n/2]) +val"(i,[n/2])}. Seja k o valor de i que corres-
ponde a este maximo. Temos entdo que G(k, |n/2]|) pertence ao melhor caminho entre G(0,0)
e G(ng,np). Os demais vértices podem ser determinados aplicando-se 0 mesmo processo recur-
sivamente para determinar o melhor caminho entre G(0,0) e G(k, |n/2]) e o melhor caminho
entre G(k, |n/2]|) e G(ng,np). A Figura 2.2 ilustra o processo.

Pela Figura 2.2 nota-se que a quantidade de valores a serem calculados nas aplicacdes re-
cursivas é aproximadamente a metade da quantidade envolvida na determinacao de k. Pode-se
provar entao que T'(n,m) = O(nm). De fato, T'(n,m) é aproximadamente o dobro do tempo
gasto na determinacao de k.

O espaco requerido, além do necessirio para armazenamento das préprias cadeias, é O(n, +
logny). O termo log ny se refere & manutencio da pilha de recursao.

Com estes resultados, demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Dadas duas cadeias A e B de comprimentos n, e ny, respectivamente, pode-se
determinar o melhor alinhamento entre A e B em tempo O(ngny) e espago O(ng + logny).

Este resultado serve também, naturalmente, para o problema LCS.
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2.1.3 Algoritmo Ingénuo para o Problema ATS

A partir dos resultados anteriores, deduz-se que é possivel resolver o problema ATS (quando
apenas as similaridades sao desejadas) em tempo O(nang), através de n; aplicagoes do Algo-
ritmo 2.1. Deve-se notar que, além da similaridade entre A e B, este algoritmo também determina
as similaridades entre A e todos os prefixos de B: para A e BY, este valor ¢ val(ng, 7).

Assim, para encontrar os alinhamentos envolvendo todas as subcadeias de B, basta lembrar
que uma subcadeia de B é um prefixo de algum sufixo de B. Usando-se o Algoritmo 2.1 ny
vezes, uma para cada sufixo de B, temos todos os alinhamentos desejados.

Este procedimento de “forca bruta” nao utiliza diversas propriedades interessantes do pro-
blema ATS, que serao exploradas no Capitulo 3. Note que a abordagem aqui explicada envolve
procurar, para todos os vértices na linha superior do GDAG, o melhor caminho para cada um
dos vértices na linha inferior. Isto é feito tomando um vértice da linha superior por vez.

2.2 Algoritmo Paralelo Basico para Alinhamento de Cadeias

A seguir descrevemos uma solucio paralela para o problema do alinhamento de cadeias, cuja
idéia basica apareceu publicada em diversas formas para diversos modelos e maquinas distintos
[4, 3, 16, 27].

Apesar de simples, esta abordagem apresenta desempenho satisfatério em muitas situagoes
praticas. A simplicidade das rodadas de comunicacdo permite uma avaliacdo mais detalhada
do desempenho esperado nos modelos BSP e CGM. Alguns pardametros do algoritmo podem ser
ajustados para garantir um melhor desempenho.

A idéia bésica é estender o Algoritmo 2.1 fazendo com que cada processador seja responsdvel
por uma faixa de colunas contiguas no GDAG. Dados p processadores numerados de 1 a p,
o processador P, calcula val(i,j) para 0 < i < ng, e |mp(t — 1)/p] < j < |npt/p| + 1. Por
simplicidade, vamos supor que todos os processadores ficam incumbidos de um mesmo nimero
¢ de colunas.

Para evitar que o processador P, fique ocioso enquanto o processador P; opera, P, envia
resultados parciais para P,y em vdarias rodadas de comunicagao. Para isto, o GDAG é também
dividido em faixas horizontais de [ linhas contiguas, sendo que [ é um pardmetro ajustavel.
Assim sendo, 0 GDAG ¢ dividido em blocos [ x ¢, que representam as tarefas bédsicas do algoritmo
paralelo.

Seja b = [ng/l]. O GDAG fica entao dividido em b x p blocos, que identificaremos por B(s, t),
1<s<bh 1<t<p.

A computacao do bloco B(s,t) é feita pelo processador P;. A computacdo se desenvolve em
uma “frente de onda”, que comeca no bloco de dados do canto superior esquerdo do GDAG e
se propaga para baixo e para a direita. A Figura 2.3 ilustra este processo.

A computagao do bloco B(s,t) envolve trés operagoes por parte do processador P;:
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0,0) 1 2 3 p—1 p
1 1 2 3 p—1 p
2 2 3 4 P p+1
3 3 4 5 p+1 p+2
b—1| b-1 b b+1 p+b—3|p+b—2
b b b+1 b+ 2 p+b—2|p+b—1

(naa nb)

Figura 2.3: Processamento dos blocos de um GDAG durante o alinhamento paralelo de cadeias.
O nimero no interior de cada bloco indica o superpasso em que a computacao do bloco é
realizada.

e Set > 1, esperar pelos dados da tltima coluna do bloco B(s,t —1). Sdo [ dados a serem
enviados pelo processador P;_;.

e Computar os dados de B(s,t), usando os dados de B(s,t — 1) e B(s — 1,t). Estes tltimos
foram calculados pelo préprio processador P;.

e Se t < p, enviar os [ dados da tltima coluna de B(s,t) para o processador P 1.

O nuimero de superpassos necessarios é p + b — 1. O parametro | (que define b) pode ser
aumentado para reduzir o nimero de superpassos, mas este aumento faz com que haja mais
ociosidade entre os processadores durante os primeiros e os 1ltimos superpassos. Por outro lado,
um valor muito pequeno de [ faz com que o niimero de rodadas de comunicagao se torne muito
grande. A laténcia da rede de comunicacao comecga a se tornar significativa e anula o beneficio
da reducao da ociosidade.

Estudos empiricos para o melhor valor de [ sao uteis no ajuste desta técnica a uma aplicagao
real [3, 16].

Para o modelo CGM, o caso [ = [an,/p], onde @ < 1 é uma constante, fornece um algo-
ritmo que executa em tempo O(ngny/p) e requer O(p) rodadas de comunicacao, em que cada
processador transfere O(n,/p) dados [4].

Esta técnica pode ser modificada para permitir a determinagao do alinhamento em si (e nao
apenas do seu valor) com espaco linear, usando uma variagdo do algoritmo de Hirshberg [16, 27].
Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 2.2 O alinhamento de duas cadeias A e B, respectivamente de comprimentos n, e ny
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(ng < my), pode ser determinado no modelo CGM com p < ny, processadores em tempo O(ngny/p)
e espaco local O(ng+ny), usando O(p) rodadas de comunica¢do em que cada processador transfere

O(ng/p) dados.

Como ja comentado, este resultado é suficiente em muitas aplicacoes em que apenas o ali-
nhamento entre duas cadeias é requerido. Este algoritmo pode, naturalmente, ser usado para o
LCS, como um caso especial de alinhamento.

A técnica utilizada pode ser aplicada também em modelos de granularidade fina. Na verdade,
a técnica aqui apresentada é um caso particular de paralelizagao de procedimento de programacao
dinamica [17]. Os subproblemas (no caso, alinhamentos de prefixos de A com prefixos de B)
apresentam dependéncias entre si, estabelecendo uma ordem parcial (representada pelo GDAG).
Uma ordenacao topoldgica utilizando esta ordem parcial indica em que etapa cada subproblema
pode ser resolvido. No caso, os valores dos alinhamentos de prefixos Ail e B taisque i+ j =k
podem ser resolvidos na etapa k — 1.

H4a muitas outras abordagens possiveis para a paralelizacao de problemas de alinhamento.
Quando modelos de granularidade fina sdo empregados, abordagens de divisdo-e-conquista sao
comuns na obtencao de algoritmos de tempo polilogaritmico, ou seja, que executam em tempo
O(log®(ne + np)) para algum k. Nestas abordagens, o GDAG ¢é dividido em blocos que sio
processados em paralelo, gerando resultados que sdo entdo unidos. O processamento de cada
bloco envolve a divisao deste em blocos menores, recursivamente. Exemplos desta abordagem
podem ser encontrados em [6, 38].

Em geral, esta abordagem apresenta um problema sério: os algoritmos paralelos obtidos
nio sdo 6timos quando comparados ao algoritmo seqiiencial (o produto entre o nimero de
processadores e o tempo de execucao paralelo nao é O(ngnyp)). Ainda assim, o algoritmo de
Apostolico et al. [6] expde técnicas importantes para a resolu¢do do problema ATS, como serd
visto no Capitulo 3.

Outra forma de explorar paralelismo em problemas de comparacao de cadeias é realizar
simultaneamente a comparacao entre uma cadeia alvo e vdrias outras, provenientes de uma base
de dados, para encontrar as de maior similaridade. Este é um problema de grande importancia
pratica, mas que foge ao escopo desta tese. Os desafios neste tipo de problema se concentram
mais no balanceamento de carga do que na forma de colaboragao entre os processadores [45].

Nos capitulos 3 e 4 serao mostrados algoritmos CGM que determinam os valores dos alinha-
mentos de A e todas as subcadeias de B (problema ATS), usando apenas O(logp) rodadas de
comunicacao. No Capitulo 3, em que nao se considera nenhuma restri¢ao para os pesos nos arcos,
o tempo de computacao é maior do que o necessirio para o Problema do Alinhamento (simples)
por um fator logaritmico. Mas no Capitulo 4, em que o problema ALCS é abordado, o tempo de
computacio é (assintoticamente) o mesmo que o necessirio para o problema LCS. Disto resulta
um algoritmo melhor para o problema LCS, com apenas O(log p) rodadas de comunicagao.
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2.3 Matrizes Monotonicas e Totalmente Monotonicas

Nesta secao serao apresentados dois tipos de matrizes de grande importancia no restante deste
texto: as matrizes monotonicas e as matrizes totalmente monotonicas.

Estas matrizes surgem em varios tipos de aplicagoes. Um exemplo geométrico é o de de-
terminar para cada vértice de um poligono convexo qual é o vértice mais distante dele. Este
exemplo é apresentado por Aggarwal et al. em [1], que é a base para a apresentagdo que se
segue. As definigoes e algoritmos foram adaptados aqui, contendo alguns detalhes, andlises e
consideragoes que nao constavam no artigo original. Algumas destas consideracoes sao bastante
importantes para a andlise de resultados desta tese.

As propriedades caracteristicas das matrizes monotonicas e totalmente monotonicas dizem
respeito a localizagdo dos elementos minimos em cada coluna (em algumas aplicagoes, o interesse
pode estar nos elementos maximos, ou nas linhas). Antes da apresentacio destas propriedades,
alguns termos devem ser definidos:

Definigao 2.1 [Imin[M] e Cmin[M]] Dada uma matriz n X m M de mimeros reais, o vetor
Imin[M] € tal que para todo j, 1 < j < m, Imin[M](j) € o menor valor de i tal que M(i,j) € o
minimo da coluna j de M. O vetor Cmin[M] contém os valores minimos das colunas de M, ou
seja, Cmin[M](3) = M (Imin[M](j), 7).

Assim, Imin[M] contém as localiza¢des dos minimos das colunas, enquanto Cmin[M] contém
0s valores minimos propriamente ditos. Passamos entao as defini¢oes principais desta sec¢ao:

Definigao 2.2 (Matriz Monotonica) Seja M uma matriz n x m de nimeros reais. M € uma
matriz monotoénica se, para 1 < j1 < jo < m, Imin[M](j1) < Imin[M](j2).

Definigao 2.3 (Matriz Totalmente Monotonica) Seja M uma matriz n x m de nimeros
reais. M € uma matriz totalmente monotonica se toda submaitriz 2 x 2 de M for monotéonica.

Lema 2.3 Toda matriz totalmente monoténica é também monotonica.

Prova. Se M ndo é uma matriz monotonica existem j; e jo tais que j; < jo e Imin[M](j1) >
Imin[M](j2). A matriz 2 x 2 formada por M (i1,51), M(i1,j2), M(i2,71) e M(iz,j2) nao é
monotonica, logo M nao pode ser totalmente monotdnica. O

Em muitas aplicagoes ha interesse em determinar os elementos minimos de todas as colunas
de uma matriz monotonica ou totalmente monoténica. O problema de determinacao dos minimos
das colunas de uma matriz é definido a seguir. O restante desta secao é dedicado & resolucao
deste problema utilizando as propriedades ja comentadas.

Definigao 2.4 (Problema dos Minimos das Colunas) Dada uma matriz nxm de nimeros
reais M, determinar o vetor Imin[M].

O problema é definido em termos de localizar os minimos. A obtencao de Cmin[M] a partir
de Imin[M] é feita de acordo com a defini¢ao.
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1 [m/2] m

Tmin ( |—m/2—| )

Figura 2.4: Determinacao dos minimos de colunas em matrizes monotonicas. O minimo da
coluna central foi determinado, as dreas escuras podem ser ignoradas. Nas dreas claras o proce-
dimento serd repetido recursivamente.

2.3.1 Problema dos Minimos das Colunas de uma Matriz Monotonica

Para matrizes monoténicas, o algoritmo (recursivo) de determinagao dos minimos nas colunas é
dado a seguir. O algoritmo é definido em termos de submatrizes devido a recursao.

Algoritmo 2.2: Determinagao dos minimos das colunas de uma matriz mo-

notodnica.

Entrada: Submatriz M (i, 5)[i1 < i <i2,51 <Jj < ja].

1 auT < 11

2 meio + [ (j1 + j2)/2]

3 Para ¢ <+ i1 + 1 até i faca

3.1 Se M (i, meio) < M (aux, meio) entao

3.1.1 aux < 1

4 Imin[M](meio) + aux

5 Se meio > ji resolva o problema para a submatriz M (i,5)[i; < i < auzx,ji < j <
meio.

6 Se meio < jo resolva o problema para a submatriz M (4, j)[auz < i < iy, meio < j <
jal-

fim do algoritmo.

A Figura 2.4 ilustra a operagdo do Algoritmo 2.2.
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Teorema 2.4 Os minimos de todas as colunas de uma matriz monoténica M (n x m) podem
ser encontrados em tempo O(nlogm + m) e espaco O(m) (suficiente para a resposta).

Prova. A prova é baseada no Algoritmo 2.2. Os passos 1 e 3 determinam o minimo da coluna
central da submatriz enquanto os passos 5 e 6 cuidam das colunas a esquerda e & direita da
central, respectivamente. Recursivamente, todas as colunas sao tratadas. Deve-se observar que
os passos 5 e 6 trabalham com submatrizes das quais foram eliminadas algumas linhas. Pela
monotonicidade de M, estas linhas nao podem conter o minimo das colunas a serem tratadas, o
que garante que o algoritmo funciona corretamente.

Vamos avaliar o tempo do algoritmo através do ntimero de acessos a M que ele deve fazer.
Considerando uma submatriz n x m, podemos provar que, sendo ¢(n,m) o maior niimero possivel
de acessos realizado pelo algoritmo, temos t(n,m) < f(n,m) = (|logm]+1)(n—1)+2m—1. De
fato, testando para pequenos valores de m temos f(n,1) =n, f(n,2) =2n+1, f(n,3) =2n+3
e f(n,4) = 3n + 4.

Fazemos entao uma inducao em m. Para uma matriz n x m, temos n acessos devidos
aos passos 1 e 3, mais os acessos devidos as chamadas recursivas dos passos 5 e 6. Seja
T = imin(]m/2]). Como cada chamada recursiva envolverd no maximo |m/2] colunas e como
|log|m/2]] = |logm| — 1, segundo a hipétese de indugao devemos ter

tn,m) < n+ f(z,|m/2])+ f(n—x -|;1, lm/2]) =

passo 5 passo 6
n+ [loglm/2| +1|(z — 1) + 2|m/2] — 1+ [log|m/2| + 1](n —z) +2|m/2] =1 <
pa;;) 5 pa;;) 6

n+ logm|(z — 1)+ [logm|(n —x) +2m —2=n+ |logm]|(n — 1) +2m — 2 =
([logm] +1)(n—1)+1+4+2m —2 = f(n,m).

Isto prova o limite superior. Como f(n,m) = O(nlogm + m), concluimos a demonstracao.
Observe que o valor de z, que depende da posicao do minimo da coluna central, nao tem influéncia
na determinacao do limite superior. O

N

O termo m no tempo de execucao se deve, de fato, a necessidade de processar todas as
colunas, mesmo quando as eliminagoes possiveis gracas & monotonicidade da matriz fazem com
que certas colunas tenham apenas um candidato a minimo restante. Relaxando este requisito, o
tempo de execucao pode ser reduzido para O(nlogm), o que é vantajoso para matrizes “largas”
(m > n). No entanto, os minimos das colunas ndo podem ser explicitados. Em [1] é demonstrado
que o limite inferior para o tempo de solucdao do problema dos minimos das colunas é de fato
Q(nlogm) no caso de matrizes monotonicas, mas é indicado que o limite superior é também
O(nlogm), desconsiderando o problema de nao tornar explicitos os minimos.

O Algoritmo 2.2 pode ser adaptado para executar em tempo O(nlogm) quando m > n,
gerando informacoes sobre os minimos. Infelizmente, estas informacdes ndo permitem a deter-
minacao destes minimos em tempo constante. As informagoes sao guardadas em um vetor J
de tamanho n + 1 (indices iniciando em 1), de tal modo que Imin[M]|(j) = 41 para todo j,
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J(i1) < j < J(i1 +1). Desta forma, dado um certo j, para se determinar I'min[M](j) é preciso
fazer uma busca bindria no vetor J, o que toma tempo O(logn). Deve-se notar que J(1) =1 e
definiremos J(n+1) = m+ 1. Podemos chamar estes J(i) de pontos de inicio, pois eles indicam
a coluna em que os minimos comegam a aparecer na linha i (e deixam de aparecer na linha i —1).

A seguir temos a adaptacao do Algoritmo 2.2 que determina os pontos de inicio.

Algoritmo 2.3: Determinacao dos minimos das colunas de uma matriz mo-
notoénica “larga”.

Entrada: Submatriz M (i, j)[iy <i <i9,j1 < J < jal.

Saida: J(1), i1+ 1 <i <.

1 Se 71 < j9 entdo

1.1 auT < 11

1.2 meio < | (51 + j2)/2]

1.3 Para i <+ i1 + 1 até iy faca

1.8.1 Se M (i, meio) < M (aux, meio) entao

1.3.1.1 aux < 1

1.4 Se auz > i1 resolva o problema para a matriz M (i, 7)[j1 < 7 < meio,i; <i <
aux).

1.5 Se auzx < iy resolva o problema para a matriz M (i, j)[meio < j < jo, auz <
i < ia).

2 Senao

2.1 Para i < i1 + 1 até iy faca

2.1.1 J(i) < j1

fim do algoritmo.

Teorema 2.5 Para uma matriz monoténica M (n X m) com n < m pode-se montar uma estru-
tura em tempo O(nlogm) e espago O(n + logm) que permite consultas ao elemento minimo de
qualquer coluna em tempo O(logn).

Prova. A demonstracdo é feita com base no Algoritmo 2.3. Ao invés de determinar o minimo
da coluna central, este algoritmo apenas usa a posicao deste minimo para dividir o problema em
problemas menores, com o objetivo de determinar os pontos de inicio.

Para demonstrar que o algoritmo opera corretamente, estabelecemos, apenas para fins de
demonstracao, que Imin[M](0) =1 e Imin[M](m + 1) = n. Supomos também que a chamada
inicial ao Algoritmo 2.3 é feita com a matriz M completa como argumento (ou seja, i1 = j; = 1,
i9 =n e jo=m)equen > 1. No caso de n <1, a execugao do algoritmo é desnecessdria.

Temos os seguintes invariantes no inicio de todas as chamadas:
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3. 11 < 19

E fécil perceber que as chamadas recursivas nas linhas 1.4 e 1.5 conservam estes invariantes.

Cada chamada estabelece o valor de J(i) para i; < i < i9. Isto pode ser demonstrado por
indugao no niimero de colunas da submatriz. Quando este nimero é 0 (51 > j2, 0 que no caso
implica j; = jo +1), o ponto de inicio para todas as linhas de 71 + 1 a i3 é 71 e 0 lago da linha 2.1
estabelece os valores de J(i). Quando hd pelo menos uma coluna, a linha 1.4 estabelece J (i)
para i1 < ¢ < auzx e a linha 1.5 estabelece J(i) para aux < i < is.

Assim, o algoritmo estabelece J(i) corretamente para 1 < ¢ < m. Para finalizar, é preciso
fazer J(1)=1e Jim+1) =n+ 1.

O espaco usado é apenas O(n+1logm), necessirio para o armazenamento dos pontos de inicio
e para a pilha de recursao. Para analise do tempo vamos considerar o nivel de cada chamada
do algoritmo como sendo 0 para a chamada que envolve a matriz completa e [ + 1 para cada
chamada realizada recursivamente por uma chamada de nivel /. Cada chamada envolve um
certo conjunto de linhas contiguas da matriz, com pelo menos duas linhas. E f4cil demonstrar
que duas chamadas de um mesmo nivel podem envolver, no maximo, uma mesma linha comum.
Assim, ha no maximo n chamadas em um certo nivel.

Considerando todas as chamadas de um certo nivel, a soma de todos os acessos feitos no
lago da linha 1.3 é O(n). Como o numero de colunas das submatrizes é reduzido pela metade a
cada nivel, o niimero de niveis é O(logm). Com isto, concluimos que o tempo de execucio do
Algoritmo 2.3 é O(nlogm).

Finalmente, como ji comentado, para determinar Imin[M](j) para um certo valor de j é
preciso realizar um busca bindria nos valores de J(i) & procura de um ¢ que satisfaga J(i) < j <
J(i+1). O

2.3.2 Problema dos Minimos das Colunas de uma Matriz Totalmente Mo-
notdnica

Para matrizes totalmente monotoénicas, o processo de determinacao dos minimos nas colunas
pode ser realizado em tempo linear no nimero de linhas, se a matriz for “estreita” (n > m).
Gracas & monotonicidade total da matriz, é possivel realizar uma etapa inicial de eliminagdo de
linhas em tempo O(n), resultando em uma matriz quadrada. Esta etapa é denominada redugao.
Vamos primeiro estudar o processo de reducao e depois ver como o problema dos minimos é
resolvido.

O processo de reducao é baseado na comparacao de dois elementos em uma mesma coluna.
Com base no resultado desta comparagao, pode-se determinar que certos elementos da matriz
estao mortos, ou seja, nao podem ser os minimos de suas respectivas colunas. Mais exatamente,
temos o seguinte lema:
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Lema 2.6 Seja M uma matriz (n X m) totalmente monoténica. Para 1 < i1 < is < m e
1 <5 <m temos que

1. Se M(i1,5) < M(i2,7) entao todos os elementos M (ia,j') com 1 < j' < j estdo mortos e

2. Se M(i1,7) > M(ia,7) entao todos os elementos M (i1,5") com j < j' < m estdo mortos.

Prova. A demonstracdo é baseada na monotonicidade total de certas submatrizes 2 x 2 de
M, mais exatamente as formadas pelos elementos M (i1, 75), M(ia,5), M(i1,5') e M(ia,j'). Se
M(i1,7) < M(ig,j) e 1 < j' < j entdo M(i1,5') < M(ia,j') e isto prova a afirmacdo 1. Se
M(i1,5) > M(iz,7) e j < j' < m entdo M(i1,j') > M(ia,j') e fica provada a afirmacao 2. O

O Algoritmo 2.4 realiza a reducdo usando o Lema 2.6. Este algoritmo determina linhas
completas que estao mortas e as elimina de M. O resultado é a matriz R, inicialmente igual
a M. A cada passo, um indice £ > 1 serd usado para indicar que os elementos M(i,j) com
1<i<kel<j<isao considerados mortos. Se kK = 1 nao hd elementos mortos em R. A
Figura 2.5 ilustra este processo.

Algoritmo 2.4: Reducgao matriz totalmente monotdnica.

Entrada: Matriz M (n x m).

Saida: Matriz R (m x m) que contém os minimos de todas as colunas de M.
1 R+ M

2 k<1

3 Enquanto R tiver mais do que m linhas faca
3.1 Se R(k,k) < R(k + 1,k) entao

3.1.1 Se k < m entao

3.1.1.1 k<« k+1

3.1.2 Senao

3.1.2.1 Elimine a linha £ +1 de R
3.2 Senao

3.2.1 Elimine a linha k£ de R

3.2.2 Se k > 1 entao

3.2.2.1 kE+—k—1

fim do algoritmo.

Lema 2.7 Dada uma matriznxm M (n > m), o Algoritmo 2.4 gera, em tempo O(n) e usando
espago adicional O(n), uma matriz m x m R tal que os elementos minimos de cada coluna
equivalem aos elementos minimos das colunas correspondentes de M. A solu¢ao do Problema
dos Minimos das Colunas de M ¢ dada a partir da solucdo do mesmo problema para R em tempo

O(m).
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1 k m
1
a Elementos mortos se a > b.
A linha k é eliminada.
k a
k+1 b b Elementos mortos se a < b.
Se k < m entdo k é incrementado,
sendo a linha k + 1 é eliminada.
Elementos ja considerados mortos.
n

Figura 2.5: Operacao de reducao de matriz.

Prova. No inicio de cada iteragao do lago da linha 3, a afirmagao de que os elementos R(%, j)
com 1 <i<kel<j<iestdo mortos é invariante. De fato, com k£ = 1 nenhum elemento é
considerado morto, como ja foi dito, e se a afirmacgao é vilida no inicio de uma iteracao ela o
serd no final, pois

e se R(k,k) < R(k+1, k) entao pelo Lema 2.6(1) todos os elementos R(k+1,j) com1 < j <k
estdo mortos. k pode ser incrementado, mantendo o invariante, desde que isto nao faga
k > m (caso em que toda a linha k + 1 estaria morta, podendo ser eliminada).

e se R(k,k) > R(k + 1,k) entao pelo Lema 2.6(2) os elementos R(k,j) com k < j < m
estao mortos. Isto faz com que todos os elementos da linha k estejam mortos. A linha é
eliminada e k é decrementado, a menos que isto faca k < 1.

A manutencio deste invariante e o fato de que as tnicas linhas eliminadas sdo aquelas com
elementos mortos pode ser facilmente percebida na Figura 2.5.

Um fato nio explicitado no Algoritmo 2.4 é que a matriz R pode ser definida a partir de
M com o uso de uma lista encadeada de indices de linhas, que ocupa apenas espago O(n). A
atribuicao da linha 1 indica a inicializacao da lista encadeada em tempo O(n). Cada eliminacao
de linha pode ser feita em tempo constante, portanto sé é necessario provar que o lago da linha 3
é executado O(n) vezes.

Sendo a, b e ¢ o nimero de vezes que as linhas 3.1.1.1, 3.1.2.1 e 3.2.1 sdo executadas,
respectivamente, temos que b+ ¢ = n—m pois este é o nimero total de linhas eliminadas. Como
k é iniciado com 1 e pode crescer até no maximo m, a —c < m—1. Assim, o nimero de iteracoes
dolago dalinha3éa+b+c<a+2b+c=a—c+20b+c)<2n—m—1=0(n).
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Finalmente, a lista encadeada que define quais linhas de M estdao em R pode ser copiada em
um vetor, em tempo O(m). Os elementos de R podem entdo ser acessados em tempo O(1). O
Problema dos Minimos das Colunas para M pode ser resolvido com base em R. O

O Algoritmo 2.5 resolve o Problema dos Minimos das Colunas para matrizes totalmente
monotonicas utilizando o procedimento de reducao ja mostrado.

Algoritmo 2.5: Determinacao dos minimos das colunas de uma matriz total-
mente monotdnica.

Entrada: Matriz M (n x m).

Saida: Imin[M](j), 1 <j < m.

1 Aplique o Algoritmo 2.4 a M, gerando uma matriz reduzida R (m X m).

2 Se m = 1 entao

2.1 Determine o minimo da (dnica) coluna de M a partir de R e encerre.

3 Senao

3.1 Ms + R(7,25)[1 <i<m,1 <2j <m] (M, tem as colunas pares de R).

3.2 Resolva recursivamente o Problema dos Minimos das Colunas para M. Esta

solucdo dé a solugido para as colunas pares de R, registrada em Imin[R](2j)
para 1 <27 <m.

3.3 Determine Imin[R](2j + 1) para 1 < 2j + 1 < m utilizando os resultados do
passo anterior.
3.4 Determine Imin[M](j) a partir de Imin[R|(j), para 1 < j < m.

fim do algoritmo.

Teorema 2.8 O Problema dos Minimos das Colunas pode ser resolvido para uma matriz n X m
totalmente monoténica em tempo O(n +m + nlog(m/n)) e espaco O(n + mlogm).

Prova. Vamos considerar inicialmente a operacao do Algoritmo 2.5 para o caso em que n > m,
depois estenderemos para o caso geral. Quando n > m, o teorema afirma que o tempo de
execugao é apenas O(n).

Pelo Lema 2.7 o passo 1 reduz a matriz M usando tempo e espago O(n). Apds a execucao
deste passo os resultados obtidos ocupam espaco O(m), o suficiente para estabelecer a relacao
entre as linhas de M e R.

O passo 3.1 indica a criacdo de uma matriz em que apenas as colunas pares de R sao
consideradas. Este passo pode ser implementado criando-se um parametro para o algoritmo que
indica a distancia entre as colunas a serem usadas, a ser dobrado a cada chamada recursiva no
passo 3.2. O tempo necessario é, portanto, constante.

O passo 3.3 pode ser resolvido facilmente em tempo O(m). Os resultados para as colunas
pares dividem as m linhas de R em [m /2] intervalos, um para cada minimo a ser encontrado em
uma coluna impar de R. A soma dos comprimentos dos intervalos é no maximo m+[(m—1)/2] =
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O(m). O espago adicional necessario para esta etapa é constante.

O passo 3.4 usa o resultado da redugido no passo 1, armazenado em espaco O(m), para
adaptar os minimos obtidos & matriz M.

Em resumo, O algoritmo utiliza, descontando-se a chamada recursiva no passo 3.2, tempo
O(n + m) e espaco O(n + m). O espaco requerido para uma determinada chamada recursiva
antes da préxima chamada é de apenas O(m), logo o algoritmo acumula espago O(mlogm),
resultando num espaco total O(n + mlogm).

O tempo gasto pelo algoritmo sem considerar as chamadas recursivas é O(n + m) = O(n).
Na primeira chamada recursiva o tamanho da matriz é m xm/2 e o tempo gasto (sem considerar
as chamadas seguintes) é O(m). A cada nova chamada as dimensoes das matrizes sao reduzidas
pela metade, o que indica que o tempo total para todas as chamadas é O(m). Como n > m, o
tempo total gasto é O(n).

O caso em que n < m pode ser tratado normalmente pelo Algoritmo 2.5. Para a andlise
do tempo gasto, é mais simples considerar a seguinte variacao: inicialmente, o Problema dos
Minimos das Colunas é resolvido para a submatriz M (i, [mj/n])[1 <i < n,1 < j < n], formada
por n colunas igualmente espacadas de M. Usando o Algoritmo 2.5, esta etapa leva tempo O(n)
e requer espago O(nlogn) = O(mlogm).

Com a determinacao dos minimos nas n colunas selecionadas, os minimos das demais co-
lunas ficam restritos a n submatrizes. Cada submatriz estd compreendida entre duas colunas
selecionadas e entre as duas linhas em que estdo os minimos destas colunas. A aplicacao do
Algoritmo 2.2 a todas estas submatrizes determina os minimos restantes da matriz em tempo
O(nlog(m/n) + m). O algoritmo completo leva tempo O(nlog(m/n) + m) e requer espaco
O(n + mlogm). O

No Teorema 2.8, da mesma forma que no Teorema 2.4, o termo m no tempo de execucao
se deve & necessidade de explicitar os minimos, o que leva & execucao da busca pelos minimos
até em submatrizes de uma tunica linha. Se este termo for desprezado, o tempo resultante
é O(nlog(m/n)). Em [1] é demonstrado que o limite inferior para o tempo necessério para
encontrar os minimos em todas as colunas de uma matriz n X m é também ©(nlog(m/n)).

Para matrizes “largas” (m > n) é interessante considerar uma nova variagao do algoritmo.
Utilizando o Algoritmo 2.3 no lugar do Algoritmo 2.2 (ver final da demonstracao do Teorema 2.8),
pode-se construir um vetor J(i)(1 < i < n + 1), como comentado na Se¢ao 2.3.1, que permite
consultas ao minimo de qualquer coluna em tempo O(logn). Isto nos leva ao seguinte resultado.

Corolario 2.9 Para uma matriz n X m totalmente monoténica M com n < m, pode-se montar
uma estrutura em tempo O(nlog(m/n)) e espaco O(mlogm) que permite consulta ao elemento
minimo de qualquer coluna em tempo O(logn).

2.3.3 Contracao de Linhas em Matrizes Totalmente Monotonicas

A operacao de contragdo de linhas foi utilizada em [32], implicitamente, para resolugio para-
lela do problema LCS no modelo CREW-PRAM. Para tornar a exposicao dos resultados do
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Capitulo 4 mais claras, daremos uma, defini¢ao explicita para esta operacao e demonstracoes de
alguns resultados.

Definigao 2.5 [Contracdo de Linhas Contiguas de uma Matriz Totalmente Monoténica] Sendo
M uma matriz totalmente monotonica, uma contracao de linhas aplicada a um conjunto de
linhas contiguas de M € a substituicao em M de todas estas linhas por uma unica nova linha.
O elemento da coluna i desta nova linha € o minimo dos elementos presentes na coluna i das
linhas originais substituidas.

Assim, se S = {ly,l1+1,11+2,...,ls}, denotaremos por Contgs(M) a contragao de uma matriz
M aplicada as linhas entre [; e [y, inclusive. Seja M uma matriz n x m, entdo N = Contg(M)
é uma matriz (n — Iy +1;) x m tal que N = Cmin[M (i,7)[l1 <4 <]}, N' = M parai <l e
Nt = Mitl=l para i > 1.

Teorema 2.10 Se M ¢é uma malriz totalmente monotonica e S um conjunto de indices conse-
cutivos de linhas de M, Contg(M) é também uma matriz totalmente monotonica e Cmin[M| =
Cmin[Contg(M)].

Prova. Cmin[M] = Cmin[Conts(M)] decorre diretamente da Definicao 2.5. E preciso provar
apenas a monotonicidade total de Contg(M).

Seja Contg(M) uma contracao qualquer de linhas contiguas de uma matriz M totalmente
monotonica. Seja uma submatriz 2 x 2 qualquer de Contg(M), com elementos das colunas j;
e jo (j1 < j2). Teremos apenas duas possibilidades: nenhuma das duas linhas é o resultado da
contracao ou uma delas o é.

No primeiro caso a submatriz é claramente monotonica, pois é uma submatriz também de
M. No segundo caso teremos mais dois subcasos: os dois elementos da linha “contraida” estarao
numa mesma linha em M ou néo.

Novamente, no primeiro caso a submatriz serd submatriz também de M. No segundo, os
elementos da linha contraida virdo das linhas i; e i9, podendo ser escritos como M (iq,j1) e
M (ig, j2). A monotonicidade total de M garante que i1 < is.

Os dois outros elementos da submatriz de Conts(M) podem ser escritos como M (ig, j1) €
M (ig, j2). Vamos supor que iy < i;. O caso em que iy > io pode ser tratado de forma andloga.

Para provar que esta submatriz é monotonica, é preciso provar que se M (iq,j1) < M (i, j1)
entdo M (ig,j2) < M (ip,j2). A monotonicidade total de M garante que se M (i, j1) < M (ig, j1)
entao M(’il,jg) < M(’io,jg). Como M(’ig,jg) < M(’il,jg) (pOiS M(il,jg) é o elemento minimo
da coluna j, dentro do conjunto contraido S) temos que M (ig, jo) < M (ig,j2), como esperado.
O

Pode-se provar também que se M é uma matriz monotonica (mas nao totalmente monoténica)
Contg(M) é também monotoénica.
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2.4 Comentarios

Neste capitulo foram apresentados alguns resultados ja conhecidos, para facilitar o entendimento
dos proximos capitulos e tornar este trabalho auto-contido.

Os algoritmos para alinhamento apresentados aqui sao muito diferentes dos que serao apre-
sentados nos proximos capitulos, mas os conceitos fundamentais, como a representacdo via
GDAGsS, sao semelhantes.

As matrizes totalmente monotdnicas serdao usadas principalmente no Capitulo 4. A exposicao
dos resultados originalmente publicados em [1] aqui serviu a dois propédsitos. O primeiro é, como
ja mencionado, tornar esta tese auto-contida. O segundo é tornar explicitos certos detalhes que
nao constavam no artigo original, em particular a andlise do espago requerido pelos algoritmos,
detalhes da representacdo das matrizes e, principalmente, uma andlise mais apurada do caso em
que as matrizes sao “largas”.

Para as aplicagoes originalmente propostas para as matrizes totalmente monotonicas, o caso
das matrizes “largas” era pouco relevante. Para as aplicacées do Capitulo 4, este nao é o caso.
O Corolério 2.9 sera aplicado e o fator logaritmico no tempo de acesso terd que ser levado em
consideracao.



Capitulo 3

Problema do Alinhamento de Todas
as Subcadeias

Neste capitulo, abordaremos o problema do Alinhamento de Todas as Subcadeias (Definicao 1.3).
Parte dos resultados aqui presentes foram apresentados no 14th Annual ACM Symposium on
Parallel Algorithms and Architectures [2].

O problema é abordado sem que qualquer restricao seja feita com relagdo aos pesos das
operacoes de edicdo, que se refletem nos pesos dos arcos do GDAG associado. Tudo que se
requer é que estes pesos possam ser determinados em tempo O(1).

Como solugao para o problema ATS, espera-se encontrar uma estrutura de dados que permita
consultas sobre o valor do alinhamento (similaridade) de A com uma determinada subcadeia B/
em tempo O(1).

A determinacao do alinhamento propriamente dito no serd considerada, porque as aplicacoes
do problema ATS normalmente nao envolvem a determinacao de todos os alinhamentos: em geral,
os valores dos alinhamentos sdo usados em um problema maior e, em algumas circunstancias,
um tnico alinhamento deve ser obtido (o mais adequado, segundo algum critério dependente
da aplicagao). Manter estruturas de dados que permitam consultas a todos os alinhamentos é
custoso e pouco ttil.

Uma forma de lidar com este problema, nao muito elegante, mas adequada na pratica, é usar o
algoritmo aqui apresentado para determinar os valores dos alinhamentos e, depois de determinar
qual é o alinhamento desejado, usar o procedimento citado no Capitulo 2 para encontrar este
unico alinhamento. O tempo de execucao do algoritmo completo ainda é determinado pela
resolucao do ATS. Desta forma, vamos nos concentrar unicamente na determinacao dos valores
dos alinhamentos.

Considerando-se 0 GDAG do problema do alinhamento, buscamos os melhores caminhos (ou
seja, os que apresentam maior soma dos pesos dos arcos percorridos) para todos os pares de
vértices em que o primeiro estd na linha superior do grafo e o segundo na linha inferior.

32
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Uma solucao seqiiencial ébvia para este problema, ji comentada no Capitulo 2, é executar
ny + 1 procedimentos de programacao dindmica como definido na Secao 2.1, cada um usando um
vértice diferente da linha superior do grafo como origem e determinando os melhores caminhos
para todos os vértices na linha inferior. Isto leva a um algoritmo de complexidade O(nqnj).

Utilizando propriedades do GDAG, é possivel resolver o problema em tempo O(n?logn)
quando ng, = ny = n. Um exemplo de algoritmo para o ATS com tal complexidade é o proposto
por J. Schmidt [40], onde o problema recebe o nome de Todos os Melhores Caminhos em Grafos
Grade Rotulados. O algoritmo apresentado constréi uma estrutura de dados a partir da qual
o valor do melhor caminho entre um vértice na borda da grade e qualquer outro vértice (ndo
necessariamente numa borda da grade) pode ser determinado em tempo O(log(n, + np)). Esta
estrutura permite diversos tipos de consulta, incluindo a constru¢io em tempo O(ngnp) de uma
matriz que permite consulta sobre qualquer caminho de borda para borda na grade em tempo

O(1).

Em um trabalho de Apostolico et al. [6] sdo estudadas solugées paralelas para o Problema
de Alinhamento de Cadeias (nao ATS), usando o modelo PRAM. O problema ATS é abordado
como parte de uma estratégia de divisdo-e-conquista, resultando em um algoritmo paralelo em
que o nimero total de operacoes é O(n?logn). Este resultado serd usado como base para os
resultados deste capitulo.

Uma terceira abordagem possivel envolve uma divisao do problema semelhante & de [6], mas
usa técnicas da Secdo 2.3.2 (matrizes totalmente monotonicas) para executar algumas etapas do
procedimento. Esta abordagem é inédita (pelo nosso conhecimento) e é rapidamente comentada
no final da secao 3.2.1. No entanto, ela nao apresenta vantagens sobre as anteriores e nao é
essencial para os resultados apresentados neste capitulo.

A seguir, consideraremos o problema ATS na sua forma de encontrar caminhos no GDAG. Na
verdade, abordaremos uma extensdo do problema. Ao invés de determinar apenas os melhores
caminhos entre os vértices do topo e os vértices do fundo do GDAG, iremos determinar o melhor
caminho de cada vértice na linha superior ou na coluna mais & esquerda para cada vértice na
linha inferior ou coluna mais a direita. Os caminhos da linha superior para a linha inferior dao
alinhamentos entre A e todas as subcadeias de B. Envolvendo a coluna mais & esquerda e a
coluna mais & direita, encontramos também os valores dos alinhamentos de subcadeias de A com
B, de sufixos de A com prefixos de B e de prefixos de A com sufixos de B. Esta expansao dos
resultados a serem obtidos torna mais simples a descricdo do algoritmo paralelo e nao afeta a
sua complexidade assintética.

3.1 Definicoes Preliminares

Seja G um GDAG referente a duas cadeias A e B de comprimentos n, e ny, como definido no
Capitulo refcha:alinha. Este GDAG terd (ng,+1)(ny+1) vértices. As bordas de G, cada qual um
conjunto de vértices nos limites do grafo, serdo denotadas T (topo), Fg (fundo), Eg (esquerda)
e D¢ (direita).
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ny + 1 ng +np+ 1
T Fg D¢
i
t Eg D¢ Eg
< —
Fg + A parte escura
g pode ser desprezada
+
GDAG G s
S T

Matriz ALg

Figura 3.1: GDAG G e sua matriz ALg.

Definimos uma seqiiéncia origg que contém os vértices de Eq U Tg, origens dos caminhos
procurados. Esta seqiiéncia é iniciada pelo vértice inferior esquerdo de G (origs(0)) e terminada
pelo vértice superior direito (origg(nq+mnp)). O vértice superior esquerdo é (origa(n,)). Para os
vértices de destino, pertencentes a Fg U D¢, definimos uma sequiéncia destq iniciada no vértice
inferior esquerdo (dest(0)), passando pelo vértice inferior direito (dests(ny)) e terminando no
vértice superior direito (destg(ng +nyp)). Definir os indices iniciais com 0 simplifica a exposicao
dos algoritmos.

Os resultados do ATS (estendido como comentado anteriormente) para o GDAG G serao
armazenados numa matriz de nome ALg. A estrutura desta matriz é mostrada na Figura 3.1.
AL¢(i,7) terd o valor do melhor caminho entre origg(i) e destg (7). Note que ndo hd caminhos
entre certos pares de vértices, portanto os valores correspondentes em ALg podem ser descon-
siderados (para nao deixé-los indefinidos, serdo considerados —oo). Note também que os indices
iniciais desta matriz sdo 0, de acordo com as defini¢oes de origg e destq.

Para a solugao paralela, o GDAG é dividido em subgrafos e para cada um deles é resolvida
uma instancia menor do ATS. As solugoes de cada ATS sdo entdo reunidas numa solucio geral.
Esta estratégia de divisao-e-conquista, a mesma que foi usada em [6], serd esbocada a seguir
(Secao 3.2). Além de servir para a paralelizacdo da solucdo do problema, ela também é a base
para o algoritmo seqiiencial que pode ser usado para cada subgrafo.

Na Secao 3.4 comentaremos a solucao paralela de granularidade grossa para o problema.
Sendo p o nimero de processadores, n, e n, os comprimentos das cadeias (n, < nyp), o al-
2 2
goritmo CGM apresentado requer tempo O (%blog na>, espaco O (%) e O(logp) rodadas de
2
comunicagao, sendo que cada processador envia/recebe O (%’7) dados a cada rodada. O nimero
de processadores deve ser limitado a /n,.
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G11.1|G11.2|G11.3|G11.4

G211 Ga1p2

sty

G12,1|G1,2,2|G1,2,3|G1,2.4

G13,1|G1,3.2|G1,3,3|G1,3.4

G14,1(G1,42|G1,43|G14.4

Figura 3.2: Uniao de subgrafos com u = 2.

3.2 Divisao-e-Conquista para o ATS

Para simplificar a exposicao dos resultados deste capitulo, serd suposto, sem perda de generali-
dade, que o nimero de processadores é p = 2%* para algum u inteiro. Desta maneira, o GDAG
pode ser dividido em ,/p faixas horizontais e |/p faixas verticais, resultando em p subgrafos. Ire-
mos supor, novamente sem perda de generalidade, que estes subgrafos sao de mesmo tamanho.
Dois subgrafos vizinhos apresentam uma linha ou coluna de vértices em comum, correspondendo
a sua fronteira mitua.

Supondo que as matrizes de alinhamento AL correspondentes a cada um dos subgrafos ja
foram calculadas, o que pode ser feito por algoritmo seqiiencial exposto na Secao 3.3, procedemos
com a uniao dos subgrafos para obtencao da matriz ALg. Os subgrafos sdo unidos em grupos
de quatro em u = l%gﬁ passos, obtendo-se subgrafos cada vez maiores, com suas respectivas
matrizes AL.

Mais precisamente, denotamos cada um dos subgrafos envolvidos como G . onde r indica o
passo do processo de uniao em que o subgrafo é usado, 1 <r < wu+ 1. Quanto maior o valor de
r, maior o subgrafo. Os subscritos [ e ¢ representam a posigao do subgrafo (linha e coluna) com
relacao aos demais subgrafos num mesmo passo do processo, 1 <1 < \/]3/2’"_1, 1<e< \/1_)/2T_1.

Os grafos Gy, 1 <1< /p, 1 <c < /p, representam os subgrafos iniciais e Gy41,1,1 = G.
A partir dos subgrafos disponiveis em uma certa etapa r geramos os subgrafos da etapa seguinte
r 4+ 1 da seguinte forma (ver Figura 3.2):

Gritge=Groa—120-1UGr2-12UGr22.-1UGr22 -

Esta uniao de quatro grafos é na verdade realizada aos pares. Deve-se lembrar que o que
fazemos em cada unifdo é gerar a matriz AL do grafo resultante a partir das matrizes dos grafos
utilizados.

O processo de uniao de dois grafos vizinhos é comentado a seguir. Consideraremos o caso
particular em que os dois grafos estao um sobre o outro, possuindo uma fronteira horizontal
comum. O caso dos grafos vizinhos alinhados horizontalmente é anilogo. Por simplicidade,
chamaremos o grafo superior de S, o inferior de I e o resultante da unido de U. Suas matrizes
de alinhamentos serdo chamadas respectivamente de ALg, ALy e ALy.
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Fs Ds
Eg Aq Ay
Fr Dy Ds
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Matriz ALg
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GDAG U
TI A7 Ag Matriz ALU
Matriz ALj

Figura 3.3: Matrizes ALg, ALy e ALy. As submatrizes AL'S, AL} e AL}, sdo destacadas com
bordas mais grossas.

A determinacao de ALy a partir de ALg e ALy é esbogada na Figura 3.3. Os trechos
hachurados indicam posicoes ndo utilizadas nas matrizes. Alguns valores sdo simplesmente
copiados de ALg e ALy para ALy, outros devem ser calculados. As submatrizes efetivamente
usadas serdo chamadas ALy, AL} e AL},. A Figura 3.3 ilustra estas submatrizes, destacando-as
com bordas grossas.

Os elementos de AL}, envolvem caminhos iniciados em um vértice de origs e terminados em
um vértice de dest;. Todos estes caminhos devem passar por um vértice na fronteira comum
Fs = T;7. Definimos entao uma sequéncia meioy com os pontos desta fronteira comum, iniciada
no vértice mais & esquerda (meioy(0)) e terminada no vértice mais & direita. Com grafos de
dimensoes iguais, os comprimentos das seqiiéncias origs e dest; sao iguais. Chamamos este
comprimento de ¢, £ > 1, e o comprimento da seqiiéncia meioy de k. Assim, as dimensoes de
ALy, AL} e ALY, sao, respectivamente, t X k, k X t e t x t.

Um algoritmo ingénuo para o célculo de AL}, envolve procurar, para cada um dos t? pares
de vértices de nosso interesse, qual dos k vértices de meioy maximiza a soma dos valores dos
caminhos nos grafos S e I. Para um certo par de vértices (origs (i), destr(j)) seria preciso utilizar
toda a linha i de AL e toda a coluna j de AL’. Este algoritmo teria complexidade O(kt?). Na
verdade, trata-se de uma multiplicacao de matrizes, usando as operagoes de mdzimo e soma no
lugar das usuais soma e multiplicacao.

Um algoritmo mais eficiente restringe as pesquisas que devem ser feitas na seqiiéncia meioy .
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Definimos uma matriz My onde My (i,7) é o indice do vértice mais a esquerda de meioy que
pertence a um caminho étimo entre origs(i) e destr(j). Caso nao exista tal caminho, M (i, 5)
nao sera utilizado, portanto ndo importa qual é o seu valor. A seguir temos uma defini¢cao mais
precisa.

Definigao 3.1 (Matriz My) Sendo 0 <i <t e0<j<t, My(i,j) é o menor valor de l tal

que ALs(i,1) + ALY (1) = min {AL(i,0) + AL3(0, )}

Toda vez que um valor AL}, (i, 7) é calculado, o valor correspondente de My (i, ) também ¢é
calculado e armazenado. Isto nao serd mencionado explicitamente daqui para a frente, a nao ser
quando necessario.

3.2.1 Matrizes Monotonicas no Problema ATS

As seguintes propriedades sdo essenciais na elaboracdo de um algoritmo mais eficiente, jd tendo
sido usadas em [6, 40].

Propriedade 3.1 Se i1 < iy entdo MU('il,j) < MU(’iQ,j), 0<i1 <9<, 0535 <t.
Propriedade 3.2 Se j; < joy entdo My(i,71) < My(i,j2), 0 <i<t, 0<j; <jo <t

Prova. Vamos abordar a Propriedade 3.1. Supondo que iy < is € My(i1,7) > My(ia,j), 0s
caminhos 6timos de origs(i1) e origs(iz2) a destr(j) teriam que se cruzar em um vértice de S.
Sendo z o ponto de cruzamento, poderiamos construir novos caminhos trocando os trechos entre
z e destr(j). Como a soma dos valores dos dois caminhos seria conservada, os novos caminhos
teriam que ser 6timos. Terfamos obtido entdo um caminho de origs(i1) a destr(j) que usa um
vértice de meioy a esquerda de meioy(My (i1, 7)), contrariando a definicao de My (i1,7). A
demonstracao da Propriedade 3.2 é andloga. O

Estas propriedades sugerem a existéncia de certas matrizes (totalmente) monotonicas que po-
dem ser aproveitadas no problema. Deixaremos este fato para o final da secfo, pois as explicacoes
a seguir ficariam mais complicadas se envolvessem explicitamente tais matrizes monotonicas.

Dada a Propriedade 3.1, se sabemos My (i1, j) e My (i9, j) para iy < is e j, podemos determi-
nar My (i, j) (e portanto AL}, (4,7)) para qualquer i entre 4; e iy pesquisando apenas caminhos
que passam entre meio(My (i1, 7)) e meio(My(ia, j)), inclusive. Além disso, se para um certo
J soubermos os valores de My (i,7) para todo i de uma seqiiéncia iy < iy < ... < i, podemos
calcular My (4, j) para um valor de 7 em cada intervalo na seqiiéncia com apenas uma varredura
de meiorr, em tempo O(My (ir,7) — My (i1,7) +7) = O(k +r) (o termo r é incluido porque os r
trechos de meioy considerados se sobrepoem nas bordas). Desta maneira, pode-se praticamente
dobrar o niimero de caminhos conhecidos.

Esta operacao serd denominada simplesmente varredura. Dizemos que a varredura descrita
acima é liderada pelo vértice destr(j). No caso do algoritmo seqiiencial, exposto na préxima
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se¢ao, estas varreduras usam ig = 0 e 4, = t — 1. O procedimento geral é detalhado no Algo-
ritmo 3.1.

Algoritmo 3.1: Varredura (liderada pelo vértice dest;(j)).

Entrada: My (i,5) e AL}, (i,7) para um j fixo e véarios valores de 4 numa seqiiéncia
19 <11 < ... <ip.

Saida: My (i,7) e AL}, (4, 7) para todo i’ numa seqiiéncia ig < if < 41 < 1) < ... <
in_y <.

1 Para g < 0 até r — 1 faca

1.1 Imax < My (iq,j), Amaz < ALs(ig,Imaz) + AL (Imazx, j)

1.2 Para | < My (iq, j) + 1 até My (ig41,7) faca

1.2.1 Se ALs(ig,1) + ALr(l,5) > Amaz entao

1.2.1.1 Imax < 1, Amax < ALg(iy, 1) + AL;(1, §)

1.3 My (i, 3) < Imaz, ALy (i, j) + Amaz

fim do algoritmo.

Devido & Propriedade 3.2, uma varredura também pode ser feita com uma origem fixa e
vérios vértices de destino, ou seja, pode ser liderada por um vértice origs(i). A descricao do
algoritmo para este caso é andloga a descricao anterior.

Antes de passar para a descrigdo do algoritmo completo para unido de GDAGs, uma ob-
servacao a respeito dos resultados anteriores: o Algoritmo 3.1 é de fato baseado em propriedades
de matrizes monotonicas, apresentadas na Secdo 2.3. A partir de ALy e AL’ é possivel defi-
nir duas classes de matrizes totalmente monotonicas: uma para vértices de origg e outra para
vértices de dest;, como descrito a seguir.

Para cada vértice origg(i) os pesos dos possiveis caminhos até cada um dos vértices de
dest; podem ser considerados como elementos de uma matriz k x t MO; tal que MO;(l,j) =
AL (i,1)+ AL (1, 7). Ao encontrar o mdzimo na coluna j desta matriz temos o valor de AL, (3, j)
e o indice de linha deste maximo indica My (i, 7). Estas consideragoes decorrem diretamente da
Definicao 3.1.

A Propriedade 3.2 indica que a matriz —MO; é monotonica, conforme a Definigao 2.2 (a
inversao de sinal permite que se busque elementos minimos nas colunas). Na verdade, é facil
demonstrar que ela é totalmente monotonica, sendo que a demonstracao é semelhante a ja feita
para as propriedades 3.1 e 3.2. De maneira semelhante, podemos definir matrizes totalmente
monotonicas —M D;, uma para cada vértice desty(j).

Os procedimentos de varredura sao baseados na monotonicidade das matrizes —MO; e
—MDj, mas nao aproveitam a monotonicidade fotal destas matrizes. A aplicacdo de vérias
varreduras com um tnico vértice fixo, digamos origg(i), permite o calculo de todos os caminhos
deste vértice para os de desty, mas este procedimento é menos eficiente do que o que aproveita
a monotonicidade total.
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Uma maneira simples de encontrar todos os melhores caminhos de vértices de origgs para
vértices de desty consiste em usar o Algoritmo 2.5 para todas as matrizes —M O;, determinando
os minimos das colunas. Pelo Teorema 2.8 podemos concluir que tal procedimento levaria tempo
O(t* + tklog(t/k)), adequado se ¢ ndo for muito maior do que k. Podemos obter os mesmos
resultados operando-se sobre as matrizes —M D).

Este ndo serd o procedimento adotado neste capitulo. A préxima se¢ao mostra como um
procedimento eficiente pode ser construido a partir das varreduras, sem usar a monotonicidade
total das matrizes descritas anteriormente.

3.2.2 Algoritmo de Uniao de GDAGs

O procedimento para calcular todos os melhores caminhos entre vértices de origg e vértices
de dest; é dado a seguir. Ele é baseado em um algoritmo originalmente publicado em [6],
de natureza recursiva e proposto para o modelo PRAM. A apresentacdo que fazemos agora é
bastante diferente, assim como a analise da complexidade temporal, visando facilitar a descricao
do algoritmo paralelo da Secao 3.4.

A idéia central deste algoritmo é iniciar cada etapa com certos vértices marcados em origg
e destr, sendo que todos os caminhos 6timos entre vértices marcados ja foram determinados. A
cada etapa o numero de pontos marcados dobra através de varias varreduras.

Algoritmo 3.2: Melhores Caminhos de origs a dest;.

Entrada: ALy (t x k) e AL, (k x t).
Saida: AL (t x t) e My(t x t).
1 My (0,0) «
My (0, — 1) 0,
(t -1 0) 7
MU(t—l,t—l) k-1
2 AL};(0,0) < AL,(0,0) + AL%(0,0),

ALy (0,t — 1) + AL(0,0) + AL} (0.t — 1),
AL, (t—1,t—1) « AL (t — 1,k — 1) + AL} (k — 1,t — 1),
AL (t—1,0) + —o0

3 Marque origs(0), origs(t — 1), destr(0), destr(t — 1)

4 z < [logy(t — 1)]

5 Repita

5.1 z—zx—1

5.2 Para todo vértice origs(q) ndo marcado com ¢ multiplo de 2% calcule os ca-

minhos para todos os pontos marcados em dest;. Cada vértice marcado em
destr lidera uma varredura. Marque os vértices usados de origg.



CAPITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 40

5.3 Para todo vértice destr(q) nao marcado com ¢ miltiplo de 2% calcule os cami-
nhos a partir de todos os pontos marcados em origs (incluindo os marcados
nesta iteragao do lago). Cada vértice marcado em origg lidera uma varredura.
Marque os vértices usados de dest;.

6 Até que z = 0.

fim do algoritmo.

O algoritmo anterior foi descrito para a uniao de dois GDAGs alinhados verticalmente (uniao
vertical). Como ja comentamos, para o caso de GDAGs alinhados horizontalmente (uniao hori-
zontal) o procedimento é andlogo.

Teorema 3.1 O Algoritmo 3.2 calcula corretamente as matrizes AL}, e My a partir de ALy e
ALY,

Prova. Vamos provar que no inicio do laco 5 e ao final de cada iteragdo temos como invariante
a seguinte afirmacao: se origg(i) e destr(j) estao marcados, entao ALy, (4,5) e My (i, 7) ja foram
calculados. A demonstracao é indutiva, partindo do fato de que no inicio apenas os extremos de
origs e desty estao marcados.

O passo 5.2 executa uma varredura para cada vértice de desty, determinando os caminhos
deste vértice para alguns ainda nao marcados em origg. Os vértices origs(q) por marcar sao
tais que g é multiplo de 2%, os j4 marcados sdo tais que ¢ é miltiplo de 2*t!. Desta forma, os
vértices j4 marcados e os por marcar se intercalam em origg.

Isto garante que a varredura pode ser feita como indicado no Algoritmo 3.1. Com a marcacao
dos novos vértices de origg, o invariante se mantém.

Deve-se notar que em alguns momentos, dependendo do valor de ¢ — 1, o Ultimo trecho da
varredura nao cobrird nenhum novo ponto de origg. Além disso, o algoritmo nao faz mencao
aos dados nao significativos de AL}, (ver Figura 3.3) e como eviti-los nas varreduras, mas nada
disto é significativo para a certificacao ou andlise temporal do algoritmo.

O passo 5.3 pode ser analisado de maneira semelhante, comprovando o invariante. Final-
mente, como o lago é feito até que z = 0, ou seja, até que todos os pontos sejam marcados,
temos a certificacao do algoritmo. O

Para calcular o tempo de execucao do algoritmo usaremos as func¢oes definidas a seguir. Estas
funcoes serao usadas no algoritmo paralelo da Secao 3.4.

Definigao 3.2 (fungdo w) A funcdo w indica qual é a maior poténcia de 2 que divide o argu-
mento:
w: Nt = N, wn) =max{z [n=0 (mod 2%)} .

Um vértice origs(n) ou dest;(n) é marcado pelo Algoritmo 3.2 na iteragao em que z = w(n).
origs(n) comeca a liderar varreduras ja nesta iteracdo, enquanto destr(n) ird liderar varreduras
na iteracao seguinte. Como j4 foi comentado, cada varredura tem duragao O(k + r), onde r é o
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nimero de intervalos que a varredura considera, igual a LQ%J Vamos estimar o tempo de cada

varredura com base na seguinte hipdtese: o tempo de cada varredura é proporcional ao niimero
de acessos realizados as matrizes ALg e AL;'. Isto indica que o tempo de uma varredura seja
proporcional a k + [Q%J

Com estas consideragoes, podemos prosseguir para as definicdes seguintes.

Definigao 3.3 (fungées vy € v,)

1. vg(n,t, k) indica, a menos de uma constante multiplicativa, qual € o tempo total das var-
reduras lideradas pelo vértice dest;(n) quando sdo dados k (nimero de possiveis caminhos
a serem testados) e t (nimero de vértices de origem). Este custo é dado pela somatdria

Zw(n)_l (k+ |&]). Considerando a somatéria Zfi%)_l (k+ &%) no lugar da somatdria

z=0
original, o erro cometido € inferior a w(n) < logt. Assim sendo, definimos
w(n)—1
C(NT x NT x N+ ¢ t
z=0

2. De maneira andloga, vo(n,t, k) indica o tempo total das varreduras lideradas pelo vértice

origs(n). Este tempo € dado por ZZSS) (k + LQ%J) mas, por razoes semelhantes as apre-

sentadas anteriormente, usaremos a sequinte defini¢cao:

w(n)
Vot (Nt x Nt x NY) 5 N, vo(n, t, k) = Z <k+ 2%) = (w(n) + 1)k + 2t — {Z’f(n)J .

=0

E importante notar que as funcées vy e v, serdo usadas nao apenas na andlise dos algoritmos
deste capitulo, mas também na implementacdao do algoritmo paralelo da Secao 3.4. O algoritmo
paralelo as utiliza para determinar o tempo necessario para resolucao de certos subproblemas e
distribui-los entre os processadores.

Deve-se notar também que estas definicoes sao flexiveis, no sentido de que permitem que
se considere apenas um niimero limitado de vértices de destino ou origem (pardmetro ¢) e um
nimero limitado de vértices de meioy (parametro k).

A seguinte fungdo também serd usada.

Definigao 3.4 (fungao W)

W:N' 5N, W(n)= Xn:w(i)
i=1

Lema 3.2 n —2— |logn| < W(n) <n-1.

'Esta estimativa é comentada no final deste capitulo
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Prova. Usando a notacio de Iverson [21], indicamos por [i = 0 (mod 27)] o valor 1 se i é

muiltiplo de 27, 0 caso contrario. Desta maneira, w(i) = > = logn [i =0 (mod 27)] e assim

n n |logn| [logn| n [log n|
; n
W(n) = Z Z Z i=0 (mod 27)] Z Z (mod 27)] = [Z_JJ
i=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1
Desta maneira, temos os seguintes limites superior e inferior:
[log n]
Win) < 2; 27 oliogn] <7 1
]:
[log n] n n
W(n) > 2; (5—1) =1~ Sliogn] ~ |logn] >n—2— |logn]|
]:

a

O Teorema 3.3 a seguir indica o tempo de execucao do Algoritmo 3.2 em funcao de k e t.
Pela definigao de k e t temos que k = O(t), mas o algoritmo pode ser facilmente adequado para
calcular caminhos envolvendo trechos de origs e desty, caso em que a relacao entre k e ¢t nao é
clara. A anilise feita a seguir é extensivel para casos como este.

Teorema 3.3 O Algoritmo 3.2 tem tempo de ezecucdo ©(kt + %) e utiliza espaco O((k +t)?),
onde k € o numero de vértices considerados de meiog e t o numero de vértices considerados de
origs e de desty.

Prova. O espaco utilizado é determinado pelas matrizes ALg, AL; e ALy. Note que ALy
ocupa aproximadamente o mesmo espago que ALg e ALy ocupavam juntas. Na verdade, ha
uma discrepancia que é compensada quando quatro GDAGs sao unidos em um.

O tempo total é dado pela totalizacao dos custos de todas as varreduras lideradas por todos
vértices de origg e dest;. Estes custos ja foram mencionados na Definicao 3.3, menos para os
extremos, que sao envolvidos em todas as iteracoes do laco 5. Calculando primeiramente os
custos para os vértices interiores de origs e dest; temos

(Zvdztk —l—Zvoztk)
@(tz%(w()k+2t > i( 1)k + 2t — 25(2)>)=

i=1
t—2
(kZQw +1) ‘”Z( 3 )) O(kt + %) .

Note que na tltima passagem usamos o Lema 3. 2 para resolver a primeira somatéria (O(¢)). Na

segunda somatoria pode-se desprezar o termo QW)
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Estes cédlculos, assim como o préprio Algoritmo 3.2, nao consideram que algumas varreduras
podem ser feitas em um trecho de meioy de tamanho menor do que k, nao considerando caminhos
inexistentes no GDAG. Os presentes resultados nao seriam alterados por estas consideragoes.

As varreduras lideradas pelos extremos de origs e dest; tomam tempo O(kt + t?) (pode-
se demonstrar que este tempo é O(klogt + t)), logo o Algoritmo 3.2 é executado em tempo
O(kt + t2). O

Um célculo mais preciso é mostrado no Apéndice A, considerando as partes efetivamente
usadas das matrizes. Os resultados 14 apresentados estao de acordo com os que foram mostrados
aqui.

3.3 Algoritmo Seqiiencial para o ATS

A resolucao do problema ATS pode ser feita através do uso do Algoritmo 3.2. Partindo de
subgrafos 2 x 2, cujas matrizes AL podem ser calculadas em tempo O(1), aplicamos o processo
de unido de GDAGs até obter a matriz do GDAG completo.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que nj, > n,. Isto significa que haverda mais etapas
de unides horizontais do que de verticais. Vamos supor também, por simplicidade, que n, = 2°
e ny = 2" com b > a inteiros. Se este nao for o caso, pode-se aumentar as cadeias envolvidas
sem que a complexidade assintética do problema se altere.

Lema 3.4 Apds v etapas de unido vertical e h etapas de unigo horizontal teremos 20T0—v—"
GDAGSs, todos com dimensées (2° + 1) x (2" + 1)

Prova. Simples, usando inducdo finita. Com v = h = 0 temos os 29 GDAGs originais (2 x 2).
Uma etapa de unido vertical reduz o niimero de GDAGs & metade, sendo que o niimero de linhas
dos GDAGSs resultantes é igual & soma dos nimeros de linhas dos GDAGs fundidos, menos um
(devido & fronteira comum). As unides horizontais operam de modo andlogo. Note que com
v =a e h =b obtemos 0 GDAG completo com dimensoes (n, + 1) x (ny + 1). O

Teorema 3.5 O problema ATS para cadeias de tamanho ng e ny, ny > n, pode ser resolvido
em tempo O(ngnplogn, +nj) e espaco O(n3).

Prova. Antes das primeiras etapas de uniao, todas as matrizes AL associadas aos GDAGs
elementares podem ser determinadas em tempo ©(297%) = O(n,ny)

Apés v etapas de uniao vertical e h etapas de uniao horizontal, pelo Lema 3.4 a dimensao de
cada GDAG serd (2”4 1) x (2" 4+ 1), o que resulta em matrizes AL de (2 + 2" 4 1)? elementos.
O espago usado em meméria é

@(2a+b7v7h(2v 4 2h + 1)2) — @(2a+b(2v7v + 2h7v 4 27v)(2v7h + 2h7h + 27h)) —
@(2a+b(1 + 2h7v)(1 + 2v7h)) — @(2a+b2\h7v\) )



CAPITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 44

O espaco utilizado pode ser limitado fazendo com que |h — v| seja minimo ao longo do processo,
intercalando unides verticais e horizontais. No final, uma sequéncia de unides horizontais faz
esta diferenca subir para b — a. Desta maneira, o espago aumenta até ©(22°) = O(n2).

Supondo que as etapas de unides verticais e horizontais se intercalam nas primeiras etapas,
numa etapa de unioes verticais teremos v = h e o tempo necessério, segundo o Lema 3.4 serd
O((2” + 2" +1)?) = ©(2%). Ha 20+b—v=h = 20+b=2v GDAGs para unir dois a dois, logo o
trabalho total numa etapa de unides verticais é ©(2¢+?).

Numa etapa de unioes horizontais teremos v = h + 1. Analogamente ao que ocorre numa
etapa de unides verticais, o tempo de execugio é ©(2¢?).

Assim, apés v = h = a etapas de unioes horizontais e verticais intercaladas, o tempo de
execucio total é ©(a2°7?).

Nas ultimas b — a etapas de unides horizontais, quando nenhuma unido vertical é necessdria,
cada unido levara tempo O((2% + 2" 4 1)2) = ©(22"), uma vez que h > a. Como numa etapa
h4 2~" = GDAGs para unir aos pares, cada etapa levara tempo ©(2°%?). O tempo total destas
ultimas etapas é

b
o) < Z 2b+h> — @(221) _ 2b+17a+1) — @(22b _ 2a+b) .

i=a+1

O tempo total para resolucao do ATS é
@(a2a+b 4 22b _ 2a+b) — @(a2a+b + 221)) —
O(ngnplogng +n?) .
O

Alternativamente, este problema pode ser resolvido em tempo ©(ngn;logn;,) pelas técnicas
apresentadas em [40].

3.4 Algoritmo Paralelo para o ATS

O algoritmo paralelo, como ja mencionado, comeca com a divisao do GDAG em p subgrafos,
como ilustrado na Figura 3.2 (pagina 35). Cada subgrafo G;., 1 <1< /p,1 < ¢ < /p tem
2
sua matriz ALg, , . calculada por um processador, ocupando espago O (W) na memoria
local deste processador.
A medida em que as etapas de unido se sucedem e os subgrafos aumentam, as matrizes de

alinhamento também aumentam, evidenciando a necessidade de distribuir estas matrizes entre
os processadores. Vamos definir primeiramente como esta distribuicao é feita.
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3.4.1 Distribuicao das Matrizes AL

O tamanho da matriz AL resultante da unido de dois GDAGs nao difere muito da soma dos
tamanhos das matrizes dos dois GDAGs originais. Na pior das hipdteses, o tamanho da nova
matriz é o dobro da soma do tamanho das matrizes originais, quando consideramos apenas a
parte “util” destas matrizes, mas esta discrepancia desaparece na etapa de unido seguinte. O
GDAG formado pela uniao de quatro GDAGs tem uma matriz AL de tamanho igual & soma das
matrizes dos quatro GDAGs originais.

Quando a matriz AL de um GDAG é gerada a partir das matrizes dos GDAGs constituintes,
ela deve ser distribuida pelas memérias locais dos processadores que guardavam as matrizes dos
GDAGs originais. Isto significa que na u-ésima etapa de unido, cada matriz estard distribuida
inicialmente nas memdrias locais de 2%~! processadores. Duas matrizes serdo usadas no célculo
de uma nova matriz a ser distribuida nas memérias de 2" processadores. Estes processadores
farao o calculo da nova matriz em paralelo.

Por razoes que se tornarao aparentes em breve, as matrizes serdao divididas em faixas de linhas
ou colunas para distribuicdo entre os processadores. A escolha da forma da divisao depende do
papel que o GDAG correspondente terd na préxima fase de uniao.No inicio do processo de uniao
de dois GDAGs alinhados verticalmente, a matriz do GDAG superior deve estar distribuida por
colunas, enquanto que a matriz do GDAG inferior deve estar distribuida por linhas. Numa
etapa de uniao entre GDAGs alinhados horizontalmente, as matrizes dos GDAGs esquerdo e
direito devem estar distribuidas por colunas e por linhas, respectivamente.

Vamos ilustrar a uniao usando o caso da unido vertical de um GDAG superior S com um
inferior I para gerar o GDAG U (ver Figura 3.3). A partir deste ponto, vamos considerar apenas
a parte 1til (para a uniao em questao) das matrizes de alinhamento destes GDAGs.

Sendo ¢ o nimero de processadores associados a um certo GDAG, a sua matriz AL’ serd
dividida em 2¢ faixas de linhas ou colunas contiguas, cada processador recebendo duas faixas.
Isto é suficiente para que haja um certo equilibrio na distribui¢ao de dados, um niimero maior
de faixas prejudicaria a eficiéncia do algoritmo. A parte da matriz AL que nao serd usada
nesta etapa de uniao deve ser distribuida de maneira semelhante. Nao iremos nos preocupar
com esta parte até o final da unido, quando a nova matriz ALy gerada é redistribuida entre os
processadores.

Seja PS o conjunto dos g processadores PSy, PSs, ..., PS, que guardam ALg e PI o conjunto
dos ¢ processadores PI, Py, ..., PI; que guardam AL;. Cada um destes 2¢q processadores esta
associado a alguns vértices de meiogy, ou seja,

e PS;,1 <i < q guarda os pesos dos melhores caminhos de todos os vértices de origs para
alguns vértices de meioy.
e PI;,1 <14 < q guarda os pesos dos melhores caminhos de alguns vértices de meioy para

todos os vértices de dest;.

Os vértices de meioy a que um certo processador estd associado estao divididos em dois
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intervalos distintos.

Veremos como estes 2q processadores fazem o cdlculo da nova matriz em paralelo.

3.4.2 Divisao do Problema da Uniao de GDAGs

Cada processador serd responsavel pela geracio de uma parte da matriz ALj,. A solugdo natural
para este problema seria dividir AL}, em linhas ou colunas, de preferéncia j4 de acordo com a
distribuicao esperada no final da uniao, mas infelizmente a distribuicao de carga de trabalho nao
seria equilibrada e muitos dados teriam que ser replicados para uso por diversos processadores.

Uma divisdo de AL}, em blocos é mais adequada. Suponhamos que AL}, seja dividida em
4¢? blocos, organizados em 2¢ linhas e 2¢ colunas. Cada bloco representa um subproblema a
ser resolvido. Naturalmente, alguns destes blocos nao precisam ser calculados pois envolvem
caminhos inexistentes, mas isto nao afeta os resultados que iremos mostrar a seguir.

As seqiiéncias origg e destr devem ser divididas em 2¢ segmentos que se sobrepbem apenas
nas extremidades. Sendo #' o comprimento de cada segmento, devemos ter t' = % + 1, que
iremos supor que é inteiro por simplicidade.

Se cada bloco tivesse que ser calculado separadamente, seria necessario utilizar uma faixa de
tamanho ¢’ x k de ALy e uma de tamanho k x ' de AL}. No entanto, se resolvermos o problema
para as bordas do bloco, podemos reduzir a quantidade de dados utilizada no subproblema e,
portanto, o tempo de processamento.

A Figura 3.4 mostra como isto pode ser feito. A figura mostra as partes de AL e AL’
necessdrias para calcular um bloco de dados de ALj;, mais exatamente os valores de AL}, (3, j)
para 01 < i <09 edy <j <dy. Nos vértices dos GDAGs mostrados, os rétulos se referem aos
indices nas sequéncias origs, dest; e meioy.

Em AL/ temos uma faixa entre (e incluindo) as linhas 0y e 0y. Para cada linha nesta faixa,
digamos para um certo i, 01 <14 < 09, 08 Unicos pontos de interesse em meioy sao os que estao
entre My (i,d1) e My(i,ds), de acordo com a Propriedade 3.2. Desta maneira, sé os dados entre
AL (i,d1) e AL(i,d) sao tteis na linha i. Estes limites variam de maneira nao decrescente
com 4, formando fronteiras irregulares & esquerda e & direita dos dados que serdo necessarios.

Em AL’ por razoes semelhantes (baseadas na Propriedade 3.1), teremos uma faixa 1til entre
as colunas d; e do, com bordas irregulares acima e abaixo dos dados necessérios.

Dois blocos distintos e disjuntos (a menos das bordas) de AL}, terao regioes tteis em ALY e
AL, também disjuntas (a menos das bordas). Este fato, facilmente demonstravel pelas Propri-
edades 3.1 e 3.2, é muito importante porque faremos uma distribuicao do calculo dos blocos de
AL}, entre os processadores. Uma sobreposigao dos blocos de dados a serem utilizados implicaria
em replicacao de dados entre processadores e maior tempo de execucao total.

A irregularidade das bordas das regiGes tteis para cada bloco pode tornar mais dificil a
implementacao do algoritmo paralelo, mas ndo aumenta a complexidade assintética, como vere-
mos mais a frente. A alternativa seria criar blocos retangulares, usando como limites os pontos
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Figura 3.4: Dados necessérios para o cdlculo de um bloco de ALy,.

extremos da regiao efetiva. Por exemplo, na Figura 3.4 poderfamos usar a submatriz de ALY
entre as linhas 07 e 0o e as colunas my e m4. O custo disso seria permitir a sobreposicao das
regioes uteis.

3.4.3 Determinacao dos Subproblemas

A determinagao das bordas das regioes tteis para todos os subproblemas envolve a determinacao
de My (i, ) para todos os pares (4,7) em que 7 ou j é multiplo de ¢/ — 1. A determinacio destas
linhas e colunas regularmente espacadas em My pode ser feita em paralelo conforme o lema
abaixo.

Lema 3.6 Todos os valores de ALy (i,j) e My(i,5) com i ou j mailtiplo de t' — 1 podem ser
calculados em paralelo pelos 2q processadores que guardam ALs e ALy em tempo O (k log é + qt)
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e espaco O (%) com duas rodadas de comunicacio em que O(qt) dados sao transmitidos ou

recebidos por cada processador.

Prova. Os processadores de PS (que guardam AL') irdo determinar as colunas selecionadas de
ALY, enquanto que os processadores de PI (que guardam AL') determinarao as linhas. Vamos
nos concentrar na determinacio das linhas (a determinacdo das colunas é andloga).

Um determinado processador PI;, 1 < i < g guarda os melhores caminhos de % vértices de
meioy para todos os t vértices de dest;. Ele deve receber os pesos dos melhores caminhos dos 2g+
1 vértices selecionados de origs para os mesmos vértices de meioy, o que envolve a transferéncia
de O(k) dados dos processadores PSy, PSs,..., PS,;. Dependendo dos detalhes de distribuicao
das matrizes pelos processadores, é possivel que apenas o processador PS; precise enviar dados
para PI;, mas isto nao é importante para esta anilise. Ao mesmo tempo, cada processador de
PS precisa receber O(k) dados dos processadores de PI. Todas estas transferéncias podem ser
feitas em apenas uma rodada de comunicac¢ao que envolve o envio/recebimento de O(k) dados
por processador.

O processador PI; determina entao os pesos dos melhores caminhos da amostra de origg
(2q + 1 vértices) para dest; (t vértices) que passam pelos g vértices de meioy. Inicialmente,
o Algoritmo 3.2 é usado para encontrar os caminhos entre os vértices selecionados de origs
e os vértices selecionados de dest;. Pelo Teorema 3.3 o tempo de execucao desta etapa é

6 (Lg+1)+ 2q+1)?) =O(k+¢?).

Apos isto, os caminhos para os demais vértices de dest; sao determinados através de [log#']
etapas em que se faz uma varredura para cada vértice selecionado de origs. Cada varredura

tem duracao © (% + r) sendo que r dobra a cada etapa, de 2¢ +1 a . O tempo total desta fase
¢0 ((2q+ 1) <§logt’ +t)) -0 (klogg +qt).

Apés esta etapa, para cada par de vértices contendo um vértice de dest; e outro da amostra,
de origs teremos ¢ candidatos para o melhor caminho. Cada candidato foi gerado por um
dos processadores de PI, com informacdes de peso total e vértice de meioy utilizado. Para
determinar o melhor candidato para cada caminho, dividimos dest; em ¢ intervalos e atribuimos
o i-ésimo intervalo a PI;, que deve receber todos os candidados a melhor caminho entre a
amostra de origgs e seu intervalo de dest;. Isto envolve uma rodada de comunicagao em que

cada processador envia/recebe O (q(2q + 1)3) = O(qt) dados.

A pesquisa pelos melhores caminhos pode ser feita em tempo O(gt) com um procedimento
de busca simples. Isto pode ser melhorado, mas nao altera o resultado do lema, visto que a
prépria transferéncia dos dados a serem manipulados leva tempo O(qt).

Para concluir, destacamos que o espaco em memoria utilizado é dominado pelo espaco ne-
cessdrio para o armazenamento da matriz AL} (ou ALY).

a

Vérias melhorias podem ser aplicadas ao procedimento descrito acima, sem impacto na com-
plexidade assintética mas tteis na implementacao do algoritmo. Uma delas é distribuir os
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candidatos a melhor caminho de uma maneira que leve em consideracao o nimero efetivo de
candidatos: nem todos os pares de vértices de origs e dest; admitem caminhos em todos os
intervalos de meioy (alguns pares nao admitem qualquer caminho).

Outra possivel melhoria envolve o procedimento de selecao dos melhores candidatos. Se
cada processador receber a informacao de qual trecho de meioy foi usado por cada candidato,
é possivel usar os trechos de meioy da mesma maneira que usamos os vértices de meioy nas
varreduras definidas no Algoritmo 3.1. Isto significa que novamente podemos usar uma variagao
do Algoritmo 3.2, desta vez para achar os melhores caminhos de 2q 4+ 1 vértices de origs para
t/q vértices de desty através de 2q trechos de meioy. Uma andlise semelhante & realizada na

demonstracao anterior nos leva a um tempo O (q2 log q%), no lugar do tempo O(gt) mencionado.

Ao fim do procedimento descrito anteriormente, cada processador terd informacgoes sobre 4q
dos 4¢% subproblemas (novamente, estamos ignorando o fato de que alguns destes subproblemas
sao vazios, sem prejuizo para a andlise assintética). Os processadores PSy, PSSy, ..., PS, terao
as informagoes sobre as bordas das regioes tteis de ALY, ou seja, os valores de My (i,j) para
todo i e todo j entre 1 e ¢t com j multiplo de ¢’ — 1. PIy, PIs,..., PI, terdo papel semelhante
com as informagoes sobre o uso de AL’.

Estas informacoes sobre as bordas dos subproblemas sao entao distribuidas entre todos os
processadores, para que eles possam definir quais dos dados que eles armazenam estao associados
a quais subproblemas. Cada processador envia ©(qt') = ©(t) dados e recebe O(gt) dados no
pior caso.

3.4.4 Previsao de Custos de um Subproblema

Dado um subproblema em particular, as informagoes relativas as suas bordas estarao disponiveis
em dois processadores: um de PS, para as bordas em AL/, outro de PI, para as bordas em
AL',. Estas informagoes permitem calcular tanto o espago quanto o tempo necessirios para a
resolucao do subproblema. Isto é exposto e demonstrado nos lemas 3.7 e 3.8. O algoritmo para
resolucao de um subproblema, uma modificacdo do Algoritmo 3.2, é exposto a seguir.

Algoritmo 3.3: Cilculo de um bloco de AL}, (Melhores Caminhos dos vértices
de origs(i')...origs(i' +t') aos vértices de dest;(j')...dest;(j' +1')).

Entrada: My (i, j) para todo par (4, j) na borda do bloco, partes necessirias de ALY
e AL,
Saida: blocos ¢’ x t' de ALy, e de My.
1 Marque origs(i'), origs(i' +t'), dest;(j') e destr(5' +1t') (o problema j4 foi resolvido
para as bordas do bloco)
2 z < [logy t']
3 Repita

3.1 r+—x—1
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3.2 Para todo vértice origs(q) nao marcado com ¢ — i' miltiplo de 2 calcule os
caminhos para todos os pontos marcados em dest;. Cada vértice 7 marcado
em dest; (com excegao dos extremos) lidera uma varredura usando um trecho
de meioy de comprimento My (i' +t',j) — My (i',7) + 1. Marque os vértices
usados de origg.

3.3 Para todo vértice destr(q) ndo marcado com ¢ — i’ miltiplo de 2% calcule
os caminhos a partir de todos os pontos marcados em origg (incluindo os
marcados nesta iteracdo do lago). Cada vértice i marcado em origs (com
excegao dos extremos) lidera uma varredura usando um trecho de meioy de
comprimento My (i, j' +t') — My (i, j') + 1. Marque os vértices usados de dest;.

4 Até que £ = 0.

fim do algoritmo.

Lema 3.7 O espaco necessdrio para determinacio do bloco de ALY, iniciado em (i',5"), que
chamaremos ESuby ji, pode ser determinado em tempo O(t') = © (é) O espaco total para
cdlculo de todos os blocos de AL}, é O(t%).

Prova. O espaco necessdrio para cada subproblema é dado pelo tamanho do bloco a ser gerado

(© (;—22), fixo) e pelas dreas previamente delimitadas das matrizes ALY (# trechos de linhas) e

AL’ (¢ trechos de colunas). A totalizacao de cada uma destas dreas é bastante simples, podendo
ser feita separadamente pelos dois processadores que mantém as informagoes. Uma comunicagao
de tamanho O(1) basta para reunir estes resultados. O

Lema 3.8 O tempo necessdrio para cdlculo de um bloco de ALYy;, que chamaremos TSuby ;i para

um bloco iniciado em (7',7'), pode ser determinado em tempo O(t') = © (5)

Prova. Como mencionado na demonstracdo do Teorema 3.3, o tempo de execucao do Algo-
ritmo 3.3 é determinado pelo custo total de suas varreduras. Note que as varreduras agora
operam sobre trechos de tamanhos varidveis de meioy, tendo, portanto, tempos de execucao
variados.

Usando as fungoes vy e v, (Defini¢ao 3.3) podemos calcular uma estimativa para o tempo de
execucao do subproblema, TSuby ;. A estimativa é vdlida a menos de uma constante multipli-
cativa.

t'—1
TSubyj = > wvalj,t', My(i' +1',j) — My(i',j) + 1)
j=1
t'—1
+ Zvo(iatlaMU(iajl_l_t,) _MU(Za]I)+1)
i=1
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Uma vez que vy e v, podem ser avaliadas em tempo constante, a estimativa anterior pode
ser obtida em tempo ©(t') = © (é) Na verdade, dois processadores devem realizar o calculo

para determinado subproblema, cada um resolvendo uma somatéria. A totalizacdo final serd
explicada a seguir. O

Pelos lemas anteriores, cada processador pode realizar cdlculos sobre 4¢g subproblemas em
tempo O(qt') = O(t). Todos os O(q?) dados gerados podem ser enviados em uma rodada
de comunicagao para um processador, digamos PSy, que realiza as totalizagoes de estimativas
de tempo e espaco para todos os processadores. Este processador deve entao distribuir os
subproblemas para os processadores.

3.4.5 Escalonamento dos Subproblemas aos Processadores

Para estudar o escalonamento, vamos primeiro verificar alguns fatos sobre o tempo e o espaco
necessarios para os subproblemas.

A soma dos tempos de todos os subproblemas é essencialmente igual ao tempo de processa-
mento do Algoritmo 3.2, que pelo Teorema 3.3 é O(kt + t?). Pelo Lema A.4, desenvolvido no
Apéndice A, temos que a razao entre o maior tempo de execucao possivel para um subproblema
e o tempo total de todos os subproblemas é inferior a 21—q. Quanto ao espaco, chegamos a con-
clusoes semelhantes: o espago total usado pelos subproblemas é essencialmente igual ao espago
necessario para o algoritmo seqiiencial e, pelo Lema A.5 a razdo entre o maior espago necessario

possivel para um subproblema e o espago total usado por todos os subproblemas é inferior a, 65—(].

As demonstracoes dos dois lemas mencionados anteriormente foram colocadas em um apén-
dice por serem muito extensas, podendo prejudicar a continuidade deste texto. E importante
ressaltar que na demonstracao destes lemas foram consideradas apenas as partes tteis das ma-

: !/ ! !
trizes ALy, ALy e ALj.

O problema do escalonamento pode ser descrito nos seguintes termos: dado um conjunto de
subproblemas, para os quais se possui uma estimativa de tempo e espaco necessdrios, distribui-los
entre 2q processadores de tal forma que a memdria utilizada por um processador esteja dentro
de um limite M e o tempo de execucdo paralelo seja minimo.

Como o problema “basico” de escalonamento (que nao considera limita¢oes de meméra) é NP-
dificil, encontrar a solucao 6tima para o problema descrito acima deve ser custoso. Temos a nosso
favor o fato de que ha no maximo 4¢? subproblemas para escalonar e consideramos ¢ pequeno,
mas ainda assim o uso de uma solucao exponencial para o escalonamento serd problemético por
impor uma limitacdo adicional ao nimero de processadores que podem ser usados.

Na implementacao real do algoritmo descrito neste capitulo podemos usar uma série de
métodos distintos para realizar o escalonamento, talvez permitindo que o método a ser usado
seja escolhido de acordo com as caracteristicas do problema. Neste texto, estamos interessados
em demonstrar que o escalonamento pode ser realizado de maneira aproximada, desde que o
espago e o tempo totais para um processador sejam O(%). Também avaliaremos o quanto a
solucao aproximada difere da solucdo étima.
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Nas demonstragoes dos lemas A.4 e A.5 determinamos as seguintes estimativas para o total
dos custos temporais e espaciais:

E(t,k) = 2tk —k? (3.1)
T(t, k) = 2t*+ 2tk

Estudando estas estimativas com 1 < k < ¢ temos:

E(t, k)
T, k)

< 0,268 (3.3)

Para cada subproblema calcularemos um custo igual & soma dos custos temporal e espacial:
CSubj jo = TSuby jo + ESuby ;. Dado um certo escalonamento, o custo do escalonamento é o
maior custo total associado a um processador por este escalonamento. A soma dos custos de
todos os subproblemas é obtido de 3.1 e 3.2:

O(t, k) = 2t* + 4tk — k? (3.4)

O problema de escalonamento que deve ser resolvido passa a ser: dado um conjunto de
subproblemas para 0s quais se possui uma estimativa de custo, achar um escalonamento de custo
minimo destes subproblemas entre 2q processadores. Temos entao um problema de escalonamento
cldssico, para o qual hd métodos de aproximagao bem conhecidos.

O resultado a seguir d4 um limite para o custo da solucao étima.

Lema 3.9 C,,(t, k), o maior custo possivel para um escalonamento 6timo, € tal que

2,141 -
Copt(tak) S ’Q—qc’(t’k) .

Prova. Os lemas A.5 e A.4 indicam que o maior custo possivel para um subproblema é

CSubmaz(t, k) = %;’k) + %{f) . Por 3.3 obtemos

50,268 1 1,141 - C(t, k
208 Cit k) < AL CER)
6g-1,268 ' 2q- 1,268 2

CSubmar(t, k) < (

Em um escalonamento 6timo, a diferenca entre o total dos custos associados a dois processadores
distintos nao pode superar CSub,qz, caso contrario um escalonamento melhor poderia ser obtido
pela transferéncia de um subproblema de um processador para outro. Assim temos

C(t, k) 2,141 - C(t, k)

bmaz(t, k) = ——— .
% + CSu (t, k) %

Copt (t, k) S

Com isto chegamos ao lema central desta secao:
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Lema 3.10 Os 4¢> subproblemas podem ser alocados aos 2q processadores de tal modo que
. , . , 2,855:C(t,k) __ t2 4kt
o maior custo possivel associado a um processador é g = O(T)' O tempo para

determinacdo deste escalonamento é ©(q?logq).

Prova. A seguinte heuristica proposta por Graham [20, 24] encontra uma aproximagio para
o problema do escalonamento com custo inferior a w%t(t’k): os subproblemas sao alocados um
a um, em ordem ndo crescente de custo, ao processador que estd com a menor carga até o
momento. HEste é um resultado cldssico cuja demonstracao serd omitida. Esta heuristica pode

ser aplicada em tempo O(g? log q), determinado pela ordenacio dos subproblemas.

O maior custo possivel associado a um processador é dado diretamente pelo fator % aplicado
ao resultado do Lema 3.9. O

Considerando apenas o tempo de execucgado, o escalonamento acima garante que o tempo de
execucao paralelo para os subproblemas, que é o tempo de execucao do processador que termina
por ultimo, é limitado da seguinte maneira:

TParalelo < CustoMazx < %q’t) - 2,855
Pela Equacao 3.3 temos
E(k,t) +T(k,t 1,268 - T'(k,t T(k,t
TParalelo < 2 )2+ (k, )-2,855§%(’)-2,855§ (2’ ) 3621, (35)
q q q

Este fator de aproximacao nao é bom, embora seja suficiente para a demonstracdo dos resul-
tados tedricos deste capitulo.

Este fator pode ser melhorado de varias formas, sendo que a mais Obvia é aumentar o
nimero de subproblemas a serem resolvidos. Isto causa um impacto negativo em outras etapas
do algoritmo, principalmente na determinacao dos limites dos subproblemas e na quantidade de
dados a serem enviados em cada rodada de comunicacdo. Os beneficios desta mudanca podem
ser pequenos, pois o fator de aproximacao representa um pior caso possivel, mas improvavel.
Para fins de aplicacdo pratica, o niimero de subproblemas pode ser ajustado de maneira empirica
para determinado ambiente de execugao.

3.4.6 Distribuicao e Resolugao dos Subproblemas

Apés determinado o escalonamento, o processador PS; usa uma rodada de comunicagdo para
distribuir os ¢> dados sobre o escalonamento para os g processadores. Isto pode ser feito em
uma rodada de comunicacio de O(¢?) dados. Usando mais rodadas de comunicacio, com bro-
adcasts parciais, podemos reduzir a quantidade de dados enviados por rodada. Por exemplo,
com duas rodadas baixamos a quantidade de dados transmitida por processador para O(q5/ 2,
Por simplicidade, vamos considerar um tnico broadcast.

Tendo recebido os dados sobre o escalonamento, cada processador pode enviar seus dados
para os processadores que irdo usd-los. Esta etapa de comunicacao é complexa devido & irregula-
ridade das regioes de AL'g e AL necessarias, como mostrado na Figura 3.4. Os dados enviados
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devem ser convenientemente rotulados para que os processadores que os recebem possam remon-
tar as partes a serem usadas de maneira conveniente. Apesar disto, a distribuicdo pode ser feita

;. . ~ . 2
em uma tunica rodada de comunicagdo em que cada processador recebe/envia O (%’”) dados.

De posse dos dados necessarios, cada processador resolve localmente seus subproblemas em
tempo O (%) Uma ultima etapa de comunicacao é necessaria para que os dados de ALy
sejam distribuidos de maneira adequada para a préxima etapa de unido de GDAGs. Cada
processador recebe/envia O <%> dados. Deve-se lembrar que ALy inclui partes origindrias de

ALg e AL; que nao foram envolvidas no processo de uniao.

3.4.7 Resumo e Andlise do Processo Paralelo de Uniao de GDAGs
Temos entdo as seguintes etapas no processo de unido de dois GDAGs:

1. Determinacao dos subproblemas. Como ja visto na Secao 3.4.3, isto pode ser feito em
tempo O (klog é + qt), espaco O (%) e trés rodadas de comunicacao em que O(gt) da-
dos sao transmitidos ou recebidos por cada processador. A primeira rodada serve para
distribuicao dos dados necessarios para o calculo de certos caminhos no GDAG, enquanto
que a segunda rodada distribui os valores destes caminhos entre os processadores para que
os melhores sejam encontrados. Uma terceira rodada faz um broadcast das informacoes
obtidas nesta etapa para todos os processadores.

2. Avaliagdo dos custos dos subproblemas. Como explicado na Secao 3.4.4, esta avaliacio
pode ser realizada em paralelo em tempo O(%). Uma rodada de comunicacdo é necessdria
para centralizar as informacdes de custos (O(g?) dados) em um processador. Na verdade,
esta rodada pode ser incorporada na terceira rodada do item anterior.

3. Escalonamento dos subproblemas. Como visto na Secao 3.4.5, o escalonamento pode ser
determinado em tempo O(g?logq). Um broadcast de tamanho total O(g®) sobre o escalo-
namento é feito para todos os processadores.

4. Distribuicao e resolucao dos subproblemas. Como visto na Secao 3.4.6, isto envolve duas ro-

dadas de comunicacao de tamanho O (tz"'Tkt> por processador e tempo/espaco de execugao

O (L),

Em resumo, lembrando que estamos considerando a uniao de dois GDAGs de dimensao [ x k
equet=10+k— 1, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.11 Se um GDAG de dimensao (21 — 1) x k (ou | x (2k — 1) ) tem duas metades
de dimensdo | X k, e a matriz AL de cada metade estd distribuida num conjunto distinto de q
processadores, entdo € possivel calcular a matriz AL do GDAG com os 2q processadores usando
seis rodadas de comunicacdo de O (% + ¢ +q(l + k)) dados por processador e tempo/espaco

0 (%) por processador.
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3.4.8 Analise do Algoritmo CGM para o ATS

Voltamos entdo para o problema inicial: resolver o ATS para duas cadeias A e B, de comprimen-
tos respectivamente n, e ny. O algoritmo lida com as cadeias de maneira indistinta, encontrando
tanto os alinhamentos de A com subcadeias de B quanto os de B com subcadeias de A, por isso
iremos supor, sem perda de generalidade, que ny > n,.

Como ja mencionado na Se¢io 3.2, o algoritmo paralelo para o ATS envolve uma etapa inicial
em que cada processador calcula a matriz AL para um GDAG, seguida de logp etapas em que
pares de GDAGs sio unidos em paralelo. Para estas etapas temos o seguinte lema.

Lema 3.12 Sendo p < /ng, o tempo e o espaco necessdrios para realiza¢do de uma etapa de
2
unido de GDAGs sio O <%> Cada etapa requer um niumero constante de rodadas de comu-

2
. ~ . n
nicag¢do em que cada processador recebe/envia O (7”) dados.

Prova. O ntumero de processadores que compartilham a matriz AL de um GDAG no inicio
de uma etapa, ¢, dobra a cada etapa. As dimensoes dos GDAGs dobram a cada duas etapas

de uniao. No inicio da primeira etapa temos ¢ = 1 e GDAGs de dimensao % X %. No

Teorema 3.11 a complexidade do processo de uniao paralela é dada em fungdo da soma das
dimensoes dos GDAGs, (I + k). Podemos concluir que esta soma no inicio de cada etapa vale
0 (m47).
VP
Supondo que p < /n, teremos ¢ < v/l + k em cada etapa e assim podemos simplificar o
resultado do Teorema 3.11, indicando que o tempo, o espaco e a quantidade de dados envia-

2
dos/recebidos por cada processador em cada rodada de comunicacdo sdo todos O <%) =

O (%ﬁ) O

Finalmente chegamos ao principal resultado deste capitulo:

Teorema 3.13 O problema ATS para cadeias de comprimento n, e ny, pode ser resolvido por
2 2

p processadores no modelo CGM em espago O (%”), tempo O (% log na) e O(logp) rodadas de

comunicagdo, sendo p> < ng < ny.

Prova. Na etapa inicial, cada processador lida com um GDAG de dimensoes % X %, calculando

a matriz AL deste GDAG em tempo O <% log %), segundo o Teorema 3.5.

A seguir temos as logp etapas de unido paralela de GDAGs, que segundo o Lema 3.12

2 2
levarao ao todo tempo O (%” log p) =0 (% log na>. As demais afirmagoes deste teorema foram
demonstradas ao longo desta secao. O
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3.5 Comentarios

O procedimento de escalonamento dindmico dos subproblemas para os processadores é pouco
usual e envolve detalhes de implementacao que precisam ser considerados com cautela. Um
destes detalhes é a avaliacdo dos custos dos subproblemas, que precisa ser feita com alguma
precisao para que a distribuicdo de carga de trabalho seja equilibrada.

Naturalmente, o tempo de execucao de qualquer algoritmo em uma méquina real nao pode
ser previsto com precisdo absoluta, mas uma estimativa razodvel pode ser obtida através do
uso de um modelo adequado. Para garantir os resultados presentes nesta tese, uma estimativa
razoavel é suficiente.

Por simplicidade, o tempo de execucdo de cada subproblema foi calculado com base na
duracao de cada wvarredura executada, e esta duraciao foi estimada como sendo proporcional ao
nimero de acessos feitos as matrizes AL. Uma estimativa mais precisa seria dependente do
sistema em que o programa fosse executado, podendo ser feita com base em alguns resultados
empiricos. As funcoes vy e v, (Definicdo 3.3, pdgina 41) teriam que ser modificadas com base
nestes resultados. No entanto, as seguintes caracteristicas de vy4 e v, devem se manter:

e Dados os argumentos n, t e k, os valores de vy(n,t,k) e v,(n,t, k) devem ser calculdveis
em tempo O(1).

e A distribuigio feita com base nestas estimativas deve ser boa o suficiente para garantir que
o procedimento paralelo de unido de GDAGs apresente aceleracao linear.

Isto pode ser conseguido com uma pequena variagao nas consideragoes sobre o tempo de
execucao de cada varredura: dados r (ntimero de trechos a serem considerados na varredura) e
k (numero de vértices de meioy), o tempo de uma varredura é proporcional a k + ar + 3, para
valores de o e 8 a serem determinados empiricamente (ou analiticamente, usando um modelo
adequado na andlise do Algoritmo 3.1). Neste capitulo, consideramos o = 1 ¢ = 0. Mudando o
valor de « e (8 terfamos uma mudanca no fator de aproximacao (3,621 segundo a equacao 3.5, na
pagina 53), mas a aceleragao obtida ainda seria linear. Os célculos desenvolvidos no Capitulo 3
e no Apéndice podem ser adaptados sem problemas.



Capitulo 4

o A [ ]

Problema da Maior Subsequénci
Comum

Neste capitulo, abordaremos o problema da Maior Subsequéncia Comum, mais conhecido pelo
seu nome em inglés, Longest Common Subsequence, de onde tiramos a sigla LCS (ver De-
finicao 1.2). Parte dos resultados aqui presentes estdo em artigo aceito para publicagdo em anais
do 17th International Parallel and Distributed Processing Symposium (IEEE-IPDPS 2003) [5].

O principal resultado deste capitulo é a apresentacdo de um algoritmo que resolve o LCS
com aceleragao linear e O(logp) rodadas de comunicagao. O nimero inferior de rodadas de
comunicagao ¢ a principal vantagem deste algoritmo sobre os que podem ser desenvolvidos com
base nas idéias do Capitulo 2.

Na verdade, o algoritmo resolve o problema ALCS (Defini¢ao 1.4, pagina 8), mais geral,
apresentando o comprimento das maiores subseqiiéncias comuns entre A e todas as subcadeias de
B. Este resultado é semelhante ao que é obtido através do algoritmo apresentado no Capitulo 3
para o problema ATS. Os usos para estes resultados expandidos sdo os ja apresentados na
Secao 1.3.1.

Novamente, iremos nos concentrar primeiramente na determinacao dos comprimentos das
maiores subseqiiéncias comuns. Mais exatamente, considerando o GDAG do problema ALCS
queremos encontrar os pesos totais dos melhores caminhos para todos os pares de vértices em
que o primeiro estd na linha superior do GDAG e o segundo na linha inferior. A solugdo para
este problema pode ser escrita em uma matriz, como foi feito no Capitulo 3 para o problema
ATS.

Uma vez exposto o algoritmo que determina os comprimentos das maiores subseqiiéncias
comuns, veremos que as estruturas remanescentes da execucao do algoritmo permitem a recu-
peracao eficiente da maior subseqiiéncia comum entre A e B.

Apesar da semelhanca entre este problema e o ATS, é possivel resolvé-lo seqliencialmente em
tempo O(ngnp), melhor do que o tempo para o ATS por um fator logaritmico. Assim, apesar
de o problema ALCS ser mais complexo do que o LCS, o tempo para sua solucao é equivalente

57
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a0 do LCS a menos de uma constante multiplicativa. O mesmo nao acontece com o problema
ATS e sua versdo mais simples de alinhamento de cadeias. Estas informacoes se encontram
sumarizadas na Tabela 1.1 (pagina 8).

H& duas razoes para nos concentrarmos no problema ALCS e nao no LCS béasico. Em primeiro
lugar, temos mais informacoes como resultado, sem grande prejuizo no tempo de execucdo. Em
segundo lugar, o ALCS é mais adequado do que o LLCS para uma paralelizacao do tipo Divisao-
e-Conquista.

O GDAG do problema ALCS é mais simples do que o GDAG do problema ATS. Em par-
ticular, o primeiro sé apresenta arcos de peso 0 ou 1. Esta diferenca permite o surgimento de
propriedades interessantes que serdao comentadas na préxima secao. A partir destas propriedades
pode-se desenvolver um algoritmo seqiiencial para o ALCS, apresentado na Secdo 4.2. Segue-se
uma descricao do algoritmo paralelo CGM, o principal resultado deste capitulo.

O algoritmo aqui exposto apresenta aceleracao linear com relacao ao tempo de pior caso
dos algoritmos de uso corrente. E o primeiro algoritmo, pelo nosso conhecimento, que resolve o
problema LCS com aceleragao linear e apenas O(log p) rodadas de comunicagao no modelo CGM.
Cada rodada de comunicagdo envolve o envio/recebimento de pouco mais do que O(n, + np)
dados por processador. O espago utilizado é também reduzido, gracas a uma estrutura de dados
inédita especialmente desenvolvida para o problema, exposta na Secao 4.3.

4.1 Propriedades do Problema ALCS

Consideremos o0 GDAG G correspondente ao LCS para duas cadeias A e B de comprimento n,
e np, respectivamente. Este GDAG possui n, + 1 linhas e ny + 1 colunas de vértices. Todos
os arcos verticais e horizontais tem peso 0. Numerando as linhas e colunas a partir de 0 (ver
Figura 4.1), o arco entre o vértice na posicao (i — 1,5 — 1) e o vértice na posicao (i,7) tem peso
1 se a; = b;. Se a; # bj, este arco tem peso 0, podendo ser desprezado

Os vértices da linha superior (topo) de G serao denotados por Ti(4), e os da linha inferior
(fundo) de G por Fg (i), 0 <7 < np. Temos entdo a seguinte defini¢io:

Definigao 4.1 (C¢(i,5)) Para 0 <i<j <mny, Cq(i,j) € o peso total do maior caminho entre
os vértices Tg(i) e Fg(j). Casoi > j (nao existe caminho entre T (i) e Fa(j)), Cali,j) = 0.

Cg(i,7) representa o comprimento da maior subseqiiéncia comum entre A e a subcadeia
Bz‘]—l—l‘ Quando i = j, a subcadeia ndo existe e o 1inico caminho entre T (i) e Fg(j) tem peso
0 (é formado apenas por arcos verticais). Quando i > j, Bg+1 também nao existe e adota-se

Cal(i,j) = 0.

A seguir sdo mostradas algumas propriedades dos valores de C¢(i, 7).

Propriedades 4.1
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(0,0) -

- (8,13)

Figura 4.1: GDAG para o problema ALCS. As cadeias comparadas sio A = yxxyzyzx e B =
yxxyzxyzxyxzx. Os arcos grossos nas diagonais tém peso 1, os demais tém peso 0.

1. Para todo i (0 < i < my) e todo j (1 < 5 < my) temos Cq(i,j) = Cq(i,j — 1) ou
Ca(i,j) = Cali,j — 1) + 1.

2. Para todo 1 (1 < i < ny) e todo 7 (0 <
CG(Z_]-aj):CG(Zaj)—I_]'

A
.
A

< ny) temos Cq(i — 1,j) = Cq(i,j) ou

3. Para todo i e todo j (1 < i < j < mny) temos que se Cq(i —1,j) = Ca(i — 1,5 — 1)+ 1
entio Cq(i,7) = Cq(i,j —1) + 1.

Prova. Demonstraremos a propriedade 4.1(1). A demonstracio de 4.1(2) é andloga.

Naturalmente, Cg(i,7) e Cq(i,j — 1) sdo inteiros. Quando 7 > j temos C;(i,5) = Cq(i,j —
1) = 0. Para o caso i < j, analisando os caminhos no GDAG a partir do vértice T(7) fica claro
que Cg(i,7) > Cq(i,7 — 1), pois o melhor caminho até F;(j — 1) pode ser estendido até Fg(j)
por um arco horizontal de peso 0. Por outro lado, como todos os arcos de peso 1 sao diagonais,
fica claro que C(7,7) —Cq (i, 7 —1) < 1 pois um caminho de T (7) até Fg(j — 1) pode ser criado
a partir do melhor caminho até F(7), eliminando-se os vértices na coluna j e completando-se o
caminho com arcos verticais até F(j — 1). No méximo uma diagonal é eliminada no processo.

Para demonstrar 4.1(3), suponhamos que Cg(i — 1,5) = Cg(i — 1,5 — 1) + 1 para um certo
par (i,7), 1 <1 < j < ny. Seja C'1 o caminho entre T (i —1) e F(j) de peso Ca(i—1,7) tomado
de tal forma que nao ha outro caminho de mesmo peso passando por vértices & esquerda dos
vértices de C'1. Seja C2 um caminho entre Tz(i) e F(j — 1) de peso total C(i, 5 — 1), tomado
de maneira semelhante & de C1. E facil provar que estes caminhos devem ter um tnico trecho
em comum com pelo menos um vértice. Sejam C1, e C1y os trechos de C'l nao compartilhados
com C2, sendo C1, o trecho iniciado em T (i — 1) e C1y o trecho terminado em Fg(j). Sejam
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i1

p =,

Ta

Fg —e »
j-1 J

Figura 4.2: Demonstracdo da Propriedade 4.1(3).

C2, e C'2y trechos de C2 definidos de forma semelhante. O trecho comum serd chamado C. Esta
nomenclatura esta representada na Figura 4.2.

Naturalmente, o peso de C1; deve ser igual ao peso de C2; acrescido de 1, do contririo
terfamos um caminho entre Tg(i — 1) e Fg(j — 1) (formado por C1,, C e C2;,) de mesmo peso
que C'1, o que contradiz a hipdtese original. Assim, o caminho formado por C2,, C' e C1; tera
peso igual ao de C2 acrescido de 1, o que implica Cg(i,5) > Ca(i, 7 — 1). De 4.1(1) concluimos
que Cg(i,7) = Cq(i,j — 1) + 1.

Deve-se notar que esta demonstracao depende da existéncia dos caminhos indicados, que é
garantida pelas desigualdades 1 <17 < j < ny,. O

A Propriedade 4.1(3) é uma variacdo das propriedades de Monge. Em [40] este tipo de
propriedade é extensamente usada para a resolucao do problema ATS, em particular para casos
que se assemelham ao ALCS. Estes resultados serao comentados mais a frente, na exposi¢ao do
algoritmo seqiiencial para o ALCS.

A Propriedade 4.1(1) é importante por indicar que, para um dado i fixo, os valores C¢ (1, 0),
Cal(i, 1), Cq(i,2), ...Cq(i,np) formam uma seqiiéncia ndo decrescente que pode ser dada de
maneira implicita, indicando apenas os valores de j para os quais Cg(7,5) > Cq(i,7 — 1).

Este fato foi usado em vérios algoritmos seqiienciais para o LCS, como em [8, 28, 39]. Também
é importante para o algoritmo CREW-PRAM apresentado em [32], base para o algoritmo de-
senvolvido neste capitulo e para a defini¢ao a seguir:

Definigao 4.2 (Matriz Dg) Seja G o GDAG para o problema LCS entre as cadeias A e B.
Para 0 <i <ny, Dg(1,0) =i e para 1 < k < ng, Dg(i, k) indica o valor de j tal que C(i,7) = k
e Cq(i,j—1) =k —1. Se nao houver tal valor entio D¢(i, k) = oo.
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Implicito nesta definigao estd o fato de que C(i,j) < ng. Definimos Dg(i,0) = i € nao 0
porque isto simplifica a exposicao do algoritmo paralelo, como ficard claro mais a frente. Note
que, por conveniéncia de notacao, D¢ é uma matriz com indices iniciados em 0. Denotaremos Dg
a linha de indice i de D¢, ou seja, o vetor linha formado por D¢(i,0), Dg(i,1), ..., Dg(i,n4).
A matriz Dg é essencial ao algoritmo CGM que serd apresentado, sendo a principal forma de
representacao usada durante a execucao do algoritmo.

Como exemplo, tomemos o GDAG da Figura 4.1. Os valores de Cg(i,7) e Dg(i, k) sao
mostrados nas tabelas 4.1 e 4.2 (pagina 62).

Através dos valores de D¢ (i, k) pode-se obter os valores de C (i, k). Além disso, os resultados
a seguir [31, 32] indicam que a informagao contida nos valores de D¢ (7, k) pode ser representada
em espaco O(ng, + nyp), ao invés do espaco O(n,nyp) necessario para a representacao direta.

Propriedades 4.2

1. Se ky < kg e Dg(i, k1) # oo entdo Dg(i, k1) < Da(i, ks).
2. Se 11 < 19 entao Dg(’il,k) < Dg(’ig,k).

3. Se Dq (i1, k1) = j1 e j1 # oo entdo para todo i, iy < i < jy existe um k tal que D (i, k) =
J1. Em outras palavras, se o componente ji aparece na linha D¢, entao ele ird aparecer em
todas as linhas até a linha D]Gl.

4. Se Dgli1, k1) = Dglia, k2) = j1 entdo para todo i, iy < i < iy existe um k tal que
D¢ (i, k) = j1. Em outras palavras, se o componente J1 aparece nas linhas D¢ e D& entao
ele ird aparecer em todas as linhas entre D e D&.

Prova. Se ki < kg e j1 = Dg(i, k1) # oo, Cq(i,51) = k1. Cg(i,j) nao decresce com j, logo se
existir j tal que Cg(7,j) = ko entdo j > ji. Se ndo existir tal valor entdo D¢ (i, k) = co. Em
qualquer um dos dois casos teremos D¢ (7, k1) < Dg(i, k), o que demonstra (1).

Se i1 < ig, pela Propriedade 4.1(2) Cg(i2,5) < Cg(i1,j) para todo j. Se Dg(ii, k) >
D¢ (i9, k) # oo para algum k, entao para j = Dg(i9, k) teriamos Cg(ia,j) = k > Cq(i1,7), uma
contradigao. Isto demonstra (2).

A demonstracao de (3) é feita com indugdo sobre i. Suponhamos que para um certo valor
de i (i1 < i < j1 # o) temos Dg(i, k) = 71 para algum valor de k (nao importa qual). Isto
significa que C (7, j1) = k = Cq(i,j1 — 1)+ 1. Pela Propriedade 4.1(3) temos que Cg(i+1,7j1) =
Ca(i+1,71 — 1)+ 1, ou seja, existe algum k tal que Dg(i+ 1, k) = j;. Este passo indutivo pode
ser usado enquanto a condicdo para a Propriedade 4.1(3) (i + 1 < ji) é garantida. Assim, j;
aparece em todas as linhas de Dg até D]GI_l. A presencga de j; em D]G1 decorre da Definicao 4.2.

A demonstracao de (4) é imediata a partir de (3), uma vez que D¢g(i, k) sé pode ser j; se
i < 1. 0

As propriedades 4.2(2) e 4.2(3) sao usadas para reduzir o espa¢o necessario para repre-
sentacao de D¢, pois indicam que duas linhas consecutivas de D¢g sao muito semelhantes. Mais
exatamente, podemos determinar as seguintes propriedades:
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Tabela 4.1: Cg referente ao GDAG da Figura 4.1.

x| &0
x| &0

6
8
9
11
13
13
13 | oo | o0 | @

13| o0 | 0| 0|
13| o0 | 0| 0|
13| o0 | 0| 0|

4
S
6
8
9
9
11

3
4
S
6
8
8
9
11
11
12

13| oc | 0|00 | o0 | 0

2
3
4
)
6
7
8
9
10
11

12

13| 0|00 |00 |00 | o0 |

11

12

13| 0|00 |00 |0 | 0| x| o

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

12

13| 0|0 |0 |0 |0 |0 | x| o

—~| ||~~~ —~|—~|—~|—~

— [ — | — | — |~ [~ [ — | ~—~ | ~—~ | ~—

D¢ (10, k)
DG(lla k)

DG(lza k)
De (13, k)

Tabela 4.2: D¢ referente ao GDAG da Figura 4.1.

13

12

11

10

9

12 | 00 | 00 | 00 | o0

8
10

oo | 7] o0 |

11

13

o0

Va(k)

Tabela 4.3: Vg referente ao GDAG da Figura 4.1. Complementa D% (primeira linha da Ta-

bela 4.2) na representagido de uma solucao para o ALCS.



CAPITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQUENCIA COMUM 63

Propriedades 4.3 Para 0 < i < ny,

1. Eziste um inico componente finito de Dé que mao aparece em DiGH, que € D (1,0) = 1.

2. Eziste no mdzimo um componente finito de DZGJrl que mao aparece em DiG.

Prova. A afirmacio (1) decorre diretamente da Propriedade 4.2(3). Se ji aparece na linha D,
entdo ele ird aparecer em todas as linhas seguintes, até a linha j;. Como D¢ (7,0) =i, esta é a
ultima linha em que ¢ aparece. Todos os demais componentes de Dg sao maiores do que 7 (pela
Propriedade 4.2(1)) e irdo aparecer em Dgrl.

Pela Propriedade 4.2(2) temos que o nimero de componentes finitos de DZH nao pode
ser maior do que o de Dg,. Pelo que foi exposto anteriormente, sabemos que hd um tnico
componente finito de Dy, que nao aparece em D’G'H, portanto DZG"'1 pode conter no maximo um
“novo” componente. O

A Propriedades 4.3(1) e 4.3(2) indicam que podemos transformar uma linha de Dg em
sua linha seguinte através da remocao de um componente (o primeiro) e inser¢ao de um novo
componente (finito ou ndo). Dizemos entdo que duas linhas consecutivas de D¢ sdo 1-variantes.
Se tomarmos r + 1 linhas consecutivas teremos que elas sao r-variantes, pois de qualquer uma
destas linhas podemos obter a outra através da remocao e inser¢ao de no maximo r componentes.

Isto sugere uma representagao em espago O(ng,+n;) para Dg. Esta representacao é composta
por DY (a primeira linha de D), que ocupa espago O(n,), e pelo vetor V¢, de tamanho O(ny),
descrito a seguir:

Definicao 4.3 (Vetor Vi) Para 1 < i < ny, V(i) € o wvalor do componente finito que estd
presente na linha Dy, mas nao na linha Dgl. Se ndao houver tal componente finito, V(i) = oc.

A Tabela 4.3 (pagina 62) mostra Vi para o GDAG da Figura 4.1. E interessante comparar
as trés representacoes ja comentadas: por Cg (Tabela 4.1), por D¢ (Tabela 4.2) e esta ultima.

A estrutura composta por Vg e D% serd importante no algoritmo paralelo, pois a estratégia
a ser usada envolve a divisdo do GDAG original em faixas e a resolucdo do ALCS em cada
faixa. Estas faixas sao entao unidas, o que requer o envio da resposta dos ALCS parciais entre
os processadores. A forma compacta das respostas parciais torna mais curtas as etapas de
comunicagao.

A seguir sera dado um algoritmo seqiiencial para o ALCS.

4.2 Algoritmo Seqiiencial para o ALCS

O algoritmo apresentado nesta secdo é uma adaptacdo de um algoritmo apresentado em [40]
para solucao do problema ATS quando os custos de edi¢ao sao inteiros. Esta apresentacao serd
mais completa e mais especifica para o problema ALCS. Virias propriedades adicionais sio
apresentadas, sendo que estas propriedades sao usadas apenas nesta secao. Em outras palavras,
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a leitura das secoes posteriores pode ser feita de maneira independente da leitura desta secao,
desde que se conheca o seu resultado bdasico: para cadeias de comprimento n, e n; pode-se
resolver o ALCS seqiiencialmente em tempo O(ngnyp) e espago O(ng + nyp) (ou O(ngny), se além
dos comprimentos também quisermos obter as subseqiiéncias).

4.2.1 Propriedades do ALCS Usadas no Algoritmo Seqiiencial

Para cada vértice do GDAG G do problema é preciso determinar alguma informagao sobre a
distancia entre este vértice e cada vértice da linha superior de GG. Para isso adotamos a seguinte
definicao:

Definicao 4.4 (Cé(i,j)) Para 0 <1< ng, 0<i<nyel<j<my Clc;(i,j) € o peso total
do maior caminho entre os vértices (0,1) e (I,7), se tal caminho existir. Caso ndo exista um
caminho (o que ocorre se i > j), CL(i,j) = 0.

Esta definicdo é uma extensido da Definicao 4.1 para lidar com os vértices internos do GDAG
G (note que C(i,7) = Cp(i,7)). Com isto podemos citar as seguintes propriedades, que lidam
com vértices vizinhos em G:

Propriedades 4.4 Para todo | (0 <1< n,) temos:

1. Para todo i (0 < i < ny) e todo j (1 < j < ny) temos CL(i,j) = CL(i,j — 1) ou

2. Para todo i e todo j (0 < i < j < ny) temos que se CL(i — 1,5) = CL(i — 1,5 — 1) + 1
entdo CL(i,7) = CL(i,j — 1) + 1.
A demonstracio destas propriedades é omitida, por ser idéntica & ja apresentada para a
Propriedade 4.1. A inclusao de | nestas propriedades nao altera a natureza delas.

As Propriedades 4.4 se referem as diferencas de distancias para dois vértices internos de G
que sao vizinhos em uma mesma linha. As propriedades abaixo se referem as diferencas para
dois vértices internos vizinhos em uma mesma, coluna.

Propriedades 4.5 Para todo | (1 <1< n,) temos:

1. Para todo i (0 <i<mny)etodoj (0<j<my)temos Chli,j) = C'(i,5) ou CL(i,5) =
CL (i, 5) + 1.

2. Para todo i e todo j (0 < i < j < ny) temos que se CL(i —1,5) = C’gl(i —1,7) entao
Ca(irg) = Cg (i, ).

As demonstragoes das propriedades anteriores sio semelhantes as ja apresentadas para a
Propriedade 4.1, sendo assim omitidas.
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Uma, conseqiiéncia das Propriedades 4.4 e 4.5 é que é possivel codificar variacées nos cami-
nhos para os vértices internos do GDAG de maneira eficiente. Se tomarmos um vértice na linha
superior do GDAG, digamos T (i), e a partir dele tragarmos os maiores caminhos possiveis para
dois vértices vizinhos numa mesma linha, (I,j — 1) e (I, 7), estes caminhos terdo o mesmo peso
se 1 estiver abaixo de um certo limite. Para valores de ¢ iguais ou superiores a este limite, o peso
do caminho até (I,j) sera superior (por 1) ao do caminho até (I,7 — 1). O valor deste limite
depende de [ e j e serd denotado por ip(l, 7).

De modo semelhante, os pesos dos maiores caminhos a partir de T (7) para vértices vizinhos
numa mesma coluna, (I —1,7) e (I, ), diferem por 1 se i estiver abaizo de um certo limite 7, (I, 5).
No limite ou acima dele, os caminhos tém o mesmo peso.

Mais formalmente, temos as seguintes definigoes:

Definigao 4.5 (ix(l,j)) Para todo (1,7), 0 <1 < n, el <j <ny, in(l,j) € o menor valor de
i < j tal que CL(i,5) = CL(i,j — 1) + 1. Caso tal i ndo exista, i(l,5) = j.

Definigao 4.6 (i,(l,7)) Para todo (I,j), 1 <1< ng el <j < mny, iy,(l,j) € o menor valor de
i < j tal que CL(4,4) = C& (i, 7).

O algoritmo para o ALCS se baseia na determinacao dos limites iy, e i, para todos os vértices
do GDAG. Antes de prosseguirmos, uma observacao a respeito de i: a existéncia deste limite ja
foi esbocada na Propriedade 4.2(3). O primeiro valor de i que faz com que exista um k tal que
D¢(i k) = j é ip(ng, ). Para valores de i acima deste limite, j continua aparecendo em DL, o
que significa que hd uma diferenca nos maiores caminhos de T (i) para (ng,j — 1) e (ng, 7).

Além de iy, e i,, para cada vértice precisaremos determinar mais dois limites, i1 e i, expli-
cados a seguir. Dado um vértice (I, 5), sendo 0 <1 < ng e 0 < j < ny, os melhores caminhos do
topo do GDAG até ele devem ter como peniltimo vértice (I, — 1), (I — 1,5 —1) ou (I — 1,7).
Procurando sempre os caminhos mais a esquerda, veremos que eles obedecem a seguinte propri-
edade:

Propriedade 4.6 Para todo (1,7), 1 <1 <n, e0 < j < mny, existem valores iy e iy tais que o
melhor caminho (mais d esquerda) de T (i) para (1,7) tem como peniltimo vértice:

o (I,j—1) se 0<i<iy,
e (I—1,7—1)sei; <i<ig,
o (I—1,7) seig <i<j.

A Figura 4.3 ilustra a Propriedade 4.6.

Esta propriedade é uma variante da Propriedade 3.1. A demonstracao é muito semelhante,
baseando-se também na impossibilidade de haver cruzamentos entre os melhores caminhos que
partem de dois vértices distintos de T;(7). Os detalhes serdo omitidos.
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Figura 4.3: Penultimo vértice de cada caminho em um GDAG. A partir do topo de um GDAG,
os caminhos que chegam em um vértice interior passam pelos vértices adjacentes como ilustrado.

4.2.2 Descricao e Anadlise do Algoritmo Seqiiencial

A determinacao dos quatro limites citados (ip, iy, 91 € i9) é feita vértice a vértice, varrendo o
GDAG em linhas (ou em colunas). Para calcular os limites de um vértice (I,7) é necessério
conhecer apenas i, (I —1,7) e i,(l,7 — 1), pois estes valores indicam diferencas entre os caminhos
para os vértices adjacentes e anteriores a (I,j) (vamos chamé-los de vértices candidatos). Dois
casos distintos devem ser considerados separadamente:

Caso 1 Se a; # bj, ou seja, o arco entre (I — 1,5 — 1) e (I,7) tiver peso 0, este arco pode ser
ignorado e o peniltimo vértice de qualquer caminho até (I, 7) nao pode ser (I — 1,5 — 1). Neste
caso, i1 = 19. Ha duas possibilidades a partir deste ponto:

Caso 1.i iy(l,7 — 1) <ip(l —1,7): ha trés faixas de valores a considerar para i na escolha pelo
pentltimo vértice no caminho para (I, 7):

e para 0 < i < iy(l,7—1) o melhor caminho de T¢(i) para (I, — 1) é melhor do que o melhor
caminho para os outros dois candidatos, logo o vértice escolhido é (1,5 — 1).

e iy(l,7—1) < i < ip(l —1,7): os melhores caminhos de T (i) para cada um dos trés
candidatos tém o mesmo peso, logo o vértice escolhido é (I,j — 1) novamente (por estar
mais & esquerda).

e in(l—1,5) <i < j: o melhor caminho de T (7) para (I — 1,5) é melhor do que o melhor
caminho para os outros dois candidatos. O vértice escolhido é (I — 1, 7).

ASSima 7:1 = 7:2 = lh(l - ]-aj)a Zh(laj) = Zh(l - ]-7.7) € Zv(laj) = Zv(laj - ]')

Caso 1.ii i,(l,7 — 1) > ix(I — 1,7): hd novamente trés faixas de valores a considerar para i na
escolha pelo peniltimo vértice no caminho para (I, j):

e para 0 < i <i,(l —1,75): o vértice escolhido é (I,5 — 1).
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e in(l—1,7) <i<iy(l,7—1): os melhores caminhos de T¢(i) para (I,j —1) e para (I —1,7)
tém o mesmo peso (o caminho para (I —1,j — 1) é menor). Novamente, o vértice escolhido
é (I,7 — 1) por estar mais & esquerda.

e iy(l,7—1) <i<j: o vértice escolhido é (I — 1, 7).
Temos entiio i1 = iz = iy(l,§ — 1), in(l,§) = iv(l,5 — 1) e iy(l,5) = in(l — 1, 7).

Em resumo, no Caso 1 temos i = 15 = in(l,5) = max(iy(l,j — 1),0a(l = 1,7)) e iv(l,)) =
min(i,(l,7 —1),3,(l — 1,7)).

Caso 2 Se a; = bj, ou seja, o arco entre (I — 1,7 —1) e (I,) tiver peso 1, temos que considerar
os trés candidatos, sendo que (I — 1,7 — 1) tem a “vantagem” de estar ligado a um arco de peso
1. Na verdade, como procuramos sempre pelo caminho mais a esquerda, praticamente nenhum
caminho ird passar por (I —1,7). A excegao ocorre quando 7 = j, pois nao hé caminho de T (4)
para (I — 1,7 — 1), o que implica iy = j.

Quando i < iy(l,j — 1) o melhor caminho de T (7) para (I,5 — 1) tem peso superior ao do
caminho para (I — 1,5 — 1), compensando o peso 1 do arco entre (I — 1,5 — 1) e (I,j). Assim,
i1 =1iy(l,7 — 1) ein(l,7) =iy(l,j — 1). Por razoes semelhantes, temos i,(l,7) = i (I — 1, 7).

Os célculos acima se aplicam a vértices ndo pertencentes as bordas superior e esquerda do
GDAG. Para os vértices da borda superior fazemos i,(0,7) = j (1 < j < ny) e para os vértices
da borda esquerda fazemos 4,(1,0) =0 (1 <1 < ng,). Os outros valores nao sao usados.

A partir dos limites iy (ng,j) com 1 < j < ny (relativos aos vértices da borda inferior do
GDAG) é possivel determinar a solugao para o ALCS na codificagao que estd sendo usada neste
capitulo (usando DY e V(). Primeiramente, faz-se D% (0) = 0. Depois, se para um certo j temos
in(na,j) = 0, isto significa que j é componente de D%. Se ip(ng,j) =i,1 < i < j, isto significa
que a primeira linha de Dg em que j aparece é DY, logo V(i) = j.

O Algoritmo 4.1 torna explicito este procedimento. Note que o uso dos limites i; e i nao é
necessario para o cdlculo de DOG e Vg, portanto estes limites nao foram incluidos no algoritmo.
No entanto, se for necessédria a recuperagao rapida do melhor caminho entre dois vértices T (%) e
F¢(7) quaisquer, o cdlculo e o armazenamento dos limites i1 e i9 para todos os vértices do GDAG
sdo necessarios: estes limites permitem a construgdo do caminho a partir de F(j) retrocedendo
até T (1), em tempo O(ng + ny).

Algoritmo 4.1: ALCS seqiiencial.

Entrada: Cadeias A = ajay...a,, € B=0biby...by,.
Saida: Vetores D% e Vg relativos as cadeias A e B.
1 Para j < 0 até ny faca

1.1 in(0,7) <

2 Para I < 0 até n, faca
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2.1 in(1,0) <0

3 Para [ < 1 até n, faca

3.1 Para j «+ 1 até n; faca

3.1.1 Se a; # bj entao

3.1.1.1 in(l,7) < max(iy(l,7 —1),in(l — 1, 7))
3.1.1.2 in(l,7) < min(iy(I,7 — 1),in(1 —1,4))
3.1.2 Senao

3.1.2.1 in(l,g) < iy(l,7—1)
3.1.2.2 in(ly7) < in(l—1,7)
4 Para j «+ 1 até n; faca

4.1 Va(j) oo

5 DY(0) « 0

6 i+ 1

7 Para j «+ 1 até n; faca

7.1 Se ip(nq,j) = 0 entdo

7.1.1 DY (i) + j

7.1.2 14141

7.2 Senao

7.2.1 Va(in(ne, j)) < J

8 Para [ < i até n, faca

8.1 DY(1) + oo

fim do algoritmo.

Um exemplo dos resultados deste algoritmo pode ser visto na Tabela 4.4, onde os valores de
i € iy sao mostrados para cada vértice do GDAG da Figura 4.1 (pdgina 59). Os resultados na
ultima linha da tabela (referente a ip(ng, 7)) levam corretamente aos resultados mostrados nas
Tabelas 4.2 e 4.3 (pagina 62).

Teorema 4.1 Dadas duas cadeias A e B, de comprimento n, e ny, respectivamente, € possivel
resolver (seqiiencialmente) o problema ALCS para A e B em tempo O(ngny) e espago O(ny) (ou
O(nqnp) se a recuperacdo posterior dos melhores caminhos for necessdria).

Prova. O tempo de execucao é claramente definido pelos lacos aninhados nas linhas 3 e 3.1,
sendo O(ngny). No caso em que apenas as distdncias sdo importantes, pode-se desprezar os
valores de i,(l,7) ap6s a linha [ 4+ 1 ser processada. Assim, para utilizar os valores i(l,7) é
necessario espago O(ny). O valor de i,(l, j) sé precisa ser mantido para o calculo de i,(l, 5 + 1),
logo o espaco necessario para os valores de i,(l,j) é O(1).

Para armazenar as respostas nos vetores D% (espaco O(n,)) e Vi (espago O(ny)) seria ne-
cessdrio espago O(n, + np). Na verdade, DY pode ser armazenado em espago O(ny), pois se
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J

bj
0123 [4[5][6]7][8]9 ] 10]11]12]13
y X X y Z X y Z X y X Z X
0 N N N N N - - - - - - - N I
— 1|23 4|56 |7|8]9]10]11]12]13
Ty| O 1|11 4447 ]| 7] 7][10[10][10]10
—Jo 2|31 |5|6|4]|8[9]7|11]12]13
2x [ 0|0 |2 |3 |1 ][1]6|4|4]9]7|[11]11]13
—Jojo|2|3 5|1 |6]|8|4a]9]|7 12|11
3x [0 0|0 |2 |2 2111|4477 11
—Jojojo |3 |5 |2|6|8|1]9]412|7
lay[4y | 0000 |3 [3[2][6]6]1]|9]|4]|4]4
—Jojojojo|5|3|2]|8|6|1]9]12|7
5200|0005 |3]|2]|8]6]1][1][12]7
—Jojofojo|o|5|3]|2[8]6]9]|1]12
6y[0]0 0|00 0|03 [2]|2]6]6]1]1
—Jojofojo|lo|5|0|3|8]2]9]6]12
72 0]0]0]0]0|0]0]0|[3[3[2[2]6]6
ojojoflo|lo|5]o0o]o|8]3]9]|2]|12
8x [ 0|0|0]0][0][0[5]0]0]|8][3]9]2]12
—Jojojojolo|lo|5|0o]o|8|3]9]2

Tabela 4.4: Resultados parciais da execugao do Algoritmo 4.1 para o GDAG da Figura 4.1. Em
cada célula, o nimero de cima representa i,(l,j) e o de baixo i, ([, 7).

ng > np todos os valores de Doc(k) sao infinitos para k > ny. Por simplicidade, consideraremos
que ng < Np.

Caso a recuperacao dos caminhos seja necesséria, o espaco necessdrio sobe para O(ngnp),
para armazenamento dos valores de 71 e io. O

Concluimos assim a apresentacao sobre o algoritmo seqiiencial. Antes da apresentacao do
algoritmo CGM serd mostrada uma estrutura de dados que permite consultas rdpidas aos com-
ponentes de Dg e tem tamanho inferior ao de Dg.

4.3 Estrutura Compacta para Armazenamento de D

Até o momento estamos considerando duas possiveis representacoes para a matriz D¢g. A repre-
sentagao “direta” apresenta muita redundancia e portanto ocupa muito espago (O(ngn;)), mas
dados os valores de i e k a obten¢io de D¢ (i, k) pode ser feita em tempo O(1). J4 a representaciao
“incremental”, feita através dos vetores D% e Vi, ocupa apenas espago O(n,) mas nao permite
uma consulta rapida aos valores de Dg.
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012 s—1

Loc'

DRg

Figura 4.4: Armazenamento dos dados de DiG em DRg.

Nesta secao apresentamos uma estrutura de dados eficiente para o armazenamento de Dg.
Esta estrutura ocupa espago O (\/n_anb), permite consultas (apenas para leitura) em tempo O(1)
e sua construcao pode ser feita com base em DOG e Vg em tempo O (\/n_anb) Esta estrutura é
essencial para o algoritmo CGM que serd apresentado mais & frente.

Um dos principais parametros de construcio desta estrutura é [v/n, + 1|, que passaremos a
chamar s.

Os dados de D¢ sao distribuidos em um vetor DR (D reduzido de G) de tamanho O(nps).
Consideremos primeiro uma tnica linha de Dg. DE (0 <4 < ny) tem tamanho n, + 1. Ela é
dividida em s subvetores, todos de tamanho s com a possivel excecao do tltimo. Estes vetores
sao armazenados em locais separados de DR, sendo necessdrio um vetor adicional de tamanho
s para indicar onde estd cada subvetor. Chamaremos este vetor adicional de Loc. A matriz
(np+1) x s formada por todos os vetores Loc' (um para cada DY) serd chamada Loc. Os indices
de Loc comecam em 0. Esta estrutura é mostrada na Figura 4.4.

A estrutura completa inclui o vetor DR e a matriz Loc. Antes de prosseguirmos na des-
cri¢ao, provamos o seguinte lema com base no que ja foi apresentado:

Lema 4.2 Através de DR e Loc pode-se obter qualquer componente de Dg em tempo O(1).

Prova. Para localizar um componente D¢ (i, k) na estrutura, primeiro é calculado em que
subvetor de Dg estd o componente. E f4cil notar que a posicao inicial deste subvetor em DR é
dada por Loc(i, |k/s|). Acrescentando o deslocamento (k mod s) para encontrar o componente
dentro do subvetor fica claro que D¢ (i, k) = DRg(Loc(i, |k/s|) + k mod s). Todas as operagoes
indicadas podem ser feitas em tempo constante. O

Descrevemos agora a construcao de DRg e Loc. A linha D% ¢ a primeira a ser incluida em
DRg. Cada subvetor de comprimento s de D% é alocado em um trecho de DR de comprimento
2s, sendo que o espaco extra é usado para as préximas linhas de Dg. Assim, o vetor Loc® é
prenchido com valores miultiplos de 2s e cada subvetor de D% ¢é seguido por um espago vago de
tamanho s.

A construcao da estrutura é feita de forma incremental, incluindo-se os dados de uma linha
de D¢ por vez. O que possibilita que DR contenha todos os dados de D¢ ocupando apenas
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espaco O(nys) é o fato de que os subvetores de diferentes linhas de D podem se sobrepor. Se
os dados da linha DiG ja foram incluidos, a inclusdo dos dados de Dgrl é feita aproveitando-se
boa parte dos dados ja presentes na estrutura.
Como ja mostrado na Propriedade 4.3 e na Definicdo 4.3, a dnica diferenca entre as linhas
Le DZ'GJrl é que Dgl ndo possui o valor D% (0) = i mas pode possuir um valor que nio pertence
a Dg, dado por Vg (i 4+ 1). A construgao da representagao de DZH pode ser assim esbocada:

1. Determina-se em qual dos s subvetores de D%, o componente V(i + 1) deve ser inserido.
Seja v o indice deste subvetor.

2. Determina-se em qual posicio deste subvetor deve ser inserido V(i + 1).

3. Todos os subvetores de Dgfl de indice superior a v sdo iguais aos de Dé, nao havendo
necessidade de reescrevé-los em DR¢. Basta fazer Loc(i+ 1,7) = Loc(i, j) para v < j < .

4. Todos os subvetores de Dgl de indice inferior a v sao iguais aos de DiG, a menos de um
deslocamento para a esquerda e pela inclusao de um novo componente & direita (justamente
aquele que foi “jogado para fora” do subvetor seguinte). A maneira mais simples de deslocar
os subvetores para a esquerda é fazer Loc(i + 1,j) = Loc(i,j) + 1 para 0 < j < v. O
componente novo de cada subvetor pode ser escrito logo & direita do subvetor, desde que
haja espaco vago para isto em DRg. Os detalhes desta operacao serao mostrados mais a
frente.

5. O préprio subvetor de indice v sofre modificacoes maiores, de forma que um novo subvetor
deve ser alocado em DR, ji com a inclusdo de V(i + 1). Loc(i + 1,v) indica a posiciao
deste novo subvetor.

Este procedimento é ilustrado na Figura 4.5.

A cada vez que uma nova linha é incluida em DRg um espaco vago de tamanho entre 0 e
s é deixado apds cada um dos s subvetores. Na inclusao da linha seguinte parte deste espaco
pode ser ocupada, o que significa que poderd haver menos espaco vago apds os subvetores da
nova linha. Eventualmente, o procedimento descrito anteriormente nao ird funcionar por falta de
espaco para realizacdo do passo 4. Quando isto acontece, um espaco inteiramente novo precisa
ser alocado em DRg.

Assim sendo, na inclusao de DZG"'1 ha dois casos em que o algoritmo de construciao requer a
alocacao de um novo espaco e a cépia de um subvetor inteiro:

1. O subvetor é aquele que deve conter Vi (i+ 1). Ele deve ser copiado para uma nova regiao,
ja com Vg (i + 1) inserido.

2. Nao é possivel fazer o deslocamento para a esquerda de um subvetor de DE por falta de
espaco para a inclusao do componente extra no final. O subvetor correspondente de DZG"'1
é copiado, ji deslocado e com o componente extra, em uma nova regiao.
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012 s—1

Loct

DRg

Loc™t!

012 s—1

Figura 4.5: Inclusao de Dg"l em DRg a partir dos dados referentes a DE. Neste exemplo, o
componente Vi (i+1) deve ser inserido no subvetor de indice 2. As 4dreas mais escuras representam
os dados escritos em DR nesta etapa. As setas tracejadas indicam cépias de dados.

258 2js+1 2(j +1)s

Parte A Parte B

Figura 4.6: Unidade de alocagdo em DRg. A parte A (tamanho s) é preenchida com dados
copiados logo que a unidade é alocada. A parte B (também de tamanho s) é preenchida item
por item quando novas linhas de D¢ sao incluidas. Quando cheia, a parte B é copiada na parte
A de uma nova unidade de alocacao.

Toda nova regiao alocada tem tamanho 2s, sendo que o subvetor copiado nela ocupa apenas
as s primeiras posigoes. O espaco vago adicional é aproveitado nas préximas inclusoes de linhas.
Cada nova linha pode requerer uma nova casa neste espaco vago, e quando a préxima casa a ser
ocupada tiver indice multiplo de 2s sabe-se que o espaco vago estd esgotado. Este esquema de
alocacao é mostrado na Figura 4.6.

O Algoritmo 4.2 contém a descricdo completa da construcao da estrutura. Neste algoritmo,
a varidvel novo indica o préximo trecho de comprimento 2s que estd vago para alocacdo em

DRe.

Algoritmo 4.2: Construgao da Representacao Compacta de Dqg.
Entrada: Vetores D% e Va.
Saida: Vetor DR e matriz Loc.
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1 novo 0
2 (* Inclui os dados de DY, na estrutura *)
Para v + 0 até s — 1 faga
2.1 Loc® (v) < nowo
2.2 (* Inclui os dados do subvetor de indice v *)
Para k < vs até min{ng, (v + 1)s — 1} faca
2.2.1 DR¢(Loc® (v) + k — vs) < DX(k)
2.3 novo < novo + 2s
3 (* Inclui as demais linhas de Dg *)
Para i <+ 0 até n, — 1 faga
3.1 (* Encontra o subvetor que deve conter V(i + 1) *)
v 1%i35{j‘j =5 ou DRg(Loc'(j)) > V(i +1)} — 1
3.2 (* Encontra a posigao de inser¢ao de V(i + 1) no subvetor *)
r < max {j|DRq(Loc' (v) + j) < V(i + 1)}
1<5<s
3.3 (* aloca novo subvetor *)
Loc™ (v) « nowo
3.4 (* transfere os dados anteriores a r, deslocando-os para a esquerda *)
Para j < 0 até r — 1 faca
3.4.1 DRg(novo + j) < DRg(Loc'(v) +j + 1)
3.5 (* Insere V(i + 1) *)
DRg(novo +r) « Vg(i + 1)
3.6 (* transfere os dados posteriores a r *)
Para j < r+1 até s — 1 faca
3.6.1 DR¢(novo + 5) < DRg(Loc! (v) + 5)
3.7 novo < novo + 28
3.8 (* compartilha subvetores de D%, e D5 acima de v *)
Para j < v+ 1 até s — 1 faga
3.8.1 Loc™ 1 (v) « Loc' (v)
3.9 (* abaixo de v, compartilha subvetores se possivel *)
Para j < 0 até v — 1 faca
3.9.1 (* verifica se o espago vago apos o subvetor acabou *)
Se Loc'(j) +s =0 (mod 2s) entio
3.9.1.1 (* aloca novo vetor e copia dados, deslocando para a esquerda *)
Loc™(5) < novo
3.9.1.2 Para t < 0 até s — 2
3.9.1.2.1 DR (novo + t) < DRg(Loc'(j) +t+1)
3.9.1.3 novo < novo + 2s

3.9.2 Senao
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3.9.2.1 Loc't1(j) + Loc'(j) + 1

3.9.3 (* copia o primeiro dado do subvetor seguinte no final deste subvetor *)
DR (Loct1(j) + s — 1) < DRg(Loc'(5))

fim do algoritmo.

Lema 4.3 A partir de D% e Vo, uma representacao de Dg baseada em DRg e Loc pode ser
construida em tempo O(nps) ocupando espago O(nys).

Prova. Como hé ny + 1 linhas em D¢ e cada uma requer espaco s em Loc, fica claro que Loc
ocupa espago O(nps). Vamos nos preocupar apenas com o espago ocupado em DRg.

A informagio contida em DY, é processada no passo 2 em tempo O(s?) e ocupa espago O(s?).
A seguir, o lago do passo 3 inclui os dados de cada linha adicional de D¢ em ny iteragoes. Resta
provar que em média cada iteracio acrescenta apenas O(s) dados a DR e executa em tempo
O(s). Vamos analisar cada comando deste lago.

Os passos 3.1 e 3.2 podem ser realizados com busca bindria em tempo O(logs). Os pas-
sos 3.3 a 3.6 envolvem apenas lacos que executam O(s) iteracoes de tempo constante, portanto
consomem tempo O(s). Uma nova unidade de alocacao de tamanho 2s é alocada e s dados sao
copiados. O passo 3.8 executa em tempo O(s) e ndo acrescenta novos dados a DRg.

A andlise do passo 3.9 é um pouco diferente. Na verdade, os lacos das linhas 3.9 e 3.9.1.2
juntos podem precisar de tempo e espaco maior do que O(s). Isto pode ocorrer se vdrios
subvetores ficarem sem espac¢o vago ao mesmo tempo.

Procedemos entao com uma andlise amortizada. Sempre que é preciso copiar um subvetor
em outro no passo 3.9.1.2, a cépia é feita a partir da Parte B de uma unidade de alocacao para
a Parte A de uma unidade de alocagao recém alocada (ver Figura 4.6). Se o custo da cdpia
de cada item for contabilizado “com antecedéncia” no momento em que o item for escrito pela
primeira vez na Parte B (no passo 3.9.3), podemos considerar nulo o custo do passo 3.9.1.2. Por
outro lado, o passo 3.9.3 deve ter custo dobrado, mas isto nio altera a andlise. Assim, o tempo
(amortizado) do passo 3.9 é O(s). A quantidade (amortizada) de dados acrescentados é também

O(s).

Assim, todos os passos no interior do lago 3 requerem tempo e espago O(s). O lago inteiro
requer tempo e espago O(nys), o que conclui a andlise. O

Algumas melhorias podem ser feitas no Algoritmo 4.2. Por exemplo, o caso em que Vg (i+1) =
oo pode ser tratado de maneira diferenciada. No entanto, como estas melhorias nao alteram os
resultados da andlise realizada, elas foram ignoradas por simplicidade.

Os resultados desta secao podem ser resumidos no seguinte teorema, cuja veracidade é con-
sequéncia dos Lemas 4.2 e 4.3:

Teorema 4.4 Sendo G o GDAG do problema ALCS para as cadeias A e B, a partir de Dg
e Vo € possivel reconstruir uma representacao de Dg em tempo e espaco O (,/nanb) tal que
qualquer valor de Dg pode ser lido em tempo O(1).
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G G G G
Py

P - P

P,

P — Py
P

P, — P
Py

P — P
Ps

P — P
Ps

Ps — Py
Py

P - Ry
Py

Figura 4.7: Unido de solugdes parciais do ALCS, com p = 8. Em cada faixa do GDAG G estao
indicados os processadores usados na solu¢ao do ALCS da faixa.

4.4 1Idéia Basica do Algoritmo CGM para o Problema ALCS

Ao longo desta secao serda mostrado um algoritmo paralelo CGM para o problema ALCS. Com
p processadores, o algoritmo requer tempo O(%) e O(C'logp) rodadas de comunicacao, sendo

que em cada rodada cada processador envia/recebe O(napl/c + nyp) dados. Nesta expressoes,
C' é uma constante inteira (maior do que 0) a ser escolhida. A complexidade de tempo para
este algoritmo é adequada para o seu uso na solu¢ao do problema LCS, mais simples. Vamos
supor, por simplicidade e sem prejuizo para as andlises de complexidade que se seguirao, que n,
¢ multiplo de p e p é uma poténcia de 2.

O algoritmo envolve a divisdo da cadeia A em p subcadeias de tamanho 2¢ que nao se

sobrepoem. Para 1 <t < p, o processador P, resolve seqiiencialmente o problema ALCS para as
nat/p

na(t=1)/p+1
obtendo-se p GDAGs de %“ + 1 linhas. Duas faixas contiguas compartilham uma linha.

cadeias A e B. O GDAG do problema original é dividido horizontalmente em faixas,

O algoritmo seqiiencial usado nesta etapa inicial é mostrado na Secao 4.2. O tempo ne-
cessario para os p processadores resolverem todos os subproblemas em paralelo é O (%),

como mostrado no Teorema 4.1.

Em seguida sao realizadas logp rodadas de uniao, em que pares de solugoes parciais (para
duas faixas vizinhas) sdo reunidas em uma tnica solucdo para a unido das duas faixas. A cada
etapa de uniao, o numero de processadores associados a cada faixa dobra. Apds estas logp

7

rodadas temos a solucao para o problema original. O tempo total de todas estas rodadas é
@) (nb,/na (1 =+ logﬁ)), como serd mostrado na Secao 4.6. A Figura 4.7 ilustra o processo de

uniao.
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A parte mais complexa do algoritmo envolve o processo de uniao de duas faixas. Este processo
serd explicado na Secao 4.5.

4.5 Uniao de Solucoes Parciais

Nesta secdo iremos estudar o processo de solugao do ALCS para duas cadeias A2™ e B, de
comprimento 2m e n = n; respectivamente, a partir das solugoes do ALCS para A" e B e para
A%l"}i_l e B. O GDAG relativo ao primeiro subproblema sera denominado S (superior) e o relativo
ao segundo problema serd I (inferior). O GDAG formado pela unido destes dois GDAGs (pela
fusdo das linhas Fs e T7) serd denominado U.

Naturalmente, todas as propriedades ja descritas para o GDAG G se aplicam a estes GDAGs
parciais. A notacdo ji introduzida para G serd adaptada para estes GDAGs nas descricoes
seguintes.

Como explicado na Se¢éo 4.1, os dados relacionados a um GDAG G podem ser armazenados
em espaco reduzido usando os vetores D% e V. Assim, no inicio do processo de uniao as solugoes
para os subproblemas estarao disponiveis nos vetores Dg, D? (com indices entre 0 e m), Vg e
Vr (com indices entre 1 e n).

Um total de q processadores estarao envolvidos na determinacao de D?J (indices de 0 a 2m)
e Vi (indices de 1 a n). Assim, os parametros para andlise do processo de unido sdo m, n e
q. Por simplicidade, vamos supor que m < n. Se m > n, as linhas de Dg e D; apresentariam
oo em todas as posicoes superiores a n, o que poderia ser usado para limitar o tempo e espaco
utilizados no processo de uniao.

Como mostrado na Secao 4.3, é possivel acessar qualquer dado de Dg ou Dj em tempo
constante, se for construida (em tempo e espago O (/mn)) uma estrutura de dados prépria para
isto. Vamos entao considerar que Dg e D estao disponiveis para acesso rapido.

4.5.1 Principio Béasico do Processo de Uniao de Solugoes

O principio bésico usado aqui é o mesmo que foi usado em [32]. Para cada i, 0 < i < n, resolve-se
o subproblema de determinar D; a partir dos dados disponiveis.

Relembrando, D¢ (k) = Dy (i, k) representa o menor valor de j tal que Cy (i, j), o peso total
do melhor caminho entre Ty (i) (vértice i do topo do GDAG U) e Fy(j) (vértice j do fundo
do GDAG U), é k. Todos os caminhos a partir de Ty7(i) = Ts(i) até Fy(j) = Fr(j) tém que
cruzar a fronteira comum Fg = T7 em algum vértice e o peso total do caminho é a soma dos
pesos dos trechos em S e em I. Assim, se estamos interessados em determinar Dy (i, k) é preciso
considerar caminhos que atravessam S com peso total [ e depois atravessam I com peso total
k — 1, para todo [ entre 0 e m inclusive.

Fixando um determinado valor de I, o menor valor de j tal que hd um caminho de Ty (i) a
Fy(7) com pesol em S e peso k—1 em I é dado por D;(Dg(i,1),k—1), pois Dg(i,1) é o primeiro
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vértice na fronteira que estd a uma distancia [ de Ty (i) e Dy(Dg(i,1),k —1) é o primeiro vértice
que estd a uma distancia k—1 do vértice na fronteira. As propriedades 4.2 justificam esta escolha.

Pelas consideracoes anteriores temos entao que:

Dy (i,k) = min {Dy(Dg(i 1),k —1)}. (4.1)
0<I<m
Deve-se observar que se mantivermos 4 fixo e variarmos k, as linhas de D; utilizadas sao
sempre as mesmas. A variacdo de k faz mudar apenas o componente que deve ser consultado
em cada linha.

Para cada linha de D; consultada toma-se um componente diferente, devido ao termo —I.
Este “deslocamento” sugere a seguinte definicao:

Definigao 4.7 (Desl[l,W,c]) Dado um vetor W de comprimento s+ 1 (indices de 0 a s), para
qualquer ] (0 <1 < c—s) define-se Desl[l, W, c|] como sendo o vetor de comprimento c+1 (indices
de 0 a c) tal que:

o0 se0<i<l
Desl[l,W,c|(i) = ¢ W(i+1) sel<i<s+]l
oo ses+l<i<e

Em outras palavras, Desl[l, W, c] é o vetor W deslocado para a direita | posi¢oes e completado
com oo.

Com base nesta definicio podemos reescrever a Equacao 4.1:

Dy (i, k) = min {Desi[DPSOD 1 2m)(k)} (4.2)
0<I<m
Tomando todas as linhas relativas a um certo valor de ¢ podemos, através das definicoes a

seguir, montar uma matriz que servird para encontrar todos os componentes de Dy;.

Definigao 4.8 (Diag[W, M, 1y]) Seja W um wvetor (indice inicial 0) de mimeros inteiros em
ordem crescente tal que os m' + 1 primeiros componentes sdio finitos e W(m') < n. Seja M uma
matriz (n + 1) X (m + 1) (indices iniciais 0). Diag[W, M,ly] é uma matriz (m' +1) x (2m + 1)
tal que a sua linha de indice l € Desl[MW(l),l + 1y, 2m)].

Diag[W, M, ly] tem suas linhas copiadas a partir de uma matriz M. A selecao de quais linhas
sao copiadas é feita pelo vetor W. Cada linha copiada é deslocada uma coluna para a direita
em relacdo a linha anterior. O deslocamento da primeira linha copiada é indicado por ly. A
Figura 4.8 ilustra esta construcao.

Definigao 4.9 (MD]i]) Seja U um GDAG para o problema ALCS, formado pela unidgo dos
GDAGs S (superior) e I (inferior). Entio MDIU,i] = Diag[D%, Dy,0]. Estando U claro no
contexto, usaremos apenas a notagao MD]i].
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Figura 4.8: Construcao de Diag[W, M, ).

k
0| 1|23 |45 |6|7]8]9]10]11-16
MD2](0,k) | 2 | 3 | 45|68 ]9 |13|o0|oc|oo]|
MD2](1,k) | oo | 3 | 4 | 5 6|89 |11]13] o |oo| oo
MD[2)(2,k) |00 | oo | 4 | 5 | 6 | 8] 9 |11]13| o |0 | oo
MDI[2](3,k) oo oo oo | 5 | 6 | 7| 8|9 |11]|13]c0]| o
MDI[2](4,k) | oo o0 |0 |00 | 6 | 7| 8|9 |11 |13 ] 0| o
MDI[2](5,k) | oo |00 |00 |00 |00 | 8 | 9 |10 |11 |13 ]| 0| oo
MD[2](6,k) | oo |00 |00 | o0 |oo|oo| 9 |10 |11 ]12]13 | oo
MD2)(7,k) | oo | 00 |00 |00 | oo | oo oo |13 |o0]|oc|o0| o0

Tabela 4.5: MD[2] considerando um GDAG formado pela uniao de dois GDAGs iguais ao da
Figura 4.1.

Como exemplo, supondo que um GDAG U fosse formado por duas cépias do GDAG da
Figura 4.1, Dg e Dy seriam iguais e dadas pela Tabela 4.2. MD]2] teria suas linhas definidas
por D? = (2,3,4,5,6,8,9,13,00) e sua estrutura completa seria a apresentada na Tabela 4.5.
Note que nio hi linha definida a partir de Dy(2,8) = co.

Pelas defini¢des anteriores, resolvendo-se o Problema dos Minimos das Colunas em MD]i]
encontra-se Dj;. Mais exatamente, relembrando que Cmin[M] é o vetor de minimos das colunas
da matriz M (Defini¢do 2.1, pdgina 21), temos:

Di (k) = Cmin[MDIi]](k) (4.3)

Continuando o exemplo da Tabela 4.5, o vetor D seria (2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13, c0).

Na Secao 2.3 o Problema dos Minimos das Colunas foi abordado para a classe das matrizes
totalmente monotoénicas. O Teorema 4.5, enunciado mais & frente, indica que os resultados 14
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apresentados podem ser aplicados aqui. No entanto, antes de enunciar este teorema é preciso
definir como fazer comparagoes entre componentes infinitos de MDJ[i] e estudar como estes
componentes estao dispostos na matriz.

Observagao 4.1 Dados dois componentes infinitos de uma coluna j de MDIi|, MDIi|(l1,7) e
MD1i](ls,7), sendo Iy < lg, considera-se que MDIi](l1,7) > MD]Ji](l2,j) se e somente se ly < j
(ou seja, os dois componentes estao sobre a diagonal principal). Caso contrdrio, considera-se
gue MDIi(1,§) < MDi\(1>,).

Observagao 4.2 Como todas as linhas de Dy tém o primeiro componente finito (mais preci-
samente Dy(k,0) = k), toda a diagonal principal de MDIi] é finita. Por construgdo, todos os
componentes abaizo desta diagonal principal sao infinitos. Além disso, os componentes finitos
de qualquer linha de MD[i] ocupam posi¢ées adjacentes, podendo haver componentes infinitos a
esquerda e a direita.

Teorema 4.5 Fazendo comparagoes de acordo com a Observagao 4.1, a matriz MDIi| € total-
mente monotonica.

Prova. E preciso provar que toda submatriz 2 x 2 de MD[i] é monoténica, ou seja, que para
quaisquer [y < lg e j1 < j2, se MDJi|(l3,71) < MDIi](l1,71) entdo MDIi|(l3, j2) < MDIi|(l1,j2)-

Vamos estudar o caso em que jo = j; + 1 (usando duas colunas adjacentes em MDJi]). O
caso mais geral pode ser facilmente provado indutivamente a partir deste caso.

Vamos supor inicialmente que todos os componentes envolvidos na submatriz sao finitos.
Sejam vy = Dg(i,11) e vo9 = Dg(i,13). Pela Propriedade 4.2(1) temos que v; < vo. Usando as
definicoes 4.7 e 4.9, a implicacdo que precisamos provar torna-se entao

Di(ve, 51 —l2) < Dr(vi,j1 —li) = Dr(ve, 51 —la +1) < Dr(vi, 1 — i +1) .

Supondo que Dp (v, j1 —l2) < Dr(v1,j1 — 1) e lembrando que todos os componentes de D}?
sao maiores que ou iguais a vy (decorre de imediato da defini¢ao) temos que Dy(vy, 51 —11) > va.
Assim sendo, a Propriedade 4.2(3) garante que ¢ = Dy(v1, j1 — l1) é componente comum a D7
e D72,

I

Deve-se observar que a Propriedade 4.2(1) indica que D}? é crescente, logo nao deve haver em
D7? nenhum componente com valor entre os componentes adjacentes Dy(ve, j1 —l2) e Dr(va, j1 —
la+1). Como Dj(ve,j1 —1l2) <t é preciso ter Dj(vy, j1 —lo+1) < t. Como t < Dy(vy,j51 —11 +1)
(novamente pela Propriedade 4.2(1)), concluimos que Dj(vy, 71 —lo + 1) < Dy(vi,51 — 11 + 1)
como esperado. A Figura 4.9 ilustra esta demonstracao.

Para estudar os casos em que ha pelo menos um componente infinito na submatriz, utilizamos
as observacoes 4.1 e 4.2. Considerando os 4 componentes da submatriz, ha ao todo 16 possiveis
colocagoes de componentes infinitos. Eliminamos o caso (ja estudado) em que ndo hi compo-
nentes infinitos. Eliminamos também os casos em que a submatriz é claramente monotonica.
Restam entao os seguintes casos:
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U1 (%]

Ty

Di(va,j1 —lo+1) Di(vi,j1 — i +1)

Di(va, j1 — I2) Dr(vi, 51 —Ir)

Fy

Figura 4.9: Demonstragado de monotonicidade de submatriz 2 x 2 de MD[i] quando todos os
componentes sdo finitos. A figura ilustra o GDAG I apenas. O trecho marcado em Ff estd
compreendido entre dois componentes adjacentes de D}?, o que impede que nele exista um
ponto de quebra para qualquer vértice anterior a vo.

PRI T N R R
(A) (B) (©) (D) (E) (F)

Pela Observagio 4.2 os casos (A) e (B) nao podem acontecer. O caso (C) s6 pode acontecer se
a segunda coluna da submatriz contiver componentes acima da diagonal principal de MD[i], logo
o minimo da segunda coluna estd na segunda linha (Observacao 4.1) e a submatriz é monotonica.

Os casos seguintes também envolvem a Observagdo 4.1. Nos casos (D) e (E) a primeira
coluna contém componentes que estavam abaixo da diagonal principal de MDJi], logo o minimo
desta coluna estd na primeira linha e a submatriz é monotonica (na verdade, o caso (E) nao
é possivel quando consideramos apenas submatrizes tomadas de colunas adjacentes de MDIi]).
No caso (F) a submatriz é monoténica porque se a primeira coluna contiver componentes que
estao acima da diagonal principal de MD[i] o mesmo acontecerd com a segunda coluna.

Assim, todas as possiveis submatrizes 2 x 2 de MD[i] foram consideradas: as tomadas de
colunas adjacentes foram verificadas diretamente e pode-se provar que as demais sao monotonicas
por inducao finita. O

Dado que todas as matrizes MDJ[i] sdo totalmente monotonicas, o problema da unido de
GDAGs pode ser resolvido através da busca pelo minimo das colunas em todas elas. O Al-
goritmo 2.5 permite que estas buscas sejam feitas em tempo O(m) para cada uma das n + 1
matrizes (pois as matrizes tém altura m), totalizando tempo O(nm). Isto nao é bom o bastante.

Para resolver o problema da unido em tempo menor é preciso observar que, dadas as seme-
lhancas entre vetores adjacentes de Dg, matrizes MD[i] para valores préximos de i sao também
muito semelhantes. Isto serd explorado a seguir.
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4.5.2 Eliminacao de Redundancias entre Subproblemas

Ainda explorando as técnicas apresentadas em [32], usamos o fato de que um conjunto de r + 1
linhas adjacentes de D¢ sao r-variantes: é possivel obter uma linha a partir de outra através
de no maximo 7 insercoes e r remocoes de componentes. Mais importante: com r linhas de
comprimento m ¢ possivel determinar um vetor de componentes comuns de tamanho m — r,
que chamaremos simplesmente de vetor comum. Usaremos a notacao Dg?’r para indicar o vetor
comum as linhas entre Dg) e Dg"’r (inclusive) para um GDAG G qualquer.

Pela Propriedade 4.2(3), todos os componentes de um vetor Dg? estarao presentes no vetor
DiGO"'T, menos os que sao menores do que ig+r. Por exemplo, usando dados da Tabela 4.2, temos
que os componentes comuns a D% = (0,1,2,3,4,5,6,8,9) e D% = (6,7,8,9,11,13, 00, 00, oc) sdo
6, 8 e 9 (os ultimos de DY). Usando matrizes maiores e valores de r significativamente inferiores
a m, o nimero de componentes comuns torna-se préoximo de m. Em [32] usa-se r = logZm e
r = log* m em dois algoritmos distintos. O valor usado neste trabalho é r = [/m].

Pela Propriedade 4.2(4), todos os componentes presentes em ambos os vetores DZ'G0 e Dgﬁr
estarao presentes também nos vetores Dy, para ig < ¢ < ig + 7. Temos entao uma forma simples
de determinar o vetor comum para o grupo de linhas: basta consultar a matriz D¢ e ler todos
0s componentes de Dgi, descartando os que forem menores do que ig + . Esta copia leva tempo
O(m). Desta forma, no exemplo anterior teremos Dg)’r = (6,8,9).

Além disso, é importante determinar quais componentes sao adjacentes em todos os vetores,
formando “trechos indivisiveis” que chamaremos trechos comuns. No exemplo anterior, os trechos
comuns de D& sao (6,8) e (9).

Esta determinagao pode ser feita com base nos dados do vetor V. De Vg (ig+1) até Vg (ig+7)
temos todos os componentes que nao aparecem no vetor comum e podem dividi-lo (Note que
os componentes removidos de Dg) também nao aparecem no vetor comum mas estao todos “a
esquerda” dele). Determinamos as divisoes entre os trechos procurando o ponto de insercao de
cada um dos componentes de Vg, em tempo O(log m) por componente ou O(r logm) no total.

;. e~ ; - 10,7
Com r possiveis pontos de divisdo, fica claro que haverd no maximo r + 1 trechos em D 3"

Estes trechos serdo numerados de 0 a r e o trecho ¢ serd denominado D" [¢].

Estas operacoes de extracao de vetor comum e determinacao de trechos comuns sera aplicada
a matriz Dg em cada etapa de unido do algoritmo. As linhas de D? a Dg‘)” norteiam a
construcao das matrizes de MD[ig] a MD[iy + r] e, como ji foi mencionado, as semelhangas
entre linhas préximas em Dg levam a semelhancas entre matrizes MD[i] para valores préximos
de i. O vetor comum Dg?’r contém indices das linhas de D; que estarao presentes em todas as
matrizes de MD[ig] a MD[iy + r]. Cada trecho D?’r [t] indica um conjunto de linhas de D; que
serao usadas em linhas adjacentes em todas estas matrizes.

Consideremos um trecho comum D?’r[t}, 0 <t < r. Todas as matrizes de MD[i] com
io <1 < ip+ r conterdao Dz’ag[DgO’r [t], D1,1;4] como um conjunto de linhas contiguas a partir da
linha /; ;, sendo que [;; varia de matriz para matriz e de bloco para bloco. Isto é ilustrado na
Figura 4.10.
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MDIU, i) MDIU, iq + 7]
blocol
blocol
oco o0 bloco2 o0
bloco2
bloco3
e bloco3 e oo
blocod bloco4

Figura 4.10: Estrutura das matrizes MDJiy] e MD[ig+ ], destacando r blocos comuns (no caso,
r = 3). Estes blocos estao presentes também nas matrizes entre MDJio] e MD[ip + 7].

Estes blocos comuns cobrem a maior parte das matrizes MD[i] quando r < m. Como em cada
matriz serd necessario resolver o Problema dos Minimos das Colunas, determinar previamente
os minimos das colunas dos blocos comuns deve evitar o processamento repetido destes blocos.
Temos entdo a seguinte definicao:

Definigao 4.10 (ContBl[ig,,t])

ContBl[ig, r, 1] = Cmin[Diag[D'9""[t], Dr, 0]]

Em outras palavras, ContBlig,r,t] é um vetor que contém os minimos das colunas do bloco
t, comum as matrizes MD[ig] a MDl[ig + r].

A determinacdo dos minimos das colunas dos blocos serd coberta na Se¢io 4.5.3.

Lembramos entao a definigao da operagao de contragées de linhas (Definigao 2.5, pagina 30).
Se para cada matriz MD[i] realizarmos sucessivas contra¢oes de linhas, uma para cada um dos
blocos comuns, o resultado serd uma matriz que chamaremos ContMD][i], também totalmente
monotonica e tal que Cmin[MD]i]] = Cmin[ContMD]i]]. Este resultado se deve ao Teorema 2.10.

Os blocos comuns aparecem nas diversas matrizes MD[i] em posicoes diferentes, mas o
resultado da busca pelos minimos das colunas destes blocos pode ser aproveitada em todas
as matrizes. Mais exatamente, se o bloco comum ¢ aparece a partir da linha /;; da matriz
MDJi], a contragao deste bloco nesta matriz é feita pela simples substitui¢ao do bloco pelo ve-
tor Desl[l;;, ContBl[ig,r,t],2m]. A forma pela qual esta substituicao é realizada é mostrada na
Secao 4.5.4.

Cada matriz ContMD]i] conterd, além das r + 1 linhas provenientes da contragio dos blocos
comuns, no maximo r linhas adicionais. Como ja comentado, 7 = [\/m] e portanto a contracao
das matrizes reduz a altura destas a O(y/m). O beneficio de se operar sobre r + 1 = [{/m] + 1
matrizes de altura reduzida compensa o custo adicional de operar inicialmente sobre os blocos
comuns.

As secoes seguintes irdo detalhar e analisar cada passo do procedimento.
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4.5.3 Determinagao dos Minimos das Colunas dos Blocos Comuns

Nesta secao abordamos o problema da determinacao dos vetores ContBl[ig,r,t], 0 <t < r. Cada
um destes vetores contém a solugao para o Problema dos Minimos das Colunas de uma matriz
Diag[D$""[t], D1, 0]. Cada matriz tem largura ©(m) e a soma das alturas de todas elas é O(m)
(o comprimento do vetor comum Dé?’r).

Como j4 foi comentado, os r + 1 trechos comuns de quo’r podem ser determinados em tempo
O(m). Chamaremos m; o comprimento do trecho comum ¢, que define a altura da matriz
Diag[D¥" ), D1, 0]

Cada componente de cada trecho determinado pode ser acessado em tempo O(1), assim
como cada componente das matrizes D’ e D, logo podemos considerar que os componentes das
matrizes podem ser acessados (indiretamente) em tempo O(1).

O Algoritmo 2.5 para a resolucdo do Problema dos Minimos das Colunas para matrizes
totalmente monotonicas foi mostrado na Secao 2.3.2. Este algoritmo encontra o vetor de solugoes
para o bloco ¢ em tempo O(m; + m + mylog(m/m;))) (Teorema 2.8). O termo m se deve &
necessidade de tornar explicito o vetor de respostas. Com isto, o tempo para determinacao
de todos os r vetores ContBl[ig,r,t] é ©(mr) = ©(my/m), excessivo para a obten¢ao de uma
aceleracao linear para o problema ALCS.

O Algoritmo 2.5 pode ser adaptado como sugerido na Se¢ao 2.3.2 (Coroldrio 2.9) para montar
uma estrutura de dados que permita a consulta aos minimos das colunas de Diag[ D" [t], Dy, 0]
em tempo O(logm;) = O(logm). O tempo maior para consulta a este minimos é compensado
pelo menor tempo de construcao da estrutura, O(mylog(m/m;)). O tempo para construgao das
estruturas de todas as matrizes é O(m logm).

No final desta construcao, os vetores ContBl[ig,,t] estarao disponiveis para consulta em
tempo O(logm) por componente. O espago utilizado para constru¢do e manutencio de todos
estes vetores é O(mlogm) (Corolario 2.9).

4.5.4 Representagao das Matrizes ContMDYJi]

Uma vez determinados os minimos das colunas dos blocos comuns, procede-se com a deter-
minacao dos minimos das colunas de ContMD][i]. Estes minimos formam a matriz Dy que
queremos determinar.

Para descrever a solucdo destes problemas de minimizagao é preciso descrever inicialmente
como ContMDIi] (ig < i < iy +r) serd representada e acessada. Todas as linhas destas matrizes
ja estao disponiveis, algumas de forma direta (através das linhas de D) outras de forma indireta
(através da representacao dos vetores ContBl[ig,r,t]). Falta especificar como determinar quais
linhas sdo usadas em quais matrizes. Também é preciso especificar o deslocamento para a direita
que cada linha terd na matriz.

Como as matrizes ContMD]i| serao processadas seqiiencialmente, pode-se montar uma es-
trutura capaz de representar apenas uma matriz por vez, modificando-a a cada etapa para
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representar a matriz seguinte. Dois vetores serao usados para isto, ambos de tamanho 2r + 1
(indices de 0 a 2r). O vetor Lin indicard a “fonte” (linha de Dy ou vetor ContBl[ig,r,t]) dos
dados de uma certa linha de ContMD][i]. O vetor Des indicara o quanto esta “fonte” é deslocada
para a direita.

A montagem de ContMDJip], a primeira matriz a ser usada no grupo, é feita diretamente a
partir de D?. Esta linha de Dg é lida item por item e os vetores Lin e Des sao preenchidos
a partir do indice 0. Cada componente de Dgo que ndo faz parte do vetor comum é inserido
na posicao seguinte de Lin, representando uma tnica linha de Dj. Quando um componente
que faz parte do vetor comum é encontrado em quo, ele e todos os demais componentes do
mesmo trecho comum sao substituidos em Lin por uma tunica referéncia ao vetor ContBl[ig, r, ]
correspondente, representando um bloco de linhas ja contraido.

A primeira posigao de Des recebe o valor 0. Para [ > 0, Des(l) recebe Des(l — 1) + 1, caso
o item registrado em Lin(l — 1) seja uma linha simples, ou Des(l — 1) + my, caso seja um bloco
de altura m; contraido.

Esta construgio pode ser feita em tempo O(m). Para consulta a um componente qualquer
ContMDTig|(l, k) procede-se da seguinte maneira: Lin(l) indica a fonte dos dados, um vetor do
qual se obtém o componente de indice k — Des(l). Caso este indice nao possa ser utilizado, o
componente devolvido é oco. O tempo total de acesso é O(1) para linhas simples, O(logm) para
blocos contraidos.

Uma vez utilizada a matriz ContMDTJig] e determinada a linha ng = Cmin[ContMDTig]]|
pode-se prosseguir para as demais matrizes. A modificacdo em Lin e Des para cada matriz
ContMD]Ji], ig < i < ig + r, é feita pela insercdo de Vg(i) em Lin. Todos os componentes
menores do que Vg(i) (incluindo os que representam blocos de linhas com indices menores do
que Vs(1)) sdo deslocados uma posicao para a esquerda. O que estava na posicao 0 é descartado.
As posicoes correspondentes em Des sao decrementadas e a que corresponde a Vg(i) é calculada.
Tudo isso pode ser feito em tempo O(r) = O(y/m).

O espaco adicional para representacdo das matrizes é O(y/m) e o tempo total para manu-
tengao desta representacao ao longo do processamento de r + 1 matrizes é O(m). Passamos
a seguir para o estudo da utilizacdo propriamente dita destas matrizes. De agora em diante,
consideraremos o tempo de acesso a ContMDIi|(l,k) como sendo O(logm), nao considerando
mais os detalhes de implementacao.

4.5.5 Determinacao das linhas iy a ig +r de Dy

A determinacdo da linha Dé? é feita a partir de ContMDJig], usando o Algoritmo 2.5. Esta
determinagao leva tempo O(y/mlogm + m), sendo que o termo m se deve & necessidade de
explicitar todos os componentes de D;}), enquanto que o fator log m se deve ao tempo de acesso
a cada item de ContMD[ig]. Ao longo desta secao, este fator logm ird aparecer em todas as
estimativas de tempo.

Cada uma das linhas seguintes é gerada com base na linha anterior. Devido as Proprieda-
des 4.3, tendo-se Dy, obtém-se D;}H pela remocdo do primeiro componente e insercio de um
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novo componente, V(i + 1), em ordem com os demais. Todos os componentes de Dj; anteriores
a posicao de Vi7(i + 1) sdo deslocados uma casa para a esquerda (o primeiro, como j3 foi dito, é
removido). Os demais componentes se mantém inalterados.

A determinacao de D;}H pode se resumir & determinagao de V(i +1), o que evita a pesquisa
pelo minimo de todas as colunas de ContMDJi + 1]. Se o minimo de uma certa coluna k for
igual a D (k), isto significa que Viy (i + 1) deve ser inserido em uma posigao de {ndice menor do
que k. Se o minimo da coluna k for maior do que Dy (i, k), isto significa que V(i + 1) deve ser
inserido na posicao k ou superior.

Ao todo ha 2m+ 1 colunas em ContMDIi+ 1]. Tomamos entao as colunas de indice miltiplo
de r = [y/m] (exceto a de indice 0) e determinamos os minimos de cada uma delas. Tsto pode
ser feito através do Algoritmo 2.5 para a submatriz ContMD[i + 1](I,k)[k = rs < 2m,s =
1,2,....|2m/r]|]. Esta submatriz tem menos de 2y/m colunas e cerca de y/m linhas, logo o
Algoritmo 2.5 executa em tempo O(y/mlogm).

Comparamos entao os minimos das colunas selecionadas com os componentes de D{, de indice
miiltiplo de r. Sendo sg 0 menor valor de s tal que Dy (i, 7s) é igual ao minimo da coluna rs de
ContMD[i+ 1], sabemos que Vi7(i+ 1) deve estar em uma coluna entre k1 = r(sg—1) e kg = 5o,
inclusive. Caso nao exista tal sg, Vi7(i+1) estard em uma coluna entre k1 = r|2m/r| e kg = 2m,
inclusive. A determinagao de sy pode ser feita em tempo O(logm) via busca bindria.

Usando novamente o Algoritmo 2.5, agora para a submatriz ContMD[i+1](l, k)[k1 < k < ka],
e comparando os minimos das colunas com o trecho correspondente em D7;, obtemos a posicao
e o valor de Vi7(i + 1). Esta etapa também consome tempo O(y/mlogm).

Concluimos entdo que a determinacao das linhas ig + 1 a ig + r de Dy pode ser feita em
tempo O(ry/mlogm) = O(mlogm). Incluindo a determinacdo da linha ig, ainda temos tempo
O(mlogm).

Uma observagao se faz necessdria aqui: este procedimento exige que a linha D{, esteja dis-
ponivel para consulta em tempo O(1) durante a determinagao de V(i + 1). Isto pode ser feito
usando a estrutura mostrada na Secao 4.3 para representar a matriz Dy. Inicialmente esta
estrutura armazena D;}J. Depois, a cada novo componente de Vi determinado, a estrutura é
atualizada em tempo O(y/m) para representar a nova linha determinada de Dy .

Como o interesse do processo de unidao de GDAGs é gerar apenas DOU e Vi, as linhas de Dy
adicionais podem ser descartadas & medida em que se tornam desnecessarias. A estrutura da
Secao 4.3 pode ser facilmente modificada para ocupar apenas espaco O(m) e conter apenas os
componentes da tultima linha determinada de Dy.

4.5.6 Analise Completa do Processo de Uniao

Aproveitando as redundancias entre as matrizes MDI[i] é possivel determinar D e Vi (i) para
io0 < i < ip+r em tempo O(mlogm), sendo que O(mlogm) é gasto na contracdo dos blocos
de linhas comuns das matrizes MDJ[i], O(m) é gasto na manutengao das matrizes ContMD][i] e
O(mlogm) é gasto na determinacgao dos resultados. Considerando que ha ao todo (n+1)/(r+1)
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grupos de r + 1 matrizes MD][i| para processar deste modo, o tempo total para determinagao de
DY e Vi a partir de Dg e Dy é O((nm/r)logm) = O(ny/mlogm).

Pode-se dividir este trabalho por q processadores através da divisao de Dg entre os proces-
sadores. Cada bloco de r linhas de Dg pode ser usado para determinar r linhas de Dy, sendo
que o processamento de cada bloco é independente dos demais blocos. Com isto, o tempo cai

para O((ny/im logm) /q).

Ainda é preciso considerar o tempo de construcao da representacdo de Dg e Dy, conforme
mostrado na Secao 4.3. O maior problema é a representacao de D, que deve estar disponivel
na memoria local de todos os processadores. Esta construciao toma tempo O(ny/m) (ou tempo
O(n+/m/q) se for realizada em paralelo, sob a pena de aumentar o custo das rodadas de comu-
nicacio).

Com estes resultados, podemos citar o seguinte lema:

Lema 4.6 Seja U um GDAG (2m + 1) x (n+ 1) do problema ALCS, formado pela unido dos
GDAGs (m+1) x (n+1) S (superior) e I (inferior). A determinacio de DY e Vi a partir de

logm

Dg, Vs, D? e Vi pode ser feita por q processadores em tempo O (n\/T_n (1 + = )) € espaco

4.6 Analise do Algoritmo CGM para o Problema ALCS

Os parametros do problema completo sdo os comprimentos das cadeias A e B e o numero de
processadores, respectivamente n,, ny e p. Como j4 citado, a resolucao do ALCS nos p GDAGs

NaNp

definidos para p subcadeias de A leva tempo O ( v

As logp etapas de unidao de GDAGs que se seguem tomam tempo O (n\/m <1 + I&gqﬂ»

Naq
2p

cada uma, como visto no Lema 4.6. Deve-se notar que n = np e m = , fazendo com que a

expressao do tempo se torne

log Zad 1
Nyy/N
o ™MViad (|, 052 :O<L\/”a<\/(—l+%>>_
V2p q VP Vi
Assim, o tempo de cada etapa de unido é definido com uma tinica varidvel, que é o niimero

de processadores envolvido em cada GDAG, ¢g. Este niimero dobra a cada etapa de uniao, logo
a soma do tempo de todas as etapas é

log p log p
Np\/MNa ; log ng _ Np\/MNa _
¢ (7 (Zl AP (\/i)i)) -0 P (P +osn)) =

0 (movr (1+2E24))
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Para que o algoritmo CGM para o problema ALCS completo tenha aceleracao linear é preciso

que o tempo acima seja O (%) Pode-se verificar facilmente que isto é conseguido se p < /ng.

O espago necessério para execucao do algoritmo CGM completo é O(nyy/ng) por processador,
devido & representacao de Dj na ultima etapa de unido.

Estudamos agora a complexidade das comunicacoes. Quando hé ¢ processadores trabalhando
em uma uniao, cada um deles determina n;/q componentes de Viy que precisa transmitir para
outros 2q — 1 processadores que trabalhardo na préxima etapa de unido, o que resulta em O(ny)
dados transferidos por processador.

Naq

O processador que determina DOU precisa transferir os componentes deste vetor para os

- 2
outros 2q — 1 processadores, o que resulta em uma rodada de comunicacao em que O(%) dados
sao transferidos.

Para alguma constante C, isto também pode ser feito em C' rodadas de comunicagdo em
14+1/C . .
que cada processador transfere O (%) dados: na primeira rodada o processador que de-

terminou D% faz o broadcast deste vetor para qu/ ©] outros processadores, que na etapa se-
guinte transmitem para LqQ/CJ outros processadores e assim por diante. H& outros esquemas
para reducao do nimero de dados que um processador precisa transmitir, utilizando um maior
nimero de rodadas. Vamos nos ater a este, que mantém o nimero de rodadas constante para
cada etapa de unido. A etapa de unido de GDAGs com maior nimero de dados transmitidos
por processador é a tltima, em que cada processador precisa transmitir O(napl/c + nyp) dados,
ja considerando D[UJ e V.

Na dltima etapa de unido, os vetores DOG e Vi sao determinados para o GDAG G completo,
que representa o problema ALCS. Com uma ligeira alteracao, cada processador pode gerar a
estrutura compacta que armazena parte da matriz Dg. Na verdade, esta estrutura ji é gerada
na Secao 4.5.5, mas ndo é mantida por economia de espago. Alterando a tltima etapa para

que a estrutura seja mantida, o processador P; (1 <t < p) terd a representacao compacta de
D[nb(tfl)/PJ a D[nbt/l’J*1
G G ’

Podemos finalmente enunciar o seguinte teorema, cuja demonstracao ja foi feita nesta secao:

Teorema 4.7 Dadas duas cadeias A e B, respectivamente de comprimentos n, e ny, e sendo G
o GDAG caracteristico do Problema ALCS para A e B, a constru¢do de Dg pode ser realizada
NaNp

p ), espago O(nyy/ng) por processador e O(C'log p)

rodadas de comunicacao em que O(napl/c—i—nb) dados sao transferidos de/para cada processador.

por p < /ng processadores em tempo O (

A matriz Dg é suficiente para a determinacdo do valor de alinhamento entre a cadeia A
e qualquer subcadeia de B, mas nao em tempo O(1). Para isto seria necessiria a matriz Cg
(Defini¢do 4.1). Um acesso a Cg(7,7) pode ser simulado em tempo O(logn,), usando busca
bindria em D¢, para encontrar o menor valor de k tal que D, (k) é maior do que j. O valor de
Cali,j) é k—1.

Caso um acesso mais rapido seja desejado, é preciso construir uma representacao de Cg. O
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processo de construcao nao serd mostrado por ser muito simples: cada linha de D¢ leva a uma
linha de C; em tempo O(ny). A construcio completa, realizada por p processadores, leva tempo
O(ni/p). O espago requerido é também O(n?/p) por processador, o que pode representar um
aumento com relacdo ao espaco usado ao longo do algoritmo.

Estes resultados sdo sumarizados no teorema a seguir:

Teorema 4.8 Dadas duas cadeias A e B, respectivamente de comprimentos n, e ny, e sendo G
0o GDAG caracteristico do Problema ALCS para A e B, a construgao de Cg pode ser realizada por

(na+np)ny

> ), espago O(ny max{,/ng,ny/p}) por processador

e O(Clogp) rodadas de comunicacio em que O(ngp'/C + ny) dados sio transferidos de/para
cada processador.

p < \/ng processadores em tempo O (

Deve-se notar que para a resolu¢ao do problema LCS bdsico é necessario apenas conhecer
0
De..

4.7 Obtencao da Maior Subseqiiéncia Comum

Como jia comentado no Capitulo 3, normalmente nao se estd interessado em obter todos os
alinhamentos cujos valores foram determinados na resolugao do ATS. Manter estruturas de
dados que permitam a construcdo eficiente de qualquer alinhamento é custoso em termos de
espago. Assim, apenas os valores sao obtidos e, caso necessdrio, um procedimento separado
pode ser usado para obtencdo de um alinhamento em particular.

No entanto, o algoritmo apresentado neste capitulo para o problema ALCS pode ser usado
para resolucao do problema LCS bésico, uma vez que a complexidade deste algoritmo é satis-
fatéria também para o LCS. Em outras palavras, ele pode ser aplicado em situacoes em que um
alinhamento especifico (mais exatamente, o da cadeia A com a cadeia B completa) é desejado.

4.7.1 Procedimento Basico

A seguir veremos extensoes do algoritmo CGM para o ALCS que permitem a obtencao da maior
subseqiiéncia comum entre A e qualquer subcadeia de B em tempo O(nylogp + nglogn,) e
O(log p) rodadas de comunicacao.

Um procedimento recursivo é utilizado, decompondo-se o problema em GDAGs cada vez
menores. Na verdade, as etapas de uniao sao seguidas “ao contrario”, utilizando dados coletados
durante estas etapas.

Numa certa etapa de uniao, dois GDAGs S e I sao unidos para determinar um GDAG U. Na
fase de determinacao do alinhamento, é preciso encontrar o melhor caminho entre Ty (i) = T (i) e
Fy(j3) = Fr(j). Encontra-se primeiro o vértice de Fg = T; que pertence a este caminho, digamos
Fs(xz) = Tr(x). Depois procura-se o melhor caminho entre Ts(i) e Fs(z) e o melhor caminho
entre T7(z) e Fr(j), o que é feito recursivamente. Esta recursao para quando os GDAGs bésicos
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Ty (i) Ty (i) Ty (i) Ty (i)
L 2 @ A h 4
P B
P, a
P ‘! :
Py * L 4
P .
P, e
P3 D
. . *
Ps 3
Pﬁ A
P -,
Py ® ‘e
Py "
Pg 4
P; .
FU'(j) FU'(j) FU'(j) FU'(j)

Figura 4.11: Obtencgao do caminho entre Ty (i) e Fyy(j). A cada etapa, os dados obtidos nas
etapas de unido sdo usados na ordem inversa para obter os pontos de cruzamento entre GDAGs.
Na dltima etapa, os trechos de caminho nos GDAGs bésicos sao determinados. No interior de
cada GDAG est4 indicado o processador que contém os dados relativos ao GDAG.

(que nao foram produtos de um processo de uniao) sao atingidos. Teremos entao os p GDAGs
que foram usados no inicio do algoritmo. Os caminhos nestes GDAGs podem ser determinados
pelos p processadores em paralelo, em tempo O(n,ny/p) e espaco O(n,/p+ny) por processador,
como mostrado na Secao 2.1.2. O caminho completo é formado pela unido dos caminhos nos
GDAGs basicos. A Figura 4.11 ilustra este processo.

A Figura 4.11 também mostra qual processador ird conter os dados de cada GDAG. Cada
processador mantém os dados de no maximo dois GDAGs, vizinhos em alguma etapa de unifo.
Para um certo processador P;, os GDAGs que ele armazena sao gerados na etapa de uniao w(t)
(ver Defini¢do 3.2 na pégina 40). Se w(t) = 0 os GDAGs sao bésicos.

Cada processador usa estes dados na determinacao de um dos vértices no caminho procurado.
Esta distribuicao permite que a determinacao do caminho envolva pouquissima comunicacao.

4.7.2 Determinacgao dos Vértices Intermediarios

Seja U um GDAG (2m + 1) x (n + 1) resultante da unido de dois GDAGs (m + 1) x (n + 1)
S e I, conforme descrito anteriormente. As estruturas de dados usadas para unir estes GDAGs
sao os vetores Dg, Vs, D? e V1. Estas estruturas podem ser mantidas em meméria apés a etapa
de uniao, pois nao ocupam muito espago. Por outro lado, a estrutura compacta da Secao 4.3 é
grande demais para ser mantida depois que terminar a etapa de unido em que ela foi criada e
usada.
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Para obter o caminho entre Ty (i) e Fyy(j) é preciso usar dois vetores: D%, que d4 informagdes
sobre os caminhos de Ty (i) até a linha comum Fyy = Ty, e D7,.., que d4 informacdes sobre os

caminhos da linha comum até Fj(j). Este tltimo vetor pode ser visto como o equivalente a D},
se todos os arcos de I fossem revertidos. Sua definicao é dada a seguir:

Definigao 4.11 (Vetor ng) Seja I um GDAG (m + 1) X (n+ 1) para o problema ALCS.
Para 0 < j <m, D%},.,(0) = j e para 1 <k <n, D},..(k) indica o valor i tal que Cr(i,j) =k e
Cr(i+1,7) =k — 1. Se nao houver tal valor entdo Dyrev(i,j) = —oc.

E conveniente comparar as defini¢oes 4.2 (pdgina 60) e 4.11 neste ponto. As duas defini¢oes
sao muito semelhantes, com papéis inversos para as varidveis i e j. Lembramos que Cy(i, j)
indica o peso do maior caminho entre T7(i) e Fy(j). Note também que os elementos de D7,.,
estao ordem decrescente.

Para uma melhor compreensao, a Tabela 4.7 mostra, D;rev para varios valores de j, usando
no lugar de I o GDAG G da Figura 4.1. Os dados de Ct (no caso Cg) para o mesmo GDAG
sao mostrados na Tabela 4.6 (é a mesma tabela da pagina 62).

As seguintes observacoes sdo facilmente demonstriveis, decorrendo diretamente das de-
finigoes:

Observagao 4.3 Para um GDAG G qualquer, dados dois vértices Tg(1) e Fa(j), o peso do
maior caminho entre estes dois vértices (Cq(i,7)) € igual a:

1. o nimero de componentes de Dé que pertencem ao intervalo i, j|.

2. o mimero de componentes de D,..., que pertencem ao intervalo [i, j[.

Estas observacoes reforcam a idéia de “simetria” que existe entre Dg e Dgrev. A seguir
G G )
veremos como obter os vetores qu e D}TSU.

A determinacao de D;,ev pode ser feita a partir de V7. D? nao é necessario. A Tabela 4.8
mostra V7 (no caso, Vi) na mesma pédgina que Dyrev para facilitar a compreensado do seguinte
lema:

Lema 4.9 Para todo i’ < j, i’ é componente de D;,ev se e somente se Vi(i' +1) > j.

Prova. Se 7 < j e Vi(i' +1) > j, isto significa, pela Defini¢ao 4.3, que nao ha nenhum
componente de D?'H que nao esteja em D}I e seja menor que ou igual a 5. No entanto, o
componente ¢’ pertence a D}I mas nao a D?"’l. Pela Observagao 4.3(2) concluimos que Cy (7', j) =
Cr(i" +1,7) + 1. Pela Definigao 4.11, i’ é componente de D}TEU.

Por outro lado, se i’ < j e i’ é componente de D}rev, pela Definigio 4.11 temos Cy(i',7) =
Cr(i"+1,7) + 1. Pela Observagao 4.3(1), o nimero de componentes do intervalo |i’, j] em Dy (i)
deve ser menor do que em Dj(i' +1). Isto s6 pode ocorrer se Vi(i' +1) > j (o dado inserido em
Dy (i" 4+ 1) estiver fora do intervalo ]¢', 5]). O
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Tabela 4.6: C¢ referente ao GDAG da Figura 4.1(reprise).
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Tabela 4.7: Dgrev referente ao GDAG da Figura 4.1 (linhas em ordem inversa).
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Tabela 4.8: Vi referente ao GDAG da Figura 4.1 (reprise). Pode ser usado na determinagao de

uma linha de _DGre'U .
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Por este lema, temos uma maneira simples de construir D}m em tempo O(n). Basta fazer

D}W(O) = j e verificar o vetor V; do fim para o inicio, inserindo em D}'m todo 7' tal que
Vi(i' +1) > j.

Para construir D% é preciso inserir todos os dados de D% e de Vs (até Vs(i)), desprezando os
dados inferiores a i. Isto pode ser feito em tempo O(m + n), obtendo-se um vetor de tamanho
O(m) que pode entao ser ordenado em tempo O(m logm).

Concluimos entdo que os dois vetores necessarios podem ser construidos em tempo O(n +
mlogm), sem grande espago adicional.

A seguir, procede-se com a procura pelo vértice da linha comum. Seja ly o ntimero de
componentes de D7,., no intervalo [i, j[, que pode ser determinado em tempo O(m) e é igual a
C1(i,7) (Observacao 4.3(2) ).

Para encontrar o vértice que estd mais & esquerda, os candidatos naturais sdo os indicados
em DY%. O primeiro candidato é Fg(i) = T;(i), logo abaixo de Ts(i), pois D%(0) = i. O maior
caminho passando por este vértice tem peso ly. Para os candidatos seguintes, o caminho até eles
a partir de Ts(i) é cada vez maior, mas o caminho até F7(j) pode diminuir.

Sendo Max(k) o peso total do maior caminho passando pelo candidato k (ou seja, pelo
vértice Fs(D%(k))), pela Observagio 4.3 temos:

Mazx(k) = ly + k — nimero de componentes de D}'m no intervalo [i, D% (k)] .

A determinacao destes valores, para todos os candidatos, pode ser feita em tempo total
O(m). A Figura 4.12 ilustra o processo. Determinando o maior destes valores, temos o vértice
procurado.

Assim sendo, a partir dos dados de Dg, Vs e Vi é possivel, em tempo O(n + mlogm),
determinar o vértice intermedidrio do caminho entre Ty (i) e Fyy (7).

4.7.3 Analise do Processo de Obtencao da Maior Subseqiiéncia Comum

Ao todo sao necessarias log p etapas para determinar os vértices intermedidrios. Em cada etapa,
cada processador envia/recebe O(1) dados (indicando vértices determinados na etapa anterior).

Numa etapa em que os GDAGs tém dimensao (m+1)x(n+1), o tempo gasto é O(n+mlogm).
A cada etapa, m é reduzido pela metade, valendo n,/2 na primeira. n = nj em todas as etapas.
Disto conclui-se que o tempo gasto em todas as etapas é O(nylogp + ng logng).

Os trechos do caminho contidos em GDAGs basicos podem ser determinados em tempo
O(np +nq/p) se os dados usados durante a execucao do Algoritmo 4.1 (ALCS seqiiencial) forem
mantidos, ocupando espago O(ngny/p). Isto estd indicado no Teorema 4.1. No entanto, é mais
interessante nao manter estes dados, para poupar espaco. Quando o caminho entre dois vértices
especificos for requerido, usa-se um algoritmo seqiiencial para o LCS que encontre este caminho
em tempo O(ngny/p) usando espaco linear (ver Secao 2.1.2).
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Ty (i) = Ts(i)

Fs 5 6 5 4 4
Ty

Fy(j) = Fi(j)

Figura 4.12: Obtencao do vértice intermediario do caminho entre Ty (i) e Fy(j). Os caminhos
indicados em S vdo de Ty (i) até os vértices indicados por D%. Os caminhos em I vio dos
vértices indicados em D;rev até Fy(j). Junto a cada vértice indicado por Dg temos o peso
total do maior caminho até Fyr(j) que passa por este vértice. Este peso envolve a contagem dos
vértices indicados em D}m que estao a esquerda do vértice.

Cada processador determina entao um trecho da maior subseqiiéncia comum. Todos os
trechos podem ser enviados a um 1inico processador em uma unica rodada de comunicagao

Isto nos da o seguinte resultado, que une as discussoes desta secao com o resultado do

Teorema 4.7:

Teorema 4.10 Dadas duas cadeias A e B, respectivamente de comprimentos ng e ny, a de-
terminacao da maior subsequéncia comum pode ser resolvido por p < \/ng processadores em

P
que O(ngp'/© 4 ny) dados sio transferidos de/para cada processador.

tempo O (n“"b), espago O(nyy/ng) por processador e O(C'logp) rodadas de comunica¢ao em



Capitulo 5

Conclusoes

Problemas de alinhamento de cadeias estao entre os mais importantes problemas aplicdveis a
biologia molecular. Atualmente, a quantidade de dados disponiveis é enorme, sendo necessario
um grande poder de processamento para que estes dados possam ter sua utilidade explorada.

Técnicas de processamento paralelo tém sido exploradas hé varios anos na resolucao destes
problemas. Porém, boa parte da literatura cobre técnicas especificas para o modelo PRAM,
dificeis de adaptar para maquinas realisticas. Em particular, o problema LCS é abordado de
diversas maneiras distintas em [10, 11, 31, 32], mas os algoritmos apresentados nio sdo étimos
(com excecao de [32], base para os resultados do Capitulo 4) e dependem muito da existéncia de
uma memoria compartilhada.

No caso do paralelismo de granularidade grossa, uma técnica bastante explorada é a mostrada
no Capitulo 2. Esta técnica é adequada em muitas aplicacdes praticas, mas o desempenho pode
ser comprometido se o niimero de processadores for muito elevado e a rede de comunicagao for
lenta.

No caso especifico do problema LCS, a técnica aqui apresentada é a que depende menos
de comunicagao entre processadores (pelo nosso conhecimento), por utilizar apenas O(logp)
rodadas de comunicacdo. Esta caracteristica deve contrabalancar a maior complexidade do
algoritmo em sistemas com grande nimero de processadores, ou seja, esta técnica apresenta boa
escalabilidade. Num futuro préximo, ela serd implementada e comparada com técnicas mais
simples. Parte dos resultados aqui apresentados foi submetida e aceita para publicacao em anais
no 17th International Parallel and Distributed Processing Symposium (IPDPS 2003).

No caso do problema ATS (Capitulo 3), nao hé resultados publicados de nosso conhecimento
que utilizem modelos de granularidade grossa. O algoritmo aqui apresentado foi publicado
(SPAA 2002) [2], devendo também, num futuro préximo, ser implementado e avaliado na prética.

A experiéncia obtida no desenvolvimento destes dois algoritmos CGM indica uma aborda-
gem promissora para futuros desenvolvimentos. Duas fontes de conhecimento prévio devem ser
exploradas: os algoritmos seqiienciais e os algoritmos PRAM. Os algoritmos seqlienciais servem
(ndo necessariamente) para a resolucido de subproblemas, no caso de abordagens de divisao-e-
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conquista. Os algoritmos PRAM expoem o paralelismo do problema de uma forma bastante
ampla.

As principais dificuldades na adaptacao de técnicas PRAM para o CGM estao na auséncia de
uma memoria compartilhada (o que pode implicar em replicagao de dados e aumento do espago
requerido) e na necessidade de reduzir o niimero de etapas de comunicacao. As diferencas entre
os algoritmos aqui apresentados e os algoritmos PRAM mais préximos ([32, 40]) ilustram como
esta tarefa pode ser complexa. No entanto, é facil adaptar um algoritmo CGM para uma maquina
real de meméria distribuida, o que justifica o uso do modelo.

H4 uma enorme gama de problemas que ainda podem ser explorados. A partir dos resultados
ja obtidos, podemos seguir pelas seguintes linhas:

e Generalizacao de custos de edicao, considerando custos diferenciados para remocao ou
insercao de vérios simbolos contiguos, por exemplo.

e Restricao de custos de edigdo, considerando apenas a distancia de Levenshtein ou, de
maneira mais genérica, custos de valor inteiro. O algoritmo aqui apresentado para o LCS
deve fornecer uma base para estas pesquisas.

e Uso de técnicas apropriadas para alfabetos pequenos, como as apresentadas em [34, 35].
Estas técnicas levam a algoritmos seqiienciais sub-quadraticos para problemas de alinha-
mento, devido ao surgimento freqiiente das mesmas subcadeias nas cadeias que estao sendo
comparadas, mas no momento sdo consideradas de pouco uso pratico.

e Estudo da Busca Aproximada por Cadeias [23, 25, 41], em que se procura uma cadeia
dentro de um texto, tolerando-se uma quantidade méxima k (fixa) de erros.

e Estudo do Alinhamento Multiplo, em que se procura a similaridade dentro de um grupo
de cadeias, nao apenas a comparacao par a par. Este é um problema mais elaborado, que
nao foi explorado neste trabalho.

e Operacoes de edicao mais sofisticadas, como inversao ou repeticao de subcadeia.

As técnicas a serem usadas em cada um destes problemas podem ser bastante diferentes das
que foram usadas nesta tese. Esta lista, que obviamente nao estd completa, serve para destacar
o fato de que esta tese nao esgota o assunto de que trata, mas abre caminho para novas pesquisas
na area.



Apéndice A
Calculos de Complexidade

Faremos um céalculo mais preciso do tempo de execucdo do Algoritmo 3.2, considerando aqui
os trechos efetivamente usados de meioy em cada varredura. Este cdlculo foi simplificado no
Capitulo 3 para demonstracao de complexidade assintética, mas o cdlculo mais preciso é ne-
cessario para demonstrar a qualidade do algoritmo paralelo da Secao 3.4. Mais exatamente, este
calculo é necessario para que se estabeleca uma relacao entre o custo do maior subproblema
possivel e o custo total de todos os subproblemas, o que indica quao bom é o escalonamento de
subproblemas para os processadores.

Antes, definimos fungoes que irao facilitar a apresentacao. As seguintes funcgoes ja foram
apresentadas anteriormente:

w: Nt = N, w(n) =max{z [n=0 (mod 2")}
W Nt =N, W(n)=3", w(i)

E importante notar que todos os valores de i entre 1 e n tais que w(i) > x sao multiplos de
27 e os valores tais que w(i) > = sio miiltiplos de 27*!. Disto decorre a afirmacio a seguir

Afirmacgao A.1 Os valores de i entre 1 e n tais que w(i) = x formam uma progressao aritmética
de termo geral 2°(1 4 2u), 0 < u < [Z;—ETJ .

Definigao A.1 (fungées Wy, W3 e Wy)

.

n
Wy :NF = N, Wa(n) = w(i)
i=1

3

1
W3 : N+ — N, W3 (n) = 9w (i)
=1
n .
W, : Nt 5 N, Wi(n) = !
’ 2 i)
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Pelo Lema 3.2 sabemos que W (n) = n 4+ O(logn)'. Os lemas a seguir determinam o com-
portamento assintético de Wo, W3 e Wy.

Lema A.1 Wy(n) = %2 + O(nlogn)

Prova. Como feito na demostracao do Lema 3.2, usamos a notacao de Iverson para escrever
w(i) = ZUOgnJ [i =0 (mod 27)] e portanto

7=1
n [ llogn] ‘ llogn| n .
Wan)= > | Y [i=0 (mod2/)]]i= [i=0 (mod2/)]i=
i=1 \ j=1 j=1 i=1
{”J (A.1)
[logn] [27 [logn] [QJ Ll + nJ
J — j L2 27
k27 = Z 2 5
j=1 k=1 j=1
A partir de A.1 podemos deduzir os limites a seguir.
[log (Z-1)z [logn|
j A2 27 _ T non=n n
Wa(n) 2 Zl S 3 2 (5= 1) =5 (7= g — llogn))
j= j=
2
> % —n— gtlognJ
llogn| n (& —1) [logn|
j2\o7 — ) _ D n _n
Waln) < 2 2 2 (23 + ) 2 (n oliogn] UOgnJ)
Jj=1 j=1
Lnon + Mlognl
=g T g T glesn
Assim Wy (n) = "72 + O(nlogn) O

Lema A.2 W3(n) = 2 + O(1)

Prova. Usando novamente a notagao de Iverson, [w(i) = z] é 1 se w(i) = x, 0 caso contrario.
Assim sendo

n [logn| n [logn|
1 1 . 1 n
Ws(n) = Z 0 Z (2—,5 Z[w(z) = m]) = Z o7 (ﬁ +O(1)) =
i=1 =0 i=1 =0
Ltog ] n n 1—4 llogn] n 1
> o | HOM) =5 +O = F (1—m> +0() =
z=0
2n
5 +0(1)

!'Usamos aqui o seguinte “abuso notacional” [21]: f(n) = g(n)+O(h(n)) se e somente se | f(n)—g(n)| = O(h(n)).
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Lema A.3 Wy(n) = %2 +O0(n

~

Prova.

(A.2)

=
S
Il
3
[\
Sl
Il
M2
o
=
S
B3| —
NE
B
=
Il
8,
)
\_/

Usando a Afirmacao A.1 podemos calcular a somatéria interna de A.2 tratando-a como a
soma dos termos de uma progressao aritmética.

n—27

" kel

Sw(i) =a]-i=2" 3 <1+2“>=2"’“"Hn2;21xJ (2“{”2%2J>

=1 u=0

Manipulando esta expressao, chegamos as seguintes desigualdades:

2 n 2
n n . . n n —
gomn ~ g T2 S D) =al i < g kg +2 (4-3)
=1

2

Com A.3 aplicada a A.2 podemos encontrar um limite inferior e um superior para Wy(n).
Operando sobre o limite inferior:

[logn| 1 n2 n [logn | 2 n .
_ -2) _ _
Witn) = > > 2—1<2m—§+2x )- > <m_2m+g>—
=0 =0
2 1_47Uognj 2
5 +0(n) =+ 0(n)
4 3 3

Para o limite inferior para Wy(n) obtemos resultados semelhantes, o que completa a demons-
tracao do lema. O

A estimativa para o Algoritmo 3.2 dentro do contexto apresentado na Segdo 3.2 é dada
abaixo. Como no caso da demonstracao do Teorema 3.3, estamos ignorando as varreduras feitas
com os extremos de origs e dest;. Desta vez, no entanto, estamos separando origs e dest; nas
partes referentes a FEg, Tg, Fy e Dj.

k—1 t—2

T(tk)= > walist—k+i+1Li+1)+Y vgli,t,k)+
i=1 i=k

[\

TF(t,k) TDj(t,k)
tf

(A.4)

t—

Bl

2
'Uo(ia t, k) +
1 i=t—k+1

~ /
~~ -~

TEs(t,k) TTs(t,k)

vo(i, 2t — k — i+ 1, — i)

i
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A principal diferenga deste cdlculo para o realizado anteriormente é no uso das fungoes vy e v,.
Para varreduras lideradas por vértices de Ts foram considerados apenas vértices alcangiveis de
destr, o que se reflete no segundo parametro de v,, e 0s trechos de meioy que podem ser usados,
o que se reflete no terceiro parametro de v,. Consideragoes semelhantes foram feitas para as
varreduras lideradas por vértices de F;. Expandindo as fungoes v4 e v, segundo a Defini¢ao 3.3
em cada termo de A.4, ji desprezando os termos de ordem inferior (o(k?)), temos:

TF(t,k) =

TD;(t,k) =

TES(ta k) =

TTs(t, k) =

1:2:;1 (w(i)i +2(t—k+1) - %) +o(k?) =
Wa(k) + 2tk — 2> 4+ k2 — 2(t — k)W3(k) — 2Wy (k) + o(k?) =
% - %2 + o(k?)
1—2
; (w(i)k 4ot - W%) o) =
(W (t) — W(k))k + 2% — 2tk — 26(W5(t) — Ws(k)) + o(k?) =
2—tQJrﬁ—k?Jro(k?)
3 3
g (w(i)k +ot— %) _
Wt —k)k +2t(t — k) — Wa(t — k)t + o(k?) =
%ﬂ—%—kQJro(kQ)
— L ki
D R R Sk

HW () — W (t — k) — (Wa(t) — Wa(t — k) + 2k(2t — k) — k(2t — k)
—(2t = k)(W3(t) — Wa(t — k)) + Wa(t) — Wit — k) + o(k?) =
Atk k2

2
3 6—|—o(k)

Reunindo os resultados anteriores & equacao A.4 temos

2
T(t, k) = 2t> + 2tk — % + o(k?)

Podemos entao provar o seguinte lema:
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Lema A.4 A razdo entre o maior tempo de execug¢do possivel para um subproblema que surge

da decomposicao descrita na Secdo 3.4.2 e o tempo total de todos os subproblemas € inferior a
1
2q

Prova. O tempo total de todos os subproblemas pode ser estimado pela equacao A.5. O
maior tempo possivel para um subproblema é o que ocorre quando t ~ Q—tq vértices de Eg e t/
vértices de Dy estao envolvidos, sendo que todos os vértices de meioy devem ser explorados (tal
subproblema pode de fato aparecer). A seguir temos o cdlculo de uma estimativa de tempo, boa
a menos de uma constante multiplicativa que é essencialmente a mesma envolvida no calculo do

tempo total.

t'—1 t'—1
TStubmaa(t.k,q) = D valist' k) + > vo(ist', k) =
i=1 i=1

t'—1 " -1 ! k2
. / . / —
E <’LU(Z)]€ + 2t — W) + E <’U)(l)k + 2t — 2w(z)> +o0 <?> =

=1 i=1
t'—1
2w(i)k + 4t' — 3t = 2W (t"k +4(t")?% — 3Ws ()t L
Z w(i)k + 4t 0 ) = (tEk +4(t) 3(t)t' 4+ o .=
=1
2 2 2
2kt'+2(t')2+o<k—> = ﬁ+t—2+o<k—>
q qg 2q q

Com isto, usando o fato de que k < t, temos as seguintes desigualdades:

2
(k) _ 2t2+2tk—%+o<k_2> =ﬁ+%_k_2+o(k_2> S

2q 2q q g q ©6g q
t2 t2 tk kQ 5'[,‘2 tk kQ
—  — 4+ —+4o0 <—> =—+—+40 <—> >TSmeaz(takaq)
q 6g ¢ q 6g ¢ q

|

Com relagao ao espago necessdrio para cada subproblema, podemos provar o seguinte lema:

Lema A.5 A razdo entre o maior espaco possivel necessdrio para um subproblema que surge da
decomposi¢do descrita na Se¢do 3.4.2 e o espago total para todos os subproblemas € inferior a
5

6q

Prova. Chamamos E(t, k) o espaco necessirio para um subproblema para certos valores de ¢ e
k. ESubpqz(t, k,q) é o maior espago possivel para um subproblema.

O espaco necessdrio para armazenar ALy e AL} é 2tk — k? e 0 necessario para armazenar
ALy 6 % — '“2—2, totalizando E(t, k) = 2tk + t> — % (veja Figura 3.3). O maior subproblema
possivel usaria espaco ESubnas(t, k,q) = 2(t)k + ()% = % + % para as partes necessdrias de
ALy, AL, e AL};, correspondendo a um bloco #' x ¢’ de AL}, e uma faixa t' x k de cada matriz

AL’y e ALY, Estes valores sao estimativas boas a menos de uma mesma constante multiplicativa.
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Assim sendo,

20kt + 10t2 — 15k2 Kkt kt + 102 — 15k2
E_E(t’k): 0kt + 10 5 :_+8 +10 5

6q 12¢q q 12¢q

Como 1 < k < t, o0 segundo termo é minimo para k = ¢. Considerando também que ¢ > 1 temos

5 kt  8t2+10t2 —15t2  kt 2 kt t2
— E(t,k) > = =2 >4 " — ESub t,k
6q (t,k) > q+ 12¢ q+4q_ q+4q2 ubmaz (t, K, q)
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