- Inferéncia Estatistica -
Distribuicao Amostral



Obijetivo: tirar conclusdes sobre uma populagcao com
base na informacao de uma amostra.

— estimacao
— testes de hipoteses

Parametro: quantidades desconhecidas da populacao

e sobre as guais temos interesse.
Ex: u-média da populacao

Estimador: combinacdo dos elementos da amostra,
construida com a finalidade de representar, ou estimatr,
um parametro de interesse na populacao.

Ex: X - média da amostra (estimador de )

Estimativa: valor numerico assumido pelo estimador.
Ex:x e ovalor de X paraaamostra observada.



Estudamos algumas distribuicbes tedricas de
probabilidade: distribuicao binomial e normal.

Probabilidade = 0s parametros da distribuicao eram
conhecidos = calculamos probabilidades

Inferéncia — os valores desses parametros ndo Ss&o
conhecidos.

A amostra deve ser “representativa’ da populacao da
gual ela é selecionada.

Se nao for, as conclusoes extraidas sobre a populacao
podem estar distorcidas ou viesadas.



Exemplos:

1. Fazer uma afirmacao sobre o nivel sérico médio de
colesterol para todos os homens de 20 a 74 anos de
Idade = amostramos somente homens acima de 60
anos = € provavel gue nossa estimativa da média da
populacao seja muito alta.

2. Estimar a proporcao de eleitores que pretendem votar
no candidato A — amostra € selecionada dentro da
USP.

— Que estimador usar nos exemplos acima?

Xy, X,,...,X ) = representa uma amostra de tamanho n.
Estimador = f (X, X,,...,X).



Os estimadores X (média amostral) e p (proporcao
amostral) sao intuitivos e tém boas propriedades.

Estimadores sao funcdoes de variaveis aleatorias e,
portanto, eles também séao variaveis aleatdrias.

Conseguentemente, tém uma distribuicao de
probabilidades, denominada distribuicdo amostral do
estimador.



Figura 10.1: (a) Esquema de inferéncia sobre 6.
(b) Distribuic@io amostral da estatistica T.
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Distribuicéo amostral da média

Exemplo 1: Considere uma populacdo em que uma
variavel X assume um dos valores do conjunto {1, 3, 5,
5, 7}. A distribuicao de probabilidade de X é dada por

X 1 3 D I
PX=x)| 1/5 1/5 2/5 1/5
E facil ver que u, = E(X) = 4,2

e o,°=Var(X)=4,16.



Vamos relacionar todas as amostras possiveis de
tamanho n = 2, selecionadas ao acaso e com

reposicao dessa populacao, e encontrar a distribuicao
da média amostral de

Y:X1+X2

5

sendo
X,: valor selecionado na primeira extragao,

X,: valor selecionado na segunda extracao.



Amostra (Xi,X5) Probabilidade Média Amostral
(1,1) 1/25 1
(1,3) 1/25 2
(1,5) 2125 3
(1,7) 1/25 4
(3,1) 1/25 2
(3,3) 1/25 3
(3,5) 2/25 4
(3,7) 1/25 5
(5,1) 2125 3
(5,3) 2/25 4
(5,5) 4/25 5
(5,7) 2/25 6
(7,1) 1/25 4
(7,3) 1/25 5
(7,5) 2/25 6
(7,7) 1/25 7

1




A distribuicao de probabilidade de X paran=2e

X 1 2 3 4 S 6 7

P(X =x) | 1/25 2/25 5/25 6/25 6/25 4/25 1/25

Neste caso, E(X)=4,2=p,

e Var()?) =2,08 =



Repetindo o0 mesmo procedimento, para amostras de
tamanho n = 3, temos a seguinte distribuicao de
probabilidade de X',

X P(X =x)

1 1/125
5/3 3/125 Neste caso,

713 9/125 .

3 16/125 E(X)=4,2=py
11/3 24/125 2
13/3 27/125 (_) B o

5 23/125 e Var|X)=1,39= -~
17/3 15/125
19/3 6/125

7 1/125




Figura 1: Histogramas correspondentes as distribui¢goes
de X e de X , para amostras de {1,3,5,5,7}.
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Dos histogramas, observamos que

« conforme n aumenta, os valores de X tendem a se
concentrar cada vez mais em torno de

E(x)=42=},,
uma vez que a variancia vai diminuindo;
*0S Ccasos extremos passam a ter pequena
probabilidade de ocorréncia,

 para n suficientemente grande, a forma do histograma
aproxima-se de uma distribuicao normal.



Figura 2: Histogramas correspondentes as
distribuicoes de X para amostras de algumas
populacoes
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Fonte: BUSSAB & MORETTIN. Estatistica Basica. Sao Paulo, Atual, 42 edigao, 2002, pp. 273




Esses graficos sugerem que,

guando n aumenta, independentemente da
forma da distribuicao de X, a distribuicao de
probabilidade da média amostral X aproxima-
se de uma distribuicao normal.




Teorema do Limite Central

Seja X umav. a. que tem média x e variancia o?.

Para amostras Xx,, X,, ..., X, retiradas ao acaso e com
reposicao de X, a distribuicao de probabilidade da
media amostral X aproxima-se, para n grande, de

uma distribuicdo normal, com média x e variancia
o’/ n, ou seja,

( 5 )

= g .

X ~N| y,— |, parangrande, aproximadamente.
n

\ J




Comentarios:

» Se a distribuicdo de X € normal, entdo X tem
distribuicdo normal exata, para todo n.

- O desvio padrdo /9 —_9 & denominado

n " Jn

erro padrao da média.



Considere uma amostra aleatéria de tamanho n de uma

variavel N(10, 16).
— Como se comporta X em funcao de n ?

Densidade

&
1,0 H n= 100
0.8 1= 30
K =30
0,4

n=10
0.2 &
] I I I
5 10 15 X
Figura 7.1: Efeito de n na distribuicido amostral de X ~ N(10,16/n)




Exemplo 2:
Uma v.a. X tem média u = 5,4 e variancia ¢®= 4,44. Uma

amostra com 40 observacOes ¢é sorteada. Qual a
probabilidade da média amostral ser maior do que 5?

H =54
X < o= 444

Consideramos que n = 40 observacboes € uma amostra
grande o suficiente para usar o Teorema do Limite Central.

Assim,

2
= _ y 4,44
X ~N M;G— , Istoeé, X~N|54, — | e

n 40

( A
= 5-54
P(X>5z=P|Z> =P (Z>-1,20)=A(1,20)=0,8849,
4 .44
. 40

lembrando que Z ~ N(O, 1).



Exemplo 3:

Sabe-se que o faturamento diario de um posto de
gasolina segue uma certa distribuicdo de media R$
20 mil e desvio padrédo de R$ 2 mil. Qual a
probabilidade, em um periodo de 60 dias, do
faturamento total ultrapassar R$ 1230 mil?

Seja X o faturamento diario de um posto de
gasolina, em mil reais. Sabemos que

L =E(X) =20
o2 =Var(X) =4



Obtemos uma amostra aleatoria de 60 valores de X,
denotada por X,, X,, ..., X5, Sendo X. o faturamento do
postonodiai,i=1, 2, ..., 60.

Entao,

P(Xy+ X, +...+ X gy >1230) = P(X1+X2 SRR g >1230j

60 60

- P(X >20,5) =2 P|Z > =P(Z >1,94 ) =0,026.




Exemplo 4: Considere que a distribuicdo dos niveis
séricos de colesterol para todos os homens de 20 a 74
anos é normal com media x# = 211 mg/100ml e o
desvio padrao o= 46 mg/100ml.

Selecionamos amostras de tamanho 25 da populacao.
— Que proporcao de amostras tera um valor medio
maior do que 230 mg/100ml?

P(X >230)="?

A distribuicao da meéedia amostral (n =25) é normal
com média x = 211 mg/100ml e erro padrdo o /Nn =
46/5 = 9,2mg/100ml.



aaaaaaa

73 119 165 211 257 303 349
Nivel sérico de colesterol (mg/100 mi)

FIGURA 8.1

P(X >230) = P(Z > 23%—2211) - P(Z >2,07) =0,019.

Somente 1,9% das amostras terdo uma media maior do gque
230 mg/100ml.

Equivalentemente, se selecionamos uma amostra de
tamanho 25 da populacao de homens de 20 a 74 anos, a
probabilidade de que o nivel sérico medio de colesterol para
essa amostra seja maior do que 230 mg/100ml é de 0,019.



— Que valor medio de nivel sérico de colesterol limita
0s 10% valores mais baixos da distrib. amostral?

P(X >x) =0,1=P(Z > X52211) = (@1,

X —-211
9,2

~ 10% das amostras de tamanho 25 tém medias que
sao menores ou iguais a 199,2 mg/100ml.

— -1’28 — X = 211- 1,28 X 9,2 = 199,2

— Calcular os limites superior e inferior que incluem 95%
das médias das amostras de tamanho 25.



P(u—x< X <pu+x) =0,95 =

211 — x-211 211+ x-211, _
P( 9.2 <Z< 9.7 )=0,95 =

P(—<Z<—) 0,95 =

X 196 = x=1,96x9,2=18,03.

2

Limites: 211-18 = 193,0 e 211+18 = 229,0

~ 05% das meéedias das a.a. de tamanho 25 estao entre
193,0 mg/100ml e 229,0 mg/100ml.

— Se selecionamos uma a.a. de tamanho 25 e a amostra
tem uma meédia maior que 229,0 ou menor que 193,0
mg/100ml entdo, ou a a.a. foi extraida de uma populacéao
diferente ou um evento raro se realizou.



— Suponha que selecionamos amostras de tamanho 10
da populacao.

Nesse caso, o erro padrao de X é
o/Nn = 46/10 = 14,5 mg/100ml.

P(u-x<X<pu+x) =0,95 =
X

= -1,96 = x=1,96 x14,5 = 28,5.
14,5

Limites: 211-28,5=182,5 e 211+28,5=239,5

— =~ 95% das médias das a.a. de tamanho 10 estao
entre 182,5 mg/100ml e 239,5 mg/100ml.



Conforme o tamanho das amostras aumenta, a
variabilidade entre as medias da amostra (erro padrao)
diminui = os limites englobando 95% dessas medias se
aproximam.

comprimento do intervalo = limite superior - limite inferior.



Os intervalos que construimos foram simétricos ao redor
da média da populacao de 211 mg/100ml.

Existem outros intervalos que contém a proporgcao
apropriada de medias da amostra.

Suponha que desejamos construir um intervalo que
contenha 95% das médias das amostras de tamanho 25.

P(x, < X <X,) =0,95, mas com 1% da area acima de X,
e 4% abaixo de X;.

3 =2l

— -1’75 = Xl — 211— 1,75 X 9,2 — 194,9

X, —211
9,2

= 2,32 = X, =211 F L {SPaURZE=pas v



Podemos dizer que aproximadamente 95% das médias
das amostras de tamanho 25 se encontram entre 194.9
mg/100ml e 232,3 mg/100ml.

Em geral, é preferivel construir um intervalo simétrico.

Intervalo assimétrico = comprimento =
232,3-194,9 = 37,4 mg/100mi;
Intervalo simétrico = comprimento =
229,0 - 193,0 = 36,0 mg/100ml.



— Qual deve ser o tamanho das amostras para que 95%
de suas medias se encontrem a =+ 5 mg/100ml da média
u da populacao?
Para responder isso, ndo é necessario conhecer o valor
do parametro z.

Precisamos encontrar o tamanho da amostra n para o
qual p(y-5<X <u+5) =0,95

— p(H2=H 7 HFTS"Hy o5

46/ Jn 46/ f

~1,96 = /n = 1’96; 40 L

- 46/\/ﬁ



Amostras de tamanho 326 seriam exigidas para que
95% das medias das amostra se encontrem a b
mg/100ml da média x da populacao.

Ou, se selecionamos uma amostra de tamanho 326 da
populacao e calculamos sua média, a probabilidade de
gue a meéedia da amostra esteja a + 5 mg/100ml da
verdadeira média x da populacéo é 0,95.
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