ESTIMAGAO PARA A
PROPORGCAO POPULACIONAL p



Objetivo

Estimar uma proporcao p (desconhecida)
de elementos em uma populacao,
apresentando certa caracteristica de
Interesse, a partir da Informacao
fornecida por uma amostra.



Exemplos:

p: proporcao de alunos da USP que foram ao teatro
pelo menos uma vez no ultimo més;

p: proporcao de consumidores satisfeitos com os
servicos prestados por uma empresa telefonica,

p: proporcao de eleitores da cidade de Sao Paulo
gue votariam em um determinado candidato, caso a
eleicao para presidente se realizasse hoje;

p: proporcao de criancas de 2 a 6 anos, do estado
de Sao Paulo, que nao estao matriculadas em
escola de educacao infantil.



Dois possivels procedimentos de estimacao:

*Estimacao pontual

*Estimacao intervalar

- Vamos observar n elementos, extraidos ao
acaso e com reposicao da populacao;

- Para cada elemento selecionado, verificamos a
presenca (sucesso) ou nao (fracasso) da
caracteristica de interesse.



Estimador pontual

O estimador pontual para p, tambéem
denominado propor¢cdao amostral, € definido
como X

p=—,
N
sendo que
X denota o numero de elementos na amostra que
apresentam a caracteristica,
n denota o tamanho da amostra coletada.

Se observamos o valor k da v. a. X, obtemos p=k/n
que denominamos estimativa pontual parap.



Exemplo 1: Sejam,

p: proporcao de alunos da USP que foram ao teatro
pelo menos uma vez no ultimo meés, e

X: numero de estudantes que respondem “sim” em
uma pesquisa com n entrevistados.

Suponha que foram entrevistados n = 500
estudantes e que, desses, k = 100 teriam afirmado
gue foram ao teatro pelo menos uma vez no ultimo
mes.



A estimativa pontual (proporcao amostral) para p € dada

por:
k 100

= =0,20,
n 500

D=

ou seja, 20% dos estudantes entrevistados
afirmaram que foram ao teatro pelo menos uma
vez no ultimo meés.

Note que, outra amostra de mesmo tamanho pode
levar a uma outra estimativa pontual para p.



Estimativa intervalar ou
intervalo de confianca

Para uma amostra observada, os estimadores pontuais
fornecem como estimativa um unico valor numerico
para o parametro.

*Os estimadores pontuais sao variaveis aleatorias e,
portanto, possuem uma distribuicao de probabilidade,
em geral, denominada distribuicao amostral.

Idéia: construir intervalos de confianca, que
Incorporem a estimativa pontual informacoes a respeito
de sua variabilidade (erro amostral).

Intervalos de confianca sao obtidos por meio da
distribuicao amostral do estimador pontual.



A estimativa iIntervalar corresponde a um
Intervalo determinado da seguinte maneira:

[p — &P+t 8]!
sendo € 0 erro amostral ou margem de erro.

Pergunta: Como encontrar g ?



Seja P(e) a probabilidade da estimativa pontual estar
a uma distancia de, no maximo, € da proporcao
verdadeira p, ou seja,

PE) =P(|p-p|< ¢).

A probabilidade P(¢) e também denominada
coeficiente de confianca do Intervalo, que

denotamos pela letra grega y (gama).

Afirma-se ainda que a estimativa intervalar tem
coeficiente de confianca y = P(g).



Formalmente,

P(e)=P(p —p|<e) =P

_ ggj

X
N
= (p—8<— <p—|—j P(np n8<X<np+n8)
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X—np

an@ p)<an@ p)<anﬁ p))’

Como X ~ b(n,p) temos que, para n grande, a
variavel aleatdria X-np

7 =
Jnp(1-p)
tem distribuicao N(0O,1).




Deste modo, para n grande,

evn evn

7 .

— <
- Jp(1-p) Jp-p)

onde Z ~ N(0,1).

P(e) = P




en

Denotando =z, temos que
Jp(1-p)

P(e) =y= P(-z<Z<2).

Assim, podemos obter z conhecendo-se y (ou P(g)).

Por exemplo, considere y =0,80.

z e tal que A(z) = 0,90.
Pela tabela, temos z = 1,28.




Erro da estimativa intervalar

evn
Jp(1-p)

é imediato mostrar que o erro amostral g €

dado por
SZZJp(l—p) |
n

Da igualdade z =

onde z étal quey= P(-z<Z<2z),com Z~N(0,1).



Dimensionamento da amostra

p(1-p)
n )
segue que o tamanho amostral n, dados y e a

margem de erro g, tem a forma

n = (Ej p(1-p),
&

ondezétalquey= P(-z<Z<z)eZ~N(0,1).

Entretanto, nesta expressao, n depende de p(1-p),
gue € desconhecido.

Darelacao g = Z\/

« Como calcular o valor de n?



Grafico da funcao p(1-p), para0<p < 1.
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Pela figura observamos que:
*a funcao p(1-p) € uma parabola simétrica em torno de p = 0,5;
0 maximo de p(1-p) é 0,25, alcancado quando p =0,5.

Assim, na pratica, substituimos p(1-p) por seu valor maximo,
obtendo 2\?
n=|—1 0,25,
€
que pode fornecer um valor de n maior do que 0 necessario.



Exemplo 2:

No exemplo da USP (Exemplo 1) suponha que
nenhuma amostra fol coletada. Quantos estudantes
precisamos consultar de modo que a estimativa
pontual esteja, no maximo, a 0,02 da proporcéao
verdadeira p, com uma probabilidade de 0,957

Dados do problema:
€ = 0,02 (erro da estimativa);
P(e)=y=0,95 = z=1,96.

2 2
n= 1,96 P(l-p) < 1,96 0,25 = 2401 estudantes .
0,02 0,02



Pergunta: E possivel reduzir o tamanho da
amostra qguando temos alguma informacao a
respeito de p?

Por exemplo, sabemos que:

*p N&o é superior a 0,30, ou
p € pelo menos 0,80, ou

p esta entre 0,30 e 0,60.

Resposta: Depende do tipo de informacao sobre p.

Em alguns casos, podemos substituir a
Informacao p(1-p), que aparece na expressao de n,
por um valor menor que 0,25.



Reducao do tamanho da amostra

Vimos gque, se nada sabemos sobre o valor de p,
no calculo de n, substituimos p(1-p) por seu valor

maximo, e calculamos 2\
n=|—| 0,25.

&)

Se temos a informacdo de que p € no maximo
0,30 (p < 0,30), entdo o valor maximo de p(1-p)
sera dado por 0,3x0,7 = 0,21.

Logo, reduzimos o valor de n para

N =(—Zj 0,21.
c



Agora, se p é pelo menos 0,80 (p > 0,80), entao
o0 maximo de p(1-p) € 0,8 x 0,2 =0,16 e temos

N = (Ej 0.16 .
c

Mas, se 0,30 <p <0,60,0 maximo de p(1l-p) é
0,5x0,5 = 0,25 e, neste caso, nado ha reducao, ou

sejq,
n = (Ej 0,25.
€



Exemplo 3:

No Exemplo 2, suponha que temos a informacao
de que no maximo 30% dos alunos da USP foram
ao teatro no ultimo més. Portanto, temos que

p <0,30 e, como vimos, 0 maximo de p(1-p) neste

caso e 0,21.
Assim, precisamos amostrar

n= L3 0,21 = =2 0,21 = 2017 estudantes |,
g 0,02

conseguindo uma reducao de 2401 — 2017 = 384
estudantes.



Intervalo de confianga para p

Vimos que a estimativa intervalar para p tem a
forma: [ﬁ_g;ﬁ+8]’

com €= Z\/p(l—p) e ztal quey=P(-z<Z<z)naN(0,1).
N

Na pratica, substituimos a proporcao desconhecida
p pela propor¢cdo amostral p, obtendo o seguinte
intervalo de confianca com coeficiente de

confianca y:

Cpin)=| -2 PP g AP

n n




Exemplo 4:
No exemplo da USP, temos n =500 e P =0,20.

Construir um intervalo de confianga para p com
coeficiente de confiancay = 0,95.

Como y = 0,95 fornece z = 1,96,
o intervalo é dado por:

~ _p(A-p) . -~ _ |p(1-p)
(== )

0,95

L

-z 1] z

=10,20-1,96

JOZOXOBO

- 1’96\/0,20 » 0,80}

500
-[0,20-0,035; 0,20+0,035]=[0,165; 0,235].

Nesse intervalo (y=0,95), a estimativa pontual para p é 0,20,
com um erro amostral € igual a 0,035.



Interpretacao do IC com y = 95%:

Se sortearmos 100 amostras de tamanho n=500 e
construirmos o0s respectivos 100 intervalos de
confianca, com coeficiente de confianca de 95%,
esperamos que, aproximadamente, 95 destes
Intervalos contenham o verdadeiro valor de p.

Comentarios:

Da expressdo g = Z\/p(l—p) . é possivel concluir que:
n

epara vy fixado, o erro diminui com o aumento de n.

epara n fixado, o erro aumenta com o aumento de v.



Exemplo 5:

Ainda no exemplo da USP, temos k = 100 e n = 500.

Qual é a probabilidade da estimativa pontual estar a
uma distancia de, no maximo, 0,03 da proporcao
verdadeira?

Dados do problema:

n=500, p=0,20e £=0,03 = P(¢§ =y=7?7?

Como a proporcao verdadeira p é desconhecida,
utiizamos a estimativa pontual p para calcular z e,

assim, obter ¥ (ou P(¢)).



Calculo de z:

eJn 0,034/500

/ = = :1,68 .
\/p(l— P) \/O,2><O,8

Logo, obtemos

P(e)z2A(z)-1
=2A(1,68) -1
=2x0,953 -1
= 0,906 (90,6%).



Exemplo 6: Suponha que estamos interessados em
estimar a proporcao p de pacientes com menos de 40
anos diagnosticados com cancer nos pulmodes que
sobrevivem pelo menos 5 anos.

Em uma amostra aleatoriamente selecionada de 52
pacientes, somente seis sobreviveram mais de 5 anos.

. &
- Estimativa por ponto para p:P = £5 0115

- Intervalo de confianca aproximado de 95% para p:

0,115(1 - 0,115) 0,115(1 - 0,115)

52

0,115 +1,96\/
52

(0,115 —1,96\/

— (0,028, 0,202)

)



Comentario:

Embora esse interva
aproximacao norma

o tenha sido construido usando a
para a distribuicao binomial,

poderiamos ter gerado um intervalo de confianca exato
para p usando a propria distribuicdo binomial.

Um intervalo exato é

particularmente Util para pequenas

amostras, em que o uso da aproximacao normal nao

pode ser justificada.
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