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Abstract

In this work we extend the scheme of local functional optimization of online algo-
rithms to fully connected soft committe architectures. In this scheme a variational
argument is used to analitically build the modulation function that maximizes the
average generalization error decay per example. We study realizable, non-realizable
and over-realizable situations in the student-teacher scenario. We show simulations
and analitical results. The performance of resulting optimized algorithms is com-
pared with backpropagation algorithm performance. We found that the plateau
phase in learning curves is vastly reduced or completely eliminated. We discuss the
microscopic mechanisms involved in the optimized learning process and we point
out further research directions.



Resumo

Neste trabalho estendemos o esquema de otimizagao local de algoritmos online
as arquiteturas de rede tipo comité soft totalmente conectado. Neste esquema um
argumento variacional é utilizado para construir analiticamente a fungao modulagao
que maximiza o decaimento por exemplo do erro de generalizacao médio. Estu-
damos situagoes realizaveis, nao-realizaveis e sobre-realizaveis no cenario professor-
estudante. Comparamos as performances dos algoritmos otimizados resultantes e do
algoritmo backpropagation. Mostramos que a fase de plato nas curvas de aprendiza-
gem € vastamente reduzida ou completamente eliminada. Discutimos os mecanismos
microscopicos envolvidos no aprendizado otimizado e sugerimos diregoes para futu-
ros trabalhos.
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Introducao

Neste capitulo introduziremos os modelos de Redes Neurais. Faremos uma breve
digressao historica. Discutiremos algumas defini¢oes fundamentais e exporemos a
organiza¢ao desta dissertacdo.

1.1 Redes Neurais: Modelos Conexionistas

Desde os anos quarenta tem havido grande crescimento do interesse cientifico sobre
questoes envolvendo o processamento de informacao. Este interesse é, em certa
medida, conseqiiéncia do conhecimento adquirido nos tltimos anos sobre os meca-
nismos microscépicos e mesoscopicos presentes nos sistemas biolégicos. Tem sido
demonstrado que o processamento de informagao nos sistemas naturais tem papel
extremamente fundamental, ocorrendo em todos os niveis: das redes de interacao
bioquimica até as redes de neurdnios. Por tras da impressionante complexidade dos
sistemas bioldgicos que processam informac¢ao ha uma série de aspectos comuns que
nos saltam a vista:

o Estes sistemas sao compostos por muitas subunidades interagentes.
e O processamento é distribuido pelas unidades.

e O comportamento coletivo tem capacidade adaptativa.

O tipo de processamento que esses sistemas realizam é muito diferente daquele
realizado por computadores tradicionais. Nestes ha um algoritmo capaz de imple-
mentar um dado “conceito” (ou “regra”) definido pelo mapeamento ¥ = f(S). As-
sim, tudo que se tem a fazer € introduzir este algoritmo, na forma de um programa,
em um computador e realizar o processamento sempre que necessario executando
o programa. Certamente este nao é o tipo de processamento que comumente cha-
mariamos de “inteligente” ou “ cognitivo”. No tipo de processamento envolvido nas
situagoes bioldgicas o conceito nao é conhecido a priori, mas precisa ser aprendido
a partir de exemplos normalmente nao muito precisos. Os modelos conexionistas,
normalmente denominados Redes Neurais Artificiais, tentam reproduzir aspectos do
processamento de informacao em sistemas naturais fazendo uso de modelos simpli-
ficados que imitem os aspectos considerados fundamentais dos sistemas bioldgicos

2



1.1 Redes Neurais: Modelos Conexionistas 3

com capacidade cognitiva. O intento das pesquisas em Redes Neurais é, portan-
to, produzir descri¢oes a maneira da Fisica daquilo que seria a microestrutura da
cognigao.

Seguindo estas idéias, diversos modelos tem sido propostos e estudados utilizan-
do diversas técnicas. Estes modelos de redes neurais sao definidos como conjuntos
de neurdnios simplificados conectados entre si via sinapses J;;., o estado de ativagao
destes neurdmios é definido por S; e é determinado por S; = ¢ (X, JixSk), onde
g(.) é denominada fungao de transferéncia. Em particular, a comunidade de Fisica
Estatistica possui ferramental apropriado e boas analogias para a analise do compor-
tamento coletivo destes modelos. Entre as arquiteturas de Redes Neurais de grande
interesse fisico poderiamos destacar as Redes Neurais de Atratores, que sao total-
mente andlogas aos Vidros de Spin [18], e as arquiteturas multicamadas feedforward
(Fig.1.1), que nado sdo tao diretamente andlogas a algum sistema fisico conhecido,
mas para as quais a aplicagao de técnicas conhecidas é possivel. Adicionalmente,
estas redes multicamadas tém um interesse especial por possibilitarem a introdugao
de modelos para o aprendizado indutivo suficientemente ricos . Demonstrou-se em
[17] que uma rede multicamada feedforward com entradas totalmente conectadas
(fig. 1.2) e apenas uma camada interna com K neurénios é capaz de representar
qualquer mapeamento 3 = f(S) entre as entradas e saidas da rede, desde que K seja
suficientemente grande. Este teorema mostra a abrangéncia do cenario de aprendi-
zado supervisionado (ou professor-aluno), onde uma rede multicamada “professor”
com M neurénios na camada interna e sindpses B,, gera pares entrada-saida, even-
tualmente ruidosos, que servirao como exemplos £ = {(S*, ¥#) : p = 1,...,p} para
que uma segunda rede “aluno” com K neurdnios na camada interna possa tentar
inferir qual o “conceito” (ou “regra”) subjacente. A inferéncia neste tipo de modelo
consistira em modificar as sinapses Jj, com base nos exemplos, no sentido de repre-
sentar as sinapses do professor da melhor maneira possivel. Quanto melhor for a
representacao que o aluno faz dos exemplos produzidos pelo professor maior sera a
sua capacidade de processar consistentemente ao professor uma nova entrada. Esta
capacidade podemos denominar capacidade de generalizacao.

Na maneira como o conjunto de exemplos £ € utilizado esta implicita uma divisao
entre a memorizagao dos exemplos e a atualizacao das sinapses. Num extremo
temos a possibilidade de memorizar a lista £ de exemplos e utiliza-los em paralelo
na atualizagao sinaptica, esta dinamica é conhecida como aprendizado offline. No
outro temos a utilizacao imediata de cada exemplo sem necessidade de memorizar a
lista £, conhecida como aprendizado online. Entre estes dois extremos ha todo um
espectro de situgoes intermediarias. Certamente os sistemas biol6égicos devem situar-
se entre estes extremos, no entanto, o imperativo da viabilidade teérica nos obriga
a, a0 menos inicialmente, nos concentrar nos casos extremos. Apesar da relevancia
biolégica ser questao importante, do ponto de vista das aplicagoes o aprendizado
online apresenta vantagens devido a sua necessidade minima de memorizagao. Isto
justifica seu estudo detalhado. Nesta dissertacao nos ocuparemos do aprendizado
online no cenario professor-aluno envolvendo arquiteturas multicamada.
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Rede de Atratores Rede Feedforward

Figura 1.1: Modelos conexionistas

1.2 Breve Historico

As primeiras idéias que levaram aos modelos de Redes Neurais (RN) surgiram na
década de 40, em especial nos trabalhos de McCulloch e Pitts [34] e Hebb [23]. Na
década de 60 estas idéias receberam varios desenvolvimentos culminando com os
trabalhos de Rosenblatt [41], que propds o Percéptron (Fig. 1.3) e de Minsky e
Papert [35] que explicitaram suas limitagoes. Inicialmente as pesquisas em RNs es-
tavam vinculadas a producao de modelos mesoscépicos para as fungoes cerebrais, no
entanto, seu desenvolvimento ficou restrito as aplicagoes tecnoldgicas até o inicio da
década de 80 quando voltaram a ganhar destaque na literatura de Fisica gragas ao
trabalho de Hopfield [26] que relacionou as RNs conhecidas como redes de atratores
(Fig.1.1) aos vidros de spin [18]. A proposta de Hopfield envolvia um tipo de mode-
lo composto por neurénios com dois estados S; € {+1, —1} interagindo uns com os
outros de maneira simétrica através de acoplamentos sinapticos J;;, modulados se-
gundo a proposta de Hebb. Estes primeiros estudos restringiram-se basicamente ao
fendmeno da memorizagao associativa de padroes nestas redes. Apds este periodo
o prop¢sito das pesquisas em RNs em Fisica passa a ser menos o de servir como
modelos mesoscopicos para fungoes cerebrais e mais o de introduzir no repertério da
Fisica nova fenomenologia e nova linguagem. Uma revisao bastante completa deste
periodo pode ser encontrada em [4].

No final da década de 80 o trabalho de Gardner e Derrida [20] deslocou o interes-
se de estudo para arquiteturas com acoplamentos unidirecionais e organizadas em
camadas, conhecidas como redes feedforward. A dificuldade de aplicar as técnicas da
Fisica Estatistica existentes na época foi a principal responsavel pelo adiamento dos
estudos deste tipo de arquitetura ja largamente utilizado em aplicagoes. A idéia de
Gardner consistiu em estudar as propriedades estatisticas do espago dos acoplamen-
tos sinapticos J;;, ao invés dos tradicionais estudos sobre o espago das configuragoes
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arvore parcialmente totalmente
conectada conectada

Figura 1.2: Arquiteturas feedforward

de atividade Sj. Esta idéia simples e seminal possibilitou o estudo analitico de di-
versas situagoes novas. Entre estas novas situacoes ganhou destaque o problema da
generalizagao no cenario professor-aluno. Proposto em 1989 independentemente por
Vallet [52] e por Gardner e Derrida [21], o problema da generalizagido consiste em
fazer com que uma RN infira os acoplamentos de outra RN a partir de exemplos. A
maneira como estes exemplos sao apresentados, se em paralelo (offline) ou um por
vez (online), define a dindmica de aprendizagem. Até os primeiros anos da década
de 90, a énfase estava voltada a dinamica de aprendizagem offline seguindo a tra-
dicao da Fisica Estatistica do equilibrio. Ha varias revisoes deste periodo, entre elas
podemos citar [24, 48, 56, 37].

Apesar desta énfase inicial da comunidade de Fisica, as redes feedforward com
muitas camadas aprendendo com algoritmos online sempre estiveram presentes nas
aplicagoes de engenharia. Os representantes mais conhecidos destes algoritmos sao
os algoritmos estocasticos de gradiente, comumente denominados backpropagation
[1, 42]. O interesse da comunidade de Fisica na dinamica online intensificou-se a
partir de 1993 com a percepcao de que estes modelos combinam simplicidade de
tratamento, importancia teérica e pratica.

Em 1992 Kinouchi e Caticha [29] propuseram um método construtivo para ob-
tengao de algoritmos online com generalizagao 6tima utilizando técnicas funcionais.
Até este trabalho, a andlise do problema da generalizacao restringia-se a caracteri-
zacao de algoritmos sugeridos heuristicamente. Esta técnica recebeu varios desen-
volvimentos, foi aplicada a varias arquiteturas e estendida ao aprendizado offline
[53]. O interesse nesta técnica tem, desde entao, aumentado visando a possibilidade
de deduzir quais as caracteristicas que um bom algoritmo pratico deve ter. Dentre
as situagoes de interesse pratico imediato estariam aquelas para as quais os algorit-
mos backpropagation sao amplamente empregados. Em 1994, Biehl e Schwarze [7]
obtiveram a primeira solu¢ao analitica para a dinamica de aprendizado do algoritmo
backpropagation. Logo em seguida, Saad e Solla [45] obtiveram uma generaliza¢io
que permitiu a solu¢ao analitica para uma classe suficientemente ampla de arqui-
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s « J 0=¢g(S.J)

Figura 1.3: O Percéptron

teturas. Estes trabalhos abriram caminho para a extensao do método funcional a
novas situacoes envolvendo arquiteturas mais complexas. Esta dissertagao tratara
desta extensao.

1.3 Memorizacao, Categorizacao e Generalizacao

E interessante, neste ponto, discutirmos as diferencas entre problemas freqiientemente
estudados na literatura de Redes Neurais: a memorizagao, a categorizagao e a ge-
neralizagao.

O primeiro problema a receber tratamento na literatura atual (a partir de Hop-
field) das RNs foi a memorizagao [4]. Na memorizagao apresenta-se um conjunto de
padroes L, que deverao ser representados pelas sinapses da rede na forma de atra-
tores dinamicos. O desempenho na memorizacao é entao medido pela similaridade
entre os padroes armazenados e os padroes apresentados. A capacidade de memo-
rizagao é definida como a quantidade maxima de padroes que uma rede consegue
armazenar com certo indice de erro.

O problema da categorizacdo [19], consiste em inferir um conjunto de padrdes
L a partir de exemplos amostrados aleatoriamente de uma vizinhanca controlada
destes padroes. O problema da categorizagao pode ser pensado como o problema da
memoriza¢ao mas para padroes corrompidos por certa quantidade de ruido .

Ja o problema da generalizacao consiste em inferir a configuragao sinaptica de
uma suposta rede professor que estaria gerando o conjunto £ de exemplos a partir
apenas deste conjunto de exemplos. Assim, a medida de interesse neste caso é o erro
médio sobre exemplos amostrados aleatoriamente com uma distribuicao definida
pelo ambiente de teste (normamente tomada como sendo uniforme).

Durante toda esta dissertacao estaremos interessados somente no problema da
generalizagao ao qual também chamaremos de problema do aprendizado.
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1.4 Medidas de Desempenho

A maneira como medimos o desempenho de uma rede numa tarefa de aprendizado
é de grande importancia no nosso estudo. Nesta secao iremos colocar de maneira
precisa a grandeza que medira o desempenho em nosso tratamento: o erro de genera-
lizacao. Quando analisamos o problema da generalizagao em redes neurais podemos
discernir dois “ambientes” de operagao: o “ambiente de treinamento” e o “ambiente
de teste”. Estes ambientes sao descritos, para o caso de exemplos sem correlasgao
temporal, por distribuigoes de probabilidade no espago dos pares ordenados entrada-
safda P(S,¥p)!. Assim, teremos P(S,Xp) indicando o “ambiente de treinamento
” e Pr(S,Yp) indicando o “ambiente de teste” (seguindo [32]). As propostas de me-
didas de desempenho devem refletir a eficacia das redes em cada ambiente. Assim,
define-se inicialmente a métrica de erro que ird indicar a discordancia ? que hé entre
o professor e o aluno e(¥;,Xp). A partir dai usualmente teremos :

e Erro de generalizacao:

E o erro esperado sobre exemplos extraidos de uma distribuicao de teste
PT(S, ZB) .

¢,(3,9) = /dezB e(S,,%5)Pr(S, Tp). (1.1)
Geralmente quando nada sabemos a respeito do ambiente de teste escolhemos

uma distribui¢do uniforme com as componentes Sy independentes (que é a
escolha a priori com méaxima entropia [11]) e com saidas X p livres de ruido.

e Erro de predicao:

E o valor esperado do erro num ambiente de teste idéntico ao de treinamento
PL(S, ZB)Z ‘
e,(J,9) = /dezB (37, 55)P(S, Sp). (1.2)

e Erro de memorizacao:

Pode ser pensado como uma estimativa empirica do erro de predigao.

1
e’"l.(J7 S) = - Z 6(2{}, E%) (13)
P sucrip)

Com (S, ¥p) tomados com distribuigio P,(S, ¥p). Aqui esperamos que e, *—

€p.

INo caso de seqiiéncias correlacionadas, por distribui¢oes no espago de pares L£(p). Aqui Xp
representa a saida que pode eventualmente ter sido corrompida por ruido.

?Por exemplo e(X;,5g) = %(ZB — ¥;)? para arquiteturas com safda continua e e(X;,Sp) =
6(X;,Xg), onde §(.,.) é a funcao delta de Kronecker, para arquiteturas com saida booleana.
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Normalmente estaremos interessados em comportamentos tipicos, ou seja, indepen-
dentes de J e B , dessa forma utilizaremos :

e, = <<€g(~]7B)>J|E(P)>£(p)\B.

Onde £L(p) denota o conjunto de pares ordenados entrada-saida (S, X p) de cardi-
nalidade “p” utilizado no treinamento. No calculo da média acima deve ser observa-
do que J é gerado por um algoritmo especifico a partir de uma seqiiéncia especifica
de exemplos L.

1.5 Organizacao desta Dissertacao

O interesse central desta dissertacao é mostrar como o esquema funcional de oti-
mizagao de algoritmos pode ser estendido as arquiteturas multicamada, como o de-
sempenho destes algoritmos se compara aos algoritmos usuais e quais os problemas
técnicos que podem surgir.

No capitulo 2 fazemos uma revisao dos resultados existentes sobre algoritmos
backpropagation e suas variantes, tentando nos concentrar nas situagoes e aspectos
que serao comparados aos algoritmos otimizados.

No capitulo 3 expomos o esquema de otimizacao funcional de algoritmos online
de uma maneira mais geral e apropriada para a aplicagao ao tipo de redes que esta-
mos interessados. Procuramos exemplificar sua aplicagao no percéptron reobtendo
resultados ja bem conhecidos.

No capitulo 4 aplicamos o esquema funcional a situacoes inéditas envolvendo
redes multicamada.

Finalmente, no capitulo 5 resumimos os principais resultados obtidos e discuti-
mos algumas diregoes para novos estudos.

Para uma leitura rapida sugerimos apenas os capitulos 3 e 4 e a se¢ao 5.1.
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Backpropagation

Neste capitulo revisaremos as técnicas de estudo da dinamica online, faremos um
sumario da aplicacdo destas técnicas a situacoes envolvendo o algoritmo backpropa-
gation e sumarizaremos brevemente alguns desenvolvimentos analiticos recentes.

2.1 O Algoritmo Backpropagation

Backpropagation é o nome dado as implementagoes de algoritmos de gradiente em
redes neurais. Estes algoritmos tém uma longa histéria de descobertas e redesco-
bertas que tem inicio na década de quarenta, com os primeiros trabalhos em redes
neurais e se estende até a década de sessenta [1, 58]. Na década de setenta ha menor
entusiasmo, ji na década de oitenta ocorre uma redescoberta [43]. Atualmente o
algoritmo backpropagation tem sido amplamente utilizado em situagoes praticas tao
variadas como o problema XOR ou o reconhecimento de caracteres escritos manual-
mente [24, 42]. A idéia basica por tras do backpropagation é minimizar uma fungio
energia F definida sobre os exemplos apresentados £ e sobre os pesos sindpticos J.
As sinapses evoluem com uma dinamica na forma:

AJ = —nV3E(J; L) (2.1)

Aqui 1 é um parametro (comumente denominado taza de aprendizagem) que controla
o tamanho das modificacoes sindpticas a cada passo, o operador Vj indica o gra-
diente no espago dos vetores sinapticos J e o conjunto de exemplos £ pode ser visto
, por analogia com os sistemas desordenados, como uma desordem gquenched. O fato
é que o conjunto £ de exemplos é gerado de forma aleatéria e a energia é entao
minimizada com este conjunto mantido fixo. Esta minimizagao pode ser tanto reali-
zada de maneira online ( E utiliza apenas um exemplo por vez) quanto de maneira
offtine (E utiliza todo o conjunto de exemplos £). Quando a dindmica implemen-
tada é offline a ndo-linearidade de F lhe confere um relevo altamente rugoso( cheio
de estados metaestaveis ) tornando dificil a convergéncia da dinamica (2.1) ao(s)
minimo(s) global(is). Uma maneira usual de superar os estados metaestiveis é a
introdugio de um termo apropriado ! de ruido transformando (2.1) numa equagio

'Ruido €(t) com <ek(t)6_,-(f)> = 2T6;,;6(t — 7:)

10
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de Langevin com distribuicao de equilibrio de Gibbs, com temperatura proporcional
a amplitude do ruido. A minimizacao da energia E é garantida pela diminui¢ao
progressiva desta temperatura, num processo conhecido como annealing simulado.
Ja na dinamica online a energia F depende apenas de um exemplo, e estes exemplos
sdo coletados do conjunto £ aleatoriamente. Neste caso E(J;S) é uma func¢ao de
argumento aleatério com valor médio que tende a um valor minimo a medida que
o sistema se aproxima de um minimo global, o que evita os estados metaestaveis.
Este processo tem sido denominado self-annealing [25].

A caracteristica mais marcante do backpropagation é sua generalidade e que per-
mite sua aplicacao a virtualmente qualquer arquitetura feedforward, desde que as
unidades integrantes tenham fung¢ao de transferéncia derivavel pelo menos uma vez.
A aplicagao deste algoritmo numa situagdo geral pode ser vista no (Apéndice A).
Esta generalidade torna interessante o estudo analitico do algoritmo. Na préxima
secao introduziremos um certo nimero de técnicas que tornarao possiveis estes es-
tudos analiticos para redes com grande ntimero de entradas.

2.2 Dinamica Online de Aprendizado no Limite
Termodinamico

Nesta secao trataremos com maior profundidade as equagoes que descrevem a dinamica
online de aprendizado para arquiteturas multicamada no limite de infinitas entradas
(ou termodinamico).

Em redes com nimero finito (V) de entradas a dindmica online tem a forma:

Talpt 1) = (1= £00) Jalw) + TROV)S(H) (2.2)

Aqui o indice ¢ identifica cada sinapse, o indice k identifica cada neurénio, F} sao
denominadas fung¢bes modulagao e V (Visivel) é o conjunto de grandezas acessiveis
as fungoes F. O sistema de equagoes (2.2) é estocdstico, pois as questoes-exemplo
S(u) sao geradas de forma estocdstica com distribui¢ao P,(S) e tém enorme nimero
de graus de liberdade. Esta alta dimensionalidade pode ser reduzida utilizando
um procedimento muito comum em Mecanica Estatistica : descrever o sistema em
termos de certos pardmetros de ordem [18]. Estes parametros de ordem devem ser

”

“estatisticamente robustos 7, ou seja, suas flutuagoes estocasticas devem ser cada

vez menores para sistemas cada vez maiores. Esta propriedade é comumente deno-
minada auto-mediancia 2.
A escolha dos parametros de ordem adequados depende das propriedades das

distribuigoes de probabilidade envolvidas, a saber, da distribui¢cao a prior: dos pro-

2Justificaremos a auto-medidncia numa situacao de aprendizado on-line em redes neurais no
(Apéndice B ) seguindo a linha de [40]. No texto nos limitaremos a mostrar numericamente em
um caso simples como a propriedade de auto-medidncia se apresenta.
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fessores e da distribuigao dos exemplos. No caso das redes neurais aprendendo a
partir de exemplos gerados uniformemente, estes serao:

e correlagao entre neuronios do aluno:
N
Quj = > JunJij-
i=1
e correlagao entre neuronios do professor:
N
Mnm = Z Bin Bfm
i=1
e correlagao entre neuronios do aluno e do professor:

N

i=1
Introduzindo os campos pés-sindpticos :
hiy = Ji - S,
b, =B, S

podemos verificar melhor o significado das varidveis macroscépicas acima. Calcule-
mos entdo, para exemplificar, a média (hyb,):

(hibs) = / dS P(S) " JuBu SiS)
' il
= Y JuBu{S:S). (2.3)
il
Se considerarmos que a distribui¢io de questoes P(S) é tal que ® (.S;S;) = §;; teremos

que :
(hiby) = Ji - B, = Ry (2.4)

Os parametros macroscopicos representam as correlagoes entre os campos pés-sinapticos.
Se as normas dos vetores sinapticos nao forem relevantes, é bem menos redun-
dante usarmos :

e correlacao normalizada entre neurdnios do aluno e do professor*:
N
P . Rkn _ Zi:l Jzk Bm
kn — = .
Qkann HBILH HJI»H

3Isto pode ser produzido gerando vetores com componentes aleatérias e independentes com
(S7)-
*A norma || X|| é definida pelo produto escalar X - Y = Zf\;1 XY . | X||=vX-X.
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15

Figura 2.1: Auto-mediancia do parametro Q num percéptron linear.

e correlagao normalizada entre neuronios do aluno:

N
ij _ i=1 Jij Jz‘k

q'k: = .
T 00w I

Para exemplificar a propriedade de auto-mediancia numa situacao pratica, exibi-
mos na (Fig. 2.1) corridas da dinamica de aprendizado étimo num percéptron linear
para varios tamanhos do sistema. Para cada tamanho esta representada apenas uma
unica corrida. A curva cheia corresponde a solugao das equagoes deterministicas pa-
ra os parametros de ordem obtidas sob a hipétese de auto-mediancia. E bastante
claro na (Fig.2.1) que as flutuagdes estocdsticas no pardmetro tornam-se cada vez
menores conforme o sistema aumenta.

As equagOes estocdsticas para os pardmetros de ordem serdo, utilizando (2.2),

para @) :

Quilp+1) = J(p+1) Ji(p+1)
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b 1 F MBS - 5(m) + Ol55) (25)
Para R :
Ri(p+1) = Ji(p+1) B,(u+1) (2.6)
= (1= %) () Ba) + RO - B.)
= (1- %ak(w) Ria(1) + 1 F(V)ba(1).
Para escrevermos a equagao para p precisamos primeiro escrever :
| _ Ly Lo - L)
v Qrr(p + 1) vV Qrr (1) N N Qulp)
_ L EY) 1
2N Q) T ) (27)

Multiplicando (2.6) por (2.7) e colhendo termos até O(-) obteremos as equagoes
para os ps:

1 b(AY)

P +1) = pra(p) + NW
L lhz«(u)Fk(w L RO
Qrk 2Qkk

N
Analogamente multiplicando (2.7) por (2.5) obteremos equagdes para os gs:

(2.8)

1
e

] pial) + O

i+ 1) = gl + = WEWM + BWHY) + FV) )

N Q1) Qi (1)
1 [hj(#)Fk(V) + F2(V)
N Qjj 2Q 1k
hae () 5 (V) sz(V)] 1

+ gjr(p) + O 2.9
O 20, | ¥ (1) +O(5) (2.9)
No limite de sistemas grandes, N — oo, podemos transformar estas equagoes de
diferencas em equagoes diferenciais introduzindo uma escala de tempo Aa = % E
importante perceber que as derivadas % e % nao sao grandezas auto-mediantes

como mostramos na (Fig. 2.2) para o caso do percéptron linear aprendendo oti-
mamente. Nesta figura exibimos as flutuagoes de corridas do algoritmo 6timo para
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6.0 ¢

50 1

40 H 8
=1 B o]
g g
Q Q
< <

6.0 f
50 | 1

3.0 — N=1000
2.0 B

1.0 1

AplAa
AplAa

Figura 2.2: No percéptron linear, as derivadas nao sao auto-mediantes. Mostramos
corridas para varios tamanhos. A curva tracejada representa o calculo analitico da
média sobre infinitas corridas.

N =10,100, 500 e 1000. O tamanho tipico destas flutuacoes independe do tamanho
N do sistema®. Desta forma, se quisermos escrever equacoes deterministicas para o
sistema precisamos realizar médias sobre toda aleatoriedade envolvida no aprendi-
zado, a saber: os exemplos e o ruido do sistema. A linha tracejada ( que aparece
apenas no grafico para N = 10) representa a média sobre infinitas realizacdes da
dindmica (cdlculo analitico).

No limite de redes grandes ( ou termodinamico) as equagdes adquirem a forma

6.
ij = <l7lmN4>ocNAQk7>
*Uma discussao mais aprofundada pode ser encontrada em [33].
5 Aqui estamos considerando o caso em que as seqiiéncias de exemplos sao descorrelacionadas e
utilizamos :

() = [arave )

()= d(--)
da
Onde H e V representam toda aleatoriedade do sistema. Seguindo a notacdo introduzida por
M.Copelli ¢ N.Caticha em [14], H corresponde ao conjunto de grandezas inacessiveis (Hidden) para
as funcées modulacao e V corresponde ao conjunto de grandezas acessiveis(Visible).
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(hiFj + hjFi + Fi By — Q1 — Q)
Rin = {limy_..NARy,) (2.10)
(Fpb, — QuRp)
(limy —oc NAprs)
b, Fy hy F, 72
VOutl,, Q. Pn = 2Q pkn>
G = (Iimy_ecNAg1)

pkn =

thj+h]Fl+F]Fl h]FL Fk2
= - 0. gjr + 20 qjk
Qi (1) Q5 (1) i3 bl
hiF; F;? >
+ g + 9k 2.11

Como ja mostramos na (Fig 2.1) as integrais das equagoes diferenciais estocdsticas
acima sao auto-mediantes. Antes de efetuarmos as médias temos, por exemplo:

Rkn(oz) = [(a)b,(a) — Q(a) R (o).

Onde a dependéncia em « indica na verdade uma realizacao possivel da dinamica
estocastica. Ao integrarmos teremos:

Riu(a) = Rpa(0) + /Ud do Rkn(oz).

A auto-mediancia significa neste caso que a integral acima independe da particular
realizagao da dinamica. Isto se deve a escolha apropriada da escala de tempo que
fizemos. Desta forma nao representa perda de generalidade alguma efetuar primeiro
as médias, transformando as equagoes em deterministicas, pois suas integrais quando
tomarmos o limite NV — oo serao, de qualquer forma, deterministicas.

2.3 Tratamento Analitico do Caso Geral

Os primeiros resultados analiticos para o aprendizado backpropagation on-line em
redes multicamada foram obtidos em 95 por Biehl e Schwarze [7]. Neste trabalho
sao tratadas situagoes envolvendo percéptrons, maquinas comité soft aprendendo
percéptrons e maquinas paridade com unidades continuas, todas com funcgao de
transferéncia do tipo erf (%) Posteriormente Riegler e Biehl trataram uma si-
tuagao envolvendo apenas comités soft [9] com K = 2 unidades na camada interna.
Ainda em 95 Saad e Solla [45, 46, 47] obtiveram uma solugao que abrange um amplo
leque de situacoes envolvendo maquinas comité soft com uma tnica camada interna,
funcao de transferéncia tipo “funcao erro” e nimero de unidades na camada escon-
dida com K/N = O(1/N). Pode ser demonstrado que qualquer fungiao continua
pode ser representada por redes comité com uma camada escondida, desde que o
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Figura 2.3: Professor = comité soft com M neurdnios na camada interna. Aluno =
comité soft com K neuronios na camada interna.

nimero de unidades seja suficientemente grande [17, 27], o que torna a o estudo
destas redes particularmente interessante. Nesta secao apresentamos em detalhe a
solucao proposta por Saad e Solla.

No que segue estaremos interessados na situagao em que uma rede neural “alu-
no” de arquitetura comité totalmente conectado soft com K unidades na camada
interna aprende de maneira online um “professor” de arquitetura idéntica a menos
do nimero M de unidades na camada interna. Na (Fig. 2.3) estd representada esta
situagao, temos que a saida do professor é definida por:

M
X = Y om (2.12)

= % g (bm) (2.13)

- :g erf (%) (2.14)
— ;ﬂi erf (B%S> . (2.15)

Aqui introduzimos todas as defini¢coes necessarias: o, é a componente m da repre-
sentacao interna do “professor”, ou melhor, é a saida do percéptron m da camada in-
terna cujo campo pés-sinaptico é b,, = B,,,-S e 0s pesos sinapticos sao dados por B,,,.
J4 a fungao de transferéncia dos neurdnios da camada escondida é g(z) = erf (%)
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De maneira analoga é definida a saida do aluno :
K
=Y g(h). (2.16)
k=1

Aqui hy, =J - S é o campo pds sinaptico do neurdnio k da camada escondida.

Nos ocuparemos aqui apenas do caso onde as sindpses que unem os neurénios da
camada interna ao da camada externa sao mantidas fixas com valor “1” como esta
indicado em (Fig. 2.3)". Desta forma o algoritmo backpropagation assume a forma:

Tu(p+1) = Ju(w) + -6n(w)S(w) (2.17)

Onde 6, = g (ht)(Xp — X;). Esta forma é andloga a (2.2) com a fungiao modulagio
Fi. = néi.. As equagdes macroscépicas (2.10) para este tipo de sistema ficam entao:

Rkn - /’7<5kbn,>7 (218)
Qi = (&) +n{6h) + 17 (6;61) - (2.19)

Estas equagoes envolvem o calculo da integral gaussiana tridimensional:

Is(z,y,2) = (g (x)yg(2)) (2.20)

De trés redugoes bidimensionais:

(9 (9)g(2)),
(9 (x)29(2)) ,

!

(g (x)yg(z))
E uma redugao unidimensional:
(g (@)zg(z)).

Envolvem também a integral quadridimensional:
(2) (v)9(2)g(w)) . (2.21)

I4($7 Y, z, U}) - <g

Trés redugoes tridimensionais:

TO caso com estas sinapses adaptativas foi estudado em [40)].
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Quatro redugoes bidimensionais:

E uma redugao unidimensional:

(g'(2)g

Totalizando 14 integrais gaussianas. Na verdade, estas integrais podem ser expres-
sadas em funcao apenas de (2.20) e (2.21) reduzindo o ndmero de integragdes ne-
cessarias a 2 (ver [46]). Estas integrais adquirem entio a forma :

Is(z,2,2) = (g (z)29(2)),

(z,z,z) <g z)rg(x >
Li(z,y,z,y) = (g (z)g (v)g(x)g

E assim por diante. Com a escolha de g(z) = erf (
levando a [46, 60]:

(v)) -

%) estas integrais sao factiveis

2 1 C’yz(l + Ch) — C’MC’M
T~/ A 1+ C,.

Iz, y, 2) = (2.22)

Com

AS = (1 + Cmt)(l + sz) - szcxm

onde C é a matriz de correlagao dos campos z,y e z. Para os casos de dimensao
menor substitui-se a matriz de correlacao C pela matriz singular apropriada. Por
exemplo : no calculo de I3(z,y,y), C é a matriz singular obtida pelas substitui¢ao
z = .

4 Ag
Q(m,y,z,w):?rz\/_arcsm \/ﬁ . (2.23)

Com

Ay = (1 + Cm)(l + ny) - O:r'ycrya
Ay = AyC.p— CpCpu(1 + Crp) — CoraCoi(1 4+ Cyy)
+  CuyCo:Chu + CuyCosClys,
A = M(14C..) = Co(l+ Chy) — Co(1+ Cyy) + 2C4yCi.Cly,
Ay Ay(1+ C) — C2 (1 + Crp) — C2(1 4 Cyy) + 2C1y Cri Cp-

yw Tw
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Aqui C é a matriz de correlagao dos campos z,y,z € w. Nos casos com dimensao
menor, esta matriz é substituida pela matriz singular equivalente. Por exemplo :
no célculo de I4(z,z,z,z), C é a matriz singular obtida pelas substituigoes y — z,
Z—rTew — .

Exemplificando com <g/ (hk)b,,,g(hj)> teremos que a matriz de correlagao C,

usando (2.4), serd dada por:

(hihi)  (hibn) (hihy) Qr Rin Qi
C= <bn hk) <bn bn> <bn h7> = Rkn Mnn R7n
(hjhr)  (Rjba)  (Rjh;) Qir  Rjn  Qjj

O calculo destas médias possibilita a resolugao e caracterizagao total das equagoes
da dinamica de aprendizado. As curvas de aprendizagem podem entao ser obtidas
através do calculo do erro de generalizacao. Para o ambiente de teste onde os
exemplos sao gerados uniformemente e independentemente o erro de generalizacao
é dado em funcdo das varidveis macroscépicas por (Apéndice C):

€g (ij’a Rkn: Mn,m) - % Z arcsin (\/ﬁﬂ‘ T Ql‘k ) (224)

n 1 X Mn.m
— E arcsin
T \/1 + Mnn\/l + Mmm

— g Z &TCSIH < Rkn >
kn \/1 + Qkk\/l + Mnn ‘

2.4 Percéptrons

A solucao para percéptrons (Fig. 2.4) numa situagdo sem ruido e com a norma
do professor M = B -B = 1 foi descrita em [7]. Neste caso as equagbes (2.18)
adquirem a forma:

R = n(6b) (2.25)
Q = 2n(6h) +n*(6%) (2.26)
Inserindo as médias (2.20) e (2.21) reescrevemos:
R = n[ls(h,b,b) — Is(h,b,h)] (2.27)
Q = 277 [IB(ha ha b) - IS(h7 ha h)]
+ 07 [Iy(h, hyb,b) — 214(h, h,b, h) + I4(h, h, h, k)] (2.28)

Substituindo (2.22) e (2.23) chegamos:

2 7 1+Q—R? R

T14+Q ,\/2(1+Q)_R2_\/1+2Q (229)
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S S

Figura 2.4: Professor = Aluno = Percéptron.

R Q

G = - -
- 21+ Q) —R? VIF2Q

T1+Q

N 4 . Q
— —F——— | arcsin
2 VI120 1+ 30

— 2arcsin i
<\/2(1 +2Q — R?)yTI+ 3_Q>

+ arcsin (21(;“5(2%__?))] : (2.30)

Estas equagoes podem ser resolvidas numericamente. A curva de aprendizado pode
entao ser construida utilizando a versio para o percéptron de (2.24):

e, (Q,R) = 1 arcsin (i> 2 arcsin (L> + 1 (2.31)
s 1+Q T 21 + Q) 6
E clara a presenga de um ponto fixo em (R, Q) = (1,1) em (2.29). No mesmo
trabalho Biehl e Schwarze estudaram a estabilidade assintdtica linearizando o siste-
ma dinamico em torno do ponto fixo. Perceberam que esta estabilidade depende da
taxa de aprendizado n da seguinte forma:

e H4 um valor critico 7. ~ 4.06 acima do qual (R,Q) = (1,1) deixa de ser
um ponto fixo atrativo, mas existem pontos fixos sub-6timos para os quais
eg(a — 00) > 0.

e Para taxas de aprendizagem maiores que 7y =~ 9.24 nao ha nenhum ponto fixo
e os parametros (R, Q) divergem.
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Figura 2.5: Linhas cheias: Integragdes numéricas. Simbolos: Simulagoes com redes

de tamanho N=1000. As condigdes iniciais sao Q(0)=.25 e R(0)=0.

e Ha uma regiao definida por 4.45 < 7 < 5.05 na qual os autovalores do operador
linear que define o comportamento do sistema dinamico em torno do ponto
fixo sao nimeros complexos, significando um comportamento oscilatério amor-
tecido .

¢ O decaimento assintético 6timo para o erro de generalizagao é obtido para
Nopt = %7)c ~ 2.704. Este decaimento ¢ dado por ¢, ~ g 06,

Mostramos na (Fig.2.5) simulagoes e resultados analiticos para valores interessantes
de n.

2.5 Caso Sobre-realizavel: M < K

A situagido mostrada na (Fig. 2.6) também foi estudada em [7]. Aqui o professor
é um percéptron (M = 1) e o aluno tem arquitetura tipo comité soft com K = 2
unidades na camada escondida. Biehl e Schwarze estudaram o sistema para diferen-
tes valores das sinapses da camada de saida. Aqui nos restringiremos a situagao em
que estas sindpses tem valores fixados em 1, como na (Sec. 2.3). Seguindo o proce-
dimento das secoes anteriores escrevemos as equagoes dinamicas para os parametros
de ordem:

R = n(6ib) (2.32)
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Figura 2.6: Professor = Percéptron. Aluno = Comité soft com 2 neuronios na
camada interna.

C = n{61ha) + n{6ah1) + n*(8162) (2.33)
Qr = 2n{8khs) +n*(67) (2.34)
Aqui definimos C' = @)12. As médias acima podem ser reescritas em fungaodos

parametros de ordem utilizando (2.22) e (2.23) e entdo integradas numericamente.
a o erro de generalizagao é escrito:
J de g lizag t

1 . Qk 2 . C
@0 (Qu G f) = ¥me<1+62k)+?mm (\/(1+Q1W(1+Q2)

2 ) Ry,
- zk:alcsm (72(1 n Qk)) + (2.35)

A solugao para as equagoes dinamicas das variaveis de estado macroscépicas sao
mostradas em (Fig. 2.8) e (Fig. 2.7). A curva de aprendizagem é mostrada em
(Fig. 2.7). Nota-se a presenca de uma fase simétrica, ou plato, que é comumente

=

encontrado em situagdes praticas [24]. Estes platos indicam a presenga de um ponto
fixo com diregoes repulsivas e atrativas.

Biehl e Schwarze analisaram a estabilidade dos pontos fixos da dinamica em
relacao a taxa de aprendizagem 7 concluindo que:

e Para n < n; = 1.4 existem trés pontos fixos: um repulsivo, o de platé e um
atrativo que corresponde ao aprendizado com e,(a — o0) = 0.

e Para 1.4 <17 < n, = 1.89 ha o surgimento de um quarto ponto fixo repulsivo.

e Paran. < n < n, = 2.32 [46] o ponto fixo de aprendizado passa a ser instavel e
surge um ponto fixo estavel que corresponde ao aprendizado subétimo e, (o —
o0) > 0.
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Figura 2.7: Curva de aprendizagem para n = 1.5 e condicgOes iniciais aleatdrias

com @ € [0,.5], Q2 € [0,1E — 6] e C ~ 0. Inset: evolugdo dos overlaps Ry e Rs.
Simbolos: simulacdes com tamanho N = 5000 e condigoes iniciais idénticas.

e Para n, < n <y~ 3.29 o ponto fixo de platd torna-se o tinico estavel.

e Para n > 1, as normas dos vetores sindpticos divergem.

2.6 Caso Realizavel: M = K

O caso realizavel foi tratado em [45, 46, 6, 9, 10]. As equagbes dindmicas para o
caso mais simples com M = K = 2 e professor do tipo M,,,, = 6,,,, sao:

R = n{8iba) (2.36)
C = n(b1ha) +n(8ah1) + 77 (8162) (2.37)
Qr = 2n(6khi) + 7 (67) (2.38)

Novamente utilizamos (2.22) e (2.23) e integramos numericamente. O erro de gene-
ralizagao é escrito:

€q (Qka 07 le = - Z arcsin ( Q )
+ Qr
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Figura 2.8: Qverlaps entre os ramos do aluno para as mesmas condi¢oes da figura
anterior. Simbolos: simula¢oes com tamanho N = 5000.

Figura 2.9: Professor = Aluno = Comité soft com 2 neurénios na camada interna.
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Figura 2.10: Curva de aprendizagem para 1 = 1.5 e condigoes iniciais aleatérias com
Q1 € [0,.5], Q2 € [0,1FE — 6] e C' = 0. Inset: Evolugao dos overlaps professor-aluno.
Simbolos: simula¢des com tamanho N = 5000.

2 C )
+ —arcsin
4 VI +Qu)/(1+ Qs
- = Z arcsin B + l (2.39)
k " (1 + Qk) 3

Em [10] Biehl et.al. observaram que o sistema de equagdes diferenciais acima
possui, para taxas de aprendizagem menores que um valor critico 7. ~ 2.32, um
ponto fixo de aprendizado com e, = 0, Q5 = 0, € Ry, = 6y, € dois pontos fixos sub-
6timos: um perfeitamente simétrico com @), = @) e R, = R e um menos simétrico.
Conforme a taxa de aprendizagem 7 — 0 o ponto menos simétrico colapsa sobre o
totalmente simétrico.

As curvas de aprendizagem apresentam um aspecto similar ao caso sobre-realizavel.
A saida dos platos ocorre gragas a presenga de uma vizinhancga instavel nos pontos
fixos subdtimos de forma que uma assimetria nas condicoes iniciais introduz uma
componente na direcao repulsiva levando o sistema ao ponto fixo de aprendizado.
Na (Fig.2.10) mostramos a curva de aprendizagem obtida com a resolu¢do numérica
do sistema dinamico, para comparagao, mostramos a mesma curva obtida através de
uma unica simulagao com tamanho N = 5000 e condig¢oes iniciais idénticas. As flu-
tuagoes no plato sao bastante acentuadas indicando a presenca da direcao atrativa.
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Figura 2.11: Querlaps entre os ramos do aluno. Simbolos: simulagoes com tamanho

N = 5000.

Na (Fig. 2.11) estao representados os overlaps entre um ramo do aluno e os ramos
do professor. Nota-se que o efeito de tamanho finito é particularmente acentuado
durante a etapa de especializagao (saida do platd) [5]. A presenca dos pontos fixos
de plato pode ser compreendida através de argumentos geométricos. De maneira
geral podemos escrever:

Ji =Y RuB. +J;. (2.40)

Na fase inicial do aprendizado ha pouca correlacao entre os ramos do aluno e do
professor, ou seja, o vetor sindptico é J, ~ Ji. Conforme os erros sio corrigidos
pelo algoritmo de aprendizagem a correlagao aumenta e o termo Ji é reduzido. Se
os ramos tem correlagoes Ry, muito similares, o algoritmo modificarda os ramos de
maneira similar. E claro que o estado simétrico de maior correlagao corresponde a
representacoes das sinapses do aluno no hiperplano gerado pelos ramos do professor
na forma:

J. = MRB,. (2.41)

Daqui deduzimos a relagao:

Q= MR? (2.42)

verificavel nas figuras. Se o aluno se encontrar no estado perfeitamente simétrico
de maior correlagao com o professor, o algoritmo modificarda os ramos sempre de
maneira idéntica provocando erros maiores, isso produz um ponto fixo simétrico. £
evidente que ha um ponto fixo definido por J,, = B,, para o qual o aluno nao comete
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S

Figura 2.12: Professor = Multicamada, Aluno = Percéptron.

erro algum. A migracao dos vetores sinapticos da situagao simétrica para este ponto
fixo 6timo depende da existéncia de assimetrias provenientes de condigoes iniciais
nao-simétricas. Estas assimetrias irao fazer com que o algoritmo de aprendizagem
module de maneira diferente cada um dos ramos, evitando o estado totalmente
simétrico.

2.7 Caso Nao-realizavel: M > K

Nesta situagao uma rede com K neuronios na camada interna, tenta aprender
uma rede multicamada mais complexa com M > K neurdnios na camada escondida.
Exemplificaremos esta situagao utilizando o caso mais simples onde um percéptron
(K = 1) aprende uma rede multicamada do tipo My, = 6, (Fig.2.12).

Neste caso o conjunto de parametros de ordem se reduz a R,, =J-By e @ =
J - J. As equagoes diferenciais sao :

Q = 2n(6h) + n*(5°) (2.44)
E o erro de generalizagao é:
1
€yg (Q? Rn) = ; zk: arcsin (%)
2 , M
— = arcsin T + . (2.45)
T 21+ Q) 3

Escrevendo o sistema de equagdes da maneira apropriada, utilizando (2.22) e
(2.23), nao é dificil verificar que R, = 1 e @ = M é ponto fixo. Isto pode ser



2.7 Caso Nao-realizavel: M > K 29

0.40

0.30

eg 0.20

0.10

0.00 1 1 1
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Figura 2.13: Curva de aprendizagem para backpropagation com M=2, K=1,n = 1.5
e condicdes iniciais aleatérias com @ € [0,.5]. Simbolos: simulagdes com tamanho

N = 5000.

entendido de maneira simples utilizando argumentos geométricos. E de se esperar
que ao final do processo de aprendizado o vetor sinaptico do percéptron aluno seja
equidistante de todos os ramos do professor, pois ndo ha ramos preferenciais
teremos :

, assim
J=> RB,+J" (2.46)

O termo J+ devera flutuar em torno de 0 , pois nao ha nenhuma diregao privilegiada
no subespago ortogonal. Escrevendo em termos apenas dos parametros de ordem
teremos:

Q~ MR* (2.47)

Isto explica a relagao observada entre () e os Rs. Se considerarmos o espago das redes
professor do tipo M,,, = 0, O percéptron atua como um “medidor de complexida-
de”, fornecendo o nimero exato de neurénios na camada interna da rede professor
através da relacao: () — M quando a — oo De maneira mais genérica teremos que,
dada a estrutura da matriz de correlagdo do professor M,,, = f(n,m), é possivel
determinar sua complexidade (nimero de neurdnios na camada escondida) usando
um percéptron. Para isso basta observar que eg(a — o0) = ¢(M). Na (Fig. 2.13)
mostramos a curva de aprendizagem e a evolu¢ao dos parametros de ordem para o
caso M =2e K = 1.

8 Lembrando que os exemplos siao gerados de maneira uniforme.
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2.8 Variacoes sobre o Backpropagation

Nesta segao faremos um sumario e indicaremos algumas dire¢oes adicionais sobre
alguns dos estudos analiticos atuais que envolvem variagoes do algoritmo backpro-
pagation. Estas variagoes tém por objetivo melhorar o desempenho de redes multi-
camada diminuindo ou eliminando a duragao dos estados subdtimos de plato.

i. Backpropagation Adaptativo

West e Saad propuseram em [57] a variante que denominaram backpropagation
adaptativo. Esta variante consiste da funcao modulagao :

Fr =ng (Bh) (S5 — ) (2.48)

Para o caso em que g(x) = erf(\%) a funcdo modulagao assume a forma:

2
F, = n,\/;e—%f’”’i (S5 — ) (2.49)

A introdugao do parametro 3 permite o controle da sensibilidade da modulagao aos
campos grandes. Conforme  aumenta o decaimento do termo gaussiano se torna
mais rapido, concentrando a modulagao em campos pequenos. No estado de plato
as diferencas entre os campos pés-sinapticos presentes em cada neurdnio da camada
interna sao minimas. Se aumentamos [, aumentamos a chance de que pequenas
diferencas do campo impliquem em grandes diferencas de modulacao, facilitando a
quebra de simetria e a saida do estado de platd. Os calculos analiticos para es-
te algoritmo sao adaptagoes razoavelmente triviais do esquema de calculo para o
algoritmo backpropagation usual. West e Saad demonstraram em [57] que o backpro-
pagation adaptativo produz uma redugao significativa do comprimento dos platos.
Eles também determinaram, no regime de 7 pequeno, o valor de 8 que produz os
platos mais curtos e os valores de n e 3 que produzem o decaimento assintético étimo.
Uma diregao promissora para futuros desenvolvimentos neste tipo de algoritmo seria
a obtencao de evolugbes Stimas F,pi(a) € 1yp(x).

1. Otimizacao Paramétrica Global

O problema da evolugao otimizada da taxa de aprendizagem 7 foi enderecado
por Rattray e Saad em [44]. Utilizando um método variacional, similar a proposta
de Kinouchi e Caticha [29], Rattray e Saad otimizam o funcional :

de,

569 = o, da@ (250)
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Com os vinculos:

Rin - ,r]<6tbn>7 (251)
Qi = n(6ihi + Shi) + n*(8;61). (2.52)

E impondo que o desempenho seja localmente 6étimo na extremidade «y. O resultado
fornece a evolugao étima 7,,,(c) na janela (ag, o). A ultilizagao de 7,,,(c) reduz
sensivelmente os platos. Este tipo de enfoque requer o conhecimento a prior: do
numero de exemplos disponivel, o que nem sempre representa bem uma situacao
de aprendizado online. Um estudo comparativo do desempenho com evolucdo 7(«)
localmente 6tima seria de grande interesse.

iii. Quebra de Simetria Induzida

Barber, Sollich e Saad sugerem em [5] a introdu¢do de uma medida de erro na

forma:
K-1

o) = L (S5() ~ Sp (WP + 5 3 H (@~ Q) (259

i=1

Com H(z) =1 (1 +erf (%aj)) Esta escolha penaliza estados simétricos (como os
de platd) e favorece a ordenagao Q11 > Qa2 > ... > Qk . Os cilculos analiticos sao
novamente factiveis adaptando o esquema de calculo usado para o backpropagation
usual. O resultado sao platos violentamente reduzidos.

Similarmente, Wohler sugere em [60] uma medida de erro dependente do ramo
dada por:

1 2 X 1\2
3,5 = £ (S,(0) ~ Ss(w)P +7 Y (Qh)°. (2.54)
I=1,1#k
Esta energia penaliza ramos muito correlacionados, induzindo quebras de simetria.
Neste tipo de solucao considera-se que a estrutura da matriz de correlagao M,
do professor é conhecida, além disso a solugao é apenas heuristica.

1v. Gradiente Natural

Em [2] e [3] Amari propds uma descri¢do para o problema do aprendizado em
redes com ruido na saida em termos de uma dinamica no espago P das distribui¢oes
de probabilidade. Neste esquema a rede professor é descrita pelo mapeamento
Y5(S,B,) + € e a rede aluno, analogamente, por X;(S,J;) + €. Onde € denota
um ruido gaussiano com média nula e varianga conhecida. O problema consiste
entao em inferir os parametros B, de uma distribuicao de probabilidades a partir
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da qual pares de exemplos (S, ¥ p) sdo colhidos. Esta inferéncia pode ser realizada
utilizando o método tradicional de descenso pelo gradiente:

J(p+1) =I(pw) + nVE(n) (2.55)

Aqui F é a funcao custo do problema. No entanto, como estamos tentando repro-
duzir uma dada distribuicao de probabilidade do espaco P, o gradiente deve refletir
a estrutura deste espaco. Colocando de outra forma, a dinamica que gostariamos
de realizar é:

Pp+1) = P(p) +nVpE[P(u)] (2.56)

Onde P € P sdo distribui¢des parametrizadas pelos Ji. Em [2] Amari estuda as

propriedades da variedade diferenciavel P e define o gradiente natural sobre o espago

dos parametros:

0E(p)
0J;

Onde J; denota cada componente de cada vetor sindptico e g;; é o tensor métrico

da variedade P definido pela matriz de informagao de Fisher :

Jilw+ 1) = Ji(p) + ngi; (2.57)

BInP(S,Sy; J;) dlnP(S, Ly; Jv:)> (2.58)
(S,27)

9i(Js) = < a7, 9,
i J

Este tipo de desenvolvimento explicita uma interessante estrutura geométrica do
problema do aprendizado podendo dar origem a insights que podem ser de grande
utilidade nos préximos anos.
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Otimizacao Funcional de
Algoritmos Online

Neste capitulo introduziremos o esquema funcional de otimizagcdao de maneira ge-
ral e o exemplificaremos em uma variedade de situagoes ja bem conhecidas. Também
aplicaremos o método ao percéptron com funcdo de transferéncia continua e ndo-
linear.

3.1 Esquema Variacional de Otimizacao

A otimizagao variacional no cenario professor-aluno de aprendizagem online foi pro-
posta inicialmente por O.Kinouchi e N.Caticha [29] e aplicada com sucesso aos
percéptrons booleano e linear [30, 31, 6, 8], ao comité booleano com arquitetura
de 4rvore [13, 14], a paridade booleana e ao percéptron com fungao de transferéncia
tipo “reverse-wedge”. [49, 51, 50]

No esquema funcional otimiza-se a quantidade “instantanea” de informacao
extraida por exemplo quando o sistema se encontra num dado estado “q”.! Des-
ta forma a otimizagao é fundamentalmente local, ou seja, os algoritmos obtidos
sao aqueles de melhor desempenho possivel utilizando a dinamica online sem o co-
nhecimento de quantos exemplos sao disponiveis 2. Inicialmente é necessario que
definamos a situagao de aprendizagem através da determinacao da medida de erro

apropriada:
€g(9)- (3.1)
A quantidade “instantanea” de informagao extraida serda entao medida por :

I = —¢4(q) = —Z—Z 2 (3.2)

! Aqui denotamos por ¢ o conjunto dos pardmetros de ordem do sistema {q1, gz, ...}. Definiremos
¥ _ f ;. ' '
dqg — EZ dq; Q-
2 Analogamente ao conhecido problema de “Dilema dos Prisioneiros” em Teoria dos Jogos, su-
bomos que cada exemplo (ou jogada) pode ser o (a) dltimo(a) em contraste com uma possive
d 1 d d 1t trast 1
otimizagdo global onde precisamos conhecer o nimero de exemplos (ou jogadas) disponiveis.

34
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1P

Identificaremos o “desempenho” de uma dada fungao modulagao F' em “g” por
I[F].

Como foi discutido no (Cap. 2) a dindmica online é descrita, no limite de sistemas
grandes, por um sistema de equagoes de aspecto genérico:

qLF] = <Z ar(q, M, V, ) Fe + 3 cinla, |, V, W)Fij> (3.3)
k ik
Aqui v é um conjunto de parametros que descrevem o professor (por exemplo:
ruido e correlagdes nos campos). Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos um funcional
que nos da a quantidade instantanea de informagao extraida por um dado algoritmo
Fj, num dado estado q. A fungoes modulacao localmente 6timas F) sao obtidas
quando impomos:

o Condicdo Necessdria®
6é,[F]
— =0,Vk 3.4
( 5FL - ? ( )
k
o Condigcao Suficiente
v, > 0Vk. (3.5)

Onde v}, sao autovalores da matriz hessiana funcional H definida por :

2 .
Hy = <L[Fll) |
6F15Fk F.Fr

Para garantirmos que a otimizagio seja valida sobre uma trajetéria ¢(o) preci-
samos que :

v(g(a)) > 0,Va,k

Onde ¢(«) especifica a trajetéria no espago dos parametros de ordem “¢” para-

metrizada por a. Esta trajetéria é dada pela integral:

q(a) +/ dt< ar(q, H,V,v)F} +Zc]; q,H, V,’y)FFL>

7k

que geralmente nao pode ser resolvida analiticamente. E interessante observarmos
que, para as dinamicas online que estamos analisando, o funcional (3.3) é do segundo
grau. Isto significa que as derivadas funcionais segundas de é,[F}] nao dependerao

3 Aqui (— indica uma derivada funcional em relacao a F. Para uma introducao classica ao
célculo varlacmnal veja [22].
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das fung¢oes modulagao, neste sentido elas descreverao propriedades intrinsecas do
espaco dos algoritmos* . Poderemos interpretar estas propriedades segundo as com-
binacoes de sinais dos autovalores 1 da matriz hessiana funcional, fazendo um
paralelo com o que acontece para fungoes ordinarias:

e Se 14(q) > 0 para todo k, entdo suponhamos que a fun¢do modulagdo com
desempenho 6timo no estado ¢ seja Fq*(V) e imaginemos uma pequena pertur-
bagio continua €,()), neste caso:

LIF*] > I[F* + €

Ou seja, qualquer que seja a perturbacao na fun¢gao modulagao o desempenho
piora.

e Se 14(q) < 0 para todo k entdo :
LIF*| < I[F* + ¢
Aqui qualquer modificagao melhora o desempenho.
o Se Jk tal que v4(q) = 0, entdo existe uma classe de funcoes £, tal que se ¢, € &,
L[F*] = L,[F* + €]
Neste caso, existem infinitos algoritmos equivalentes.

e Se existe tanto k’s com v(q) > 0, quanto com v4(q) < 0 entao existem classes
de fungées £ e £, para as quais se ¢, € &£ :

L[F*] > IJF* + €.

Se ¢, € 5(; :
Iq[F*] < Iq[F* + €|

Dependendo do tipo de perturbagao obtém-se algoritmos melhores ou piores.

3.2 Otimizacao e Informacao a prior:

As solugdes apontadas por (3.4) e (3.5) fornecem algoritmos com desempenho 6timo
no sentido da medida de erro escolhida e sob condigoes dadas a priori. Estas con-
digoes especificam o ambiente de teste, as arquiteturas de rede envolvidas, a infor-
magao acessivel ao processamento da rede-aluno (visibilidade V dos F}) e se conhe-
cemos o nimero de exemplos ou nao. Neste sentido, nao é possivel pensarmos num
algoritmo com desempenho 6timo sob qualquer condi¢ao, mas sim em algoritmos que
sao 6timos sob condicoes determinadas. Estes varios algoritmos otimizados podem

10 espago dos algoritmos é, neste caso, o préprio espago das fungoes modulagio F.



3.3 Aplicacao ao Percéptron 37

ser comparados segundo a persisténcia de seus desempenhos quando a informacao
a priort utilizada é diferente daquela para qual o aprendizado é otimizado. Esta
“persisténcia” tem sido denominada robustez [15, 16, 51].

Ja a informagao a priori sobre a “visibilidade” V' das fungoes modulacao Fj, é
introduzida quando observamos que: °.

SRy (V) -
— 2 = 56V = V)nFy ! 3.6
Ao rearranjarmos as condigoes de otimizagao inserindo a relagao acima teremos
que as médias (...) em (3.3) deverdo ser substituidas por médias sobre distribuigoes

marginais (...)zy em (3.4).5

3.3 Aplicacao ao Percéptron

Para exemplificar a utilizacao do esquema variacional na obtencao de algoritmos
6timos iremos utilizar a situagao na qual um percéptron simples aprende outro .

2 g 2,

S S

Utilizaremos os parametros de ordem p e @) para facilitar a comparacao com os
resultados previamente obtidos [29, 31]. Considerando um sistema sem o termo de
decaimento  descrito na se¢ao (2.2), a dindmica online de percéptrons com pesos
sindpticos continuos é dada por (2.10) :

Q = (2hF + F?) (3.7)

5Aqui 6(V — V) =6(&1 — 21)6(¢1 — y1)..., onde &1, e 3 sdo clementos de VeV
sy = [ dHPHIV)(.)



3.3 Aplicacao ao Percéptron 38

< bF hE F? >
A AP SAP
vOM @ 2Q)
Pelo momento nao precisamos especificar nem a forma explicita do erro, nem
o conjunto de grandezas visiveis V. Isto significa que os resultados que obteremos

terao validade que independe de detalhes como a fungao tranferéncia ou a medida
de erro que estamos utilizando. A quantidade instantanea de informagao extraida

sera entao :

. Oe dey .
—Ig,=¢€;= 8QQ + —/) (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.8) e impondo a condigao necessé,ria, de otimizagao (3.4)
teremos :

be,  Oey dey b h F
3F = 90 S (2R 4 2F )y + <\/_ Q §p>HIV =0 (3.9)

A forma geral da funcao modulagao otimizada serd entao:

F(V) =(2(Q,p)b — h>mv (3.10)
1 J¢y
@(Q,M,p) = % (311)
Qo  “0Q

A condigao suficiente (3.5) para a otimizagao é escrita sob a forma:

86, 8eq P Oey

3 =2 R (3.12)

Podemos agora, a partir de (3.10) e (3.11) reobter os resultados de otimizagao
do erro de generalizagao para o percéptron linear e para o percéptron booleano:

e o) Percéptron Booleano

O percéptron booleano é definido pela funcao de transferéncia g(h) = sinal(h).
O erro de generaligao do percéptron Booleano testado num ambiente onde os
exemplos sao gerados com distribui¢ao uniforme e componentes independentes
é dado por :

e, = —arccos(p) (3.13)

Suas derivadas sao :
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Oe,

= .14
o =0 (314)
dey -1
— = — 3.15

Substituindo o par de equagbes acima em (3.11), obtemos:

5(Q, M, p) = %; (3.16)

A fungao modulacao adquire entao a ja bem conhecida forma :

ﬂw:<%%%—>mv (3.17)

A condigao suficiente (3.12) fica entao :

6%, p Oe,
=——— 1
SF2 0 op >0 (3.18)

que equivale simplesmente a :

p>0 (3.19)

Neste caso a otimizacao, como foi descrito na (Sec. 3.1), serd vélida desde que
forcemos a condicao dada acima.

e b) Percéptron Linear

E definido pela func¢ao de transferéncia g(h) = h. Seu erro de generalizagao é

[32]:
1
€ =3 (Q + M — 2py/QM> (3.20)
Suas derivadas sao :
0 1 M
Oey

5 = —\/QM (3.22)

Novamente, substituindo o par de equagdes acima em (3.11), obtemos:
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Figura 3.1: Curvas de aprendizagem para o percéptron nao-linear: algoritmo otimi-
zado contra backpropagation assintoticamente 6timo para condigoes iniciais idénticas
(Q =1E —4e R~ 1F —4). No inset mostramos o desempenho assintético dos
algoritmos. Simbolos: simulagoes para N = 1000.

®=1 (3.23)

Resgatando o resultado presente em [31]:

FV) = (b h)pyy (3.24)

Neste caso a condigao (3.12) é respeitada sempre, pois :

2 .
6°é,
OF?
A independéncia da segunda derivada funcional de “é,” com relagao aos parametros

de ordem indica que, para o percéptron linear, a otimizagao sera valida em
qualquer trajetéria g(a) no espago dos parametros de ordem.

=1>0 (3.25)

3.4 Percéptron Nao-linear

Nesta se¢ao trataremos do percéptron com fungao de transferéncia do tipo g(h) =
er f(h) ja estudado no (Cap. 2) no contexto de aprendizagem com algoritmo back-
propagation. O erro de generaliza¢do é dado, a partir de (2.24) por :
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e,(Q,M,p) = %arcsin( ) _ 2 esin (\/( pV/QM )

1+Q/ = 1+ M)(1+ Q)
1 . M
+ ;arcsm (1 n M) (3.26)

Seguindo o esquema utilizado acima, calculamos as derivadas de e :

de, 11 1 N o/ QM
0@ T+ \VIT2Q  \J1+Q)1+M)- QM

1 oV M

- = (3.27)
TVQY(L+ Q)L+ M) - QM
9y = 2 oM (3.28)
O T+ Q)1+ M) - p*QM
Substituindo (3.27) em (3.11) teremos que:
B(Q, M) = (1+Q) L (3.29)

I+ M)(1+Q) — p2QM + py/QM(1 +2Q)

Usando (3.12), a segunda derivada funcional fica:

8%, 2 1 ( 1 o /OM

_Z 0 3.30
5F2  w1+Q \/1—|—2Q+,\/(1+Q)(1+M)—p2QM)> (3:30)

Na desigualdade acima é possivel perceber facilmente que impor p > 0 basta para
que a otimizagao seja valida em qualquer trajetéria’. Na (Fig. 3.1) comparamos os
desempenhos do algoritmo 6timo e do backpropagation com taxa de aprendizagem
otimizada.

3.5 Vinculo Otimizado

A forma que a condi¢ao (3.4) de otimizacao toma, no caso do percéptron, é :

8, _ 0e,8Q  Dey 66 _

§F  0Q6F + op 6F 0 (3:31)

"Esta condi¢do pode ser refinada para p > —4/ lerQ_
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Dentre todas as possiveis curvas no espago (@, p) que satisfazem a equagio acima
ha aquelas que, para p fixado, passam por valores () que minimizam o erro de
generalizagao, ou seja que satisfazem:

(f)_g)p =0 (3.32)

[13P%)]

Isso define um vinculo entre “Q)” e “p” que denominaremos “vinculo étimo”.
Quando a equagao acima tem solugao, podemos utilizar este tipo de vinculos para
reduzir a dimensionalidade do sistema. Observando as equagdes (2.10) podemos
constatar que o “vinculo 6timo” pode ser implementado por escolhas adequadas dos
(Q), desta forma conseguimos algoritmos étimos com termo de decaimento. E facil
notar que a fungao modulagao (3.11), quando implementamos o vinculo, toma a
forma :

FY) = <%% - >HV (3.33)

Que € o algoritmo 6timo para o percéptron booleano. Ja a condicao suficente
para que F' seja 6timo reduz-se também ao p > 0 do percéptron booleano.

e Percéptron Linear

Neste caso o vinculo sera dado por:

(33,4

Ou seja, como j3 foi descrito em [30] e [31], serd :

V@ =pVM (3.34)

Curiosamente, ao substituirmos o vinculo acima em (3.33) reobtemos a fungao
modulagdo étima para o caso sem vinculo (3.23), o que indica que, no linear,
o vinculo 6timo é implementado por 2 = 0.

e Percéptron Nao-linear

Neste caso o vinculo étimo é:

Q=" (3.35)

Ja a funcao modulagao sera :
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0.20 ‘
10°
!‘.
0.15 q
g
€y 010 1
a
0.05 ; o backpropagation n=2.7 ]
%5, & Otimo vinculado
<, OO‘G@
OOOO@OOOO
OOOOOOQ@
0.00 ‘ | ‘ ! ‘ ‘ $00000000059222%
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figura 3.2: Simbolos: simulagoes em tamanho N = 1000. Linhas cheias: resultados
analiticos. Inset: desempenho assintético.

F(V) = <ﬁ - h>w (3.36)

Ou seja :

d =

NoEw=Ivi

Analiticamente chega-se ao desempenho assintético e, ~ e, idéntico ao de-
sempenho do percépton linear, superior ao backpropagation e ao 6timo sem
vinculo. O termo de decaimento {2 que gera o vinculo étimo pode ser obtido
supondo que as condi¢des iniciais satisfazem (3.35) e observando que:

Retomando (3.7) com o termo de decaimento das equagoes (2.10):
Q = (2nF +F? - 2Q0) (3.38)

-_<£_E_E>
P A\Vam T Q" 2"
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Introduzindo as relages acima em (3.37) e utilizando (3.36) :

Q) = % <hF - %> (3.39)

Sob a hipétese de que o vinculo se realiza através de toda trajetéria e empregando
novamente (3.36) finalmente obtemos:

@ =45

O préprio 2 pode ser aproximado pela média acima e esta aproximacao deve
melhorar a medida que o tamanho do sistema aumenta gragas a propriedade de
automediancia. Além disso nao é necessario, pelo menos assintoticamente, que as

(3.40)

condigoes iniciais obedecam rigorosamente o vinculo 6timo como pode ser visto na

(Fig. 3.2).
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Otimizacao em Redes
Multicamada

Neste capitulo aplicaremos o esquema funcional de otimizacao local a situagoes
envolvendo redes multicamada. Trataremos casos realizdveis, nao-realizdveis e sobre-
realizaveis. Discutiremos brevemente a otimizacao funcional global.

4.1 Aprendizado Otimizado

Apesar de, em principio, podermos aplicar o esquema funcional de otimizagao a
qualquer rede multicamada, nos restringiremos aqui a analise de comités soft do
tipo estudado no (Capitulo 2). As equagdes dindmicas para o estado macroscépico
da rede sao dadas por :

ij — <h]F]\+hI.F]+F]FI\>

Seguindo o procedimento introduzido no (Capitulo 3) é necessario definir a me-
dida apropriada do desempenho em fungao dos estados macroscépicos. Utilizando
exemplos de teste aleatérios, independentes e distribuidos uniformemente, o erro de
generalizacdo médio é definido, conforme o (Apéndice C), por:

Q7k
&, Bins M) = — 4.2
@) = Lo (i)

n 1 . Mnm
— E arcsin
@ \/1 + Mnn \/1 + Mrrwn

nm

2 Z Rkn
- - arCSZTL .
0 kn \/1 + Qkk\/l + Mnn.

Lembrando que, por definicao, Q. = Qr; € M,,, = M,,,, o erro de generalizacao
é na verdade fungio das MK + (M?*+ M + K* + K) /2 varidveis (M, <, Qk<j, Rin)-
A quantidade de informacgao extraida de cada exemplo apresentado por redes num

46
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certo estado macroscépico ¢ = (Qix, Rin) € utilizando o conjunto F' de funcdes
modulagao é dada por :

[q[F] = —éy(q) (43)
369 . aeg )
B Z; 8@71. ij B %]: aRkn(Q)Rkn.

Note que a dependéncia nos Fj surge ao utilizarmos as equagoes (4.1) para
reescrever a equagao acima como um funcional:

Oey
€g[F] = Z <}L]FL —|—hkF +FFk> (4.4)
i<k 8th
(b Fr) 4.

As derivadas do erro de generalizagao sao dadas por:

ey, _ 1 1 | 1 S Qi
0Qi;  m1+Qy [\T42Q; iz J0+Qi)(1+Qu) - G

R
2 -
o

2(1+ Qjy) — R,

Y

Oey 2 @ik .
-z k),
9Qjk @ \/(1 + Qj]')(l + Qwr) — Q?k g
Oey 2 1

(4.6)

8RJ“ 7T \/2 1 + Q?? 171 ‘

Para simplificar nossa notagao iremos adotar as defini¢oes de Vicente e Caticha
[54]

52é 86 de
H., = g = g 6 g ]_—67 4.7
7 SF;6F), aQu 8Qik( ) (4.7)
Oe
Gy, = ——2-. 4.8
T 9Ry, (4.8)
A condic@o necessaria para a otimizagao funcional é escrita (ver Sec. 3.1):
oGl _ (4.9)
§F; T ‘

A derivagao aqui é funcional e realizada com todas as outras fungoes mantidas fixas.
Observando que as fungdes modulagio tém acesso limitado ao conjunto V (veja a
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Sec. 3.2) , que no caso mais simples contem os campos h; e a saida X do professor,
calculamos as derivadas funcionais acima e efetuamos os somatérios:

Hk]'hj + Hk7F7 — G]m <bn‘>H\V =0. (410)

Aqui estamos utilizando a convencao usual de somar sobre indices repetidos. A
solucao do sistema de equagoes acima é imediatamente dada por:

Substituindo esta fungdo modulagido nas equagdes (4.1) que descrevem a dinamica

e lembrando que (hib,) = Ry, € (hih;) = Q) obtemos:

. 1

Rkn = Hl(,] )Gjm <<b'm>’}—(n; b > - Rkn (412)
. —1) 1

ij - <H;l 'Glm <bm>'H|V H](m )Gm < 77>'H\V> Q]l.

Para escrevermos a condigao suficiente (Sec. 3.1) devemos analisar a matriz hes-
siana funcional H. Como foi descrito em detalhe no (Capitulo. 3), os autovalores
vr(g) da matriz hessiana determinarao a validade da solugao (4.11) num determi-
nado estado macroscépico ¢ = (Q,, Rin) da rede. A solugdo somente produzird
aprendizado étimo no estado ¢ se v4,(q) > 0. Neste tipo de otimizagao nao ha garan-
tias de que a otimizagao seja vilida ao longo de todas as possiveis trajetdrias g(«)
no espago dos estados. Para o percéptron, como foi demonstrado no (Capitulo 3),
encontram-se trajetérias para as quais esta otimizagao local vale em todos os pon-
tos. Para arquiteturas mais complexas, veremos nas proximas secoes que a validade
da otimizagao dependera de condigOes iniciais € nem sempre serd possivel manter o
sistema sobre trajetérias validas.

4.2 Caso Sobre-realizavel: M < K

A situagao na qual uma rede multicamada com K neurdnios na camada escon-
dida aprende um percéptron (M = 1) é particularmente interessante do ponto de
vista da otimizacao funcional, pois neste caso é possivel uma solu¢cao completamente
analitica. A fun¢ao modulac¢do étima assume a forma (4.11):

Fi(V) = H DGy (b — by (4.13)

Considerando o caso sem ruido teremos que <b>H\V =b=g¢"V(Xp). Além disso:

_ Dey
G =— 8_Rk
(9eq Oe,

H; 0.

jk = 8@1] Jk 8QJL(1 - 617*?)
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Figura 4.1: Autovalores v da matriz hessiana funcional. O menor autovalor v,,;,
assume valores negativos na regiao I.

Se considerarmos que a norma do professor é B-B = 1, as equagoes que descrevem
a dindmica sdo dadas por (4.12) e adquirem a forma:

R, = HZVG; R, (4.14)
Qi = HVGHVG - Q.

Reescrevendo estas equagoes utilizando as derivadas do erro de generalizacao
dadas por (4.6), podemos resolver numericamente o sistema de equagdes diferenciais.
Nos restringindo agora ao caso em que K = 2, a validade da otimizagao pode ser
verificada calculando os autovalores da matriz hessiana H dados por:

dey dey ( dey dey >2 < dey )2 Oe, Oe,
v = + + + + —4 . 4.15
0Q11  0Qa 0Q11  0Qa 0Q12 0Q11 0Q22 ( )

A evolugao destes autovalores para condicGes iniciais aleatérias com @17 € [0, .5],
Q22 € [0,1E — 6] e Q12 ~ 0 é exibida na (Fig. 4.1). Nota-se que um dos autovalores
assume valor negativo na regiao denotada por I. Isso indica, segundo a interpretagao
do (Capitulo 3), que nesta regiao hd algoritmos de desempenho melhor. De fato, po-
demos definir um algoritmo com desempenho superior na fase inicial de aprendizado.
Denominamos este algoritmo “crivo” e o definimos na forma seguinte:

k* = {k : max Qp},

entao

F, = { Pu—=r se b=k (4.16)

—hy, c.c.
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Figura 4.2: Curvas de aprendizagem para M = 1, K = 2: resultados analiticos
no limite termodinamico para o algoritmo localmente 6timo (curva inferior) e para
o backpropagation. As condigbes iniciais sao idénticas com Q11 € [0,.5], Qo €
[0,1F —6] e Q12 == 0. Inset : Cicatriz da mudanga de regime dinamico (ver texto).

Aqui Fjy—g—; indica a fungao modulagao étima para um percéptron aprendendo
outro. Este algoritmo apenas elimina o ramo com vetor sindptico de menor norma,
transformando a rede aluno em um percéptron. Analisando a expressdo (4.15) é facil
notar que para garantir que os autovalores nao sejam negativos precisamos fazer que:

2

Oey 4 Oe, Oe,
0Q12) — 0Q11 0Q22

Na pratica, s6 podemos escolher valores para os overlaps entre os ramos do aluno

(4.17)

(Qir). Considerando que os vetores sindpticos iniciais sdo gerados uniformemente,
tipicamente teremos Ry, =~ 0. Sob estas condi¢bes a desigualdade (4.17) nao po-
de ser obedecida. Isto indica que o transiente I é inevitavel quando nao temos
conhecimento a priori sobre o professor (Ry, = 0).

A curva de aprendizagem para condigoes iniciais aleatdrias estd representada na
(Fig. 4.2) juntamente com com a curva obtida utilizando o algoritmo backpropaga-
tion. O plato simétrico foi totalmente eliminado. No detalhe mostramos a pequena
cicatriz que marca a transi¢ao do regime I (um autovalor negativo) para o IT ( dois
autovalores positivos).

Na (Fig. 4.3) mostramos a evolugao dos overlaps entre os ramos do aluno Q.
Nota-se que no inicio da fase II os overlaps adquirem o padrao Q11 = Q9 eQ12 ~
v 11Q22 € os autovalores da hessiana funcional passam a ser positivos. A evolugao
dos overlaps professor-aluno é mostrada na (Fig. 4.4).
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Figura 4.3: Evolugao dos Q;; para M =1, K = 2 para condig0Oes iniciais aleatdrias
com Q1 € [0,.5], Q22 € [0,1E — 6] e Q12 =~ 0. Inset: Detalhe da transigio entre os
regimes I e II.
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Figura 4.4: Evolucao dos Ry, para M = 1, K = 2 para condigobes iniciais aleatdrias
com Q1 € [0,.5], Q22 € [0,1E — 6] e Q12 =~ 0. Inset: Detalhe da transigio entre os
regimes I e 1II.



4.2 Caso Sobre-realizavel: M < K 52

4.0

20 - B

-20 B

-4.0
0.

‘
0 05 1.0 15 2.0
a
40 ;
20 F —
\.
®, o0
| 1l
20 - —
40 ‘ ‘ ‘
0.0 05 1.0 15 2.0

Figura 4.5: Integragao numérica para a dinamica das modulagoes ®; no limite ter-
modinamico. Na fase II um dos ramos assume todo o processamento: ®; — 1 e
q)g — 0.

A estratégia de aprendizagem utilizada pode ser melhor compreendida olhando
para a dinamica das sinapses, que tem a forma:

Tt 1) = 30 + 5 (S VG gy — ) (). (4.18)

O campo pés-treinamento, definido por A, (p) = Jp(p + 1) - S(u), adquire a forma:

M) = B VG (512 g - (4.19)

O algoritmo 6timo se baseia em correlacionar as configuragoes sinapticas do aluno
com aquelas do professor, fazendo com que apds a apresentacao os campos sejam
dados por estimativas dos campos do professor. ,

Na (Fig. 4.5) mostramos a evolugdo dos ®; = ;gl)Gk para ocaso M = 1e
K = 2. No regime I ha uma tentativa de representacao do professor utilizando os
dois ramos do aluno. J& no regime II um dos ramos é “cortado” e a redundancia de
arquitetura eliminada.

A discontinuidade nas modulagoes pode ser explicada se lembrarmos que:

(OOfT(H)> ik Gk;
IL vi

onde Cof(H) é a matriz dos cofatores da matriz H e v; sdo os autovalores desta

¢, = H VG, = (4.20)

mesma matriz. Quando um dos autovalores é nulo ha uma singularidade associada.
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Figura 4.6: Comparagao com experimentos numéricos. Simbolos: simulagoes com
N = 5000 e condigbes iniciais aleatérias dadas por Q11 € [0,.5], Q2 € [0,1E — 6]
e Q1o =~ 0. Linhas cheias: resultados analiticos para tamanho infinito e mesmas
condi¢des iniciais. Inset: Evolugdo dos @Q;; na simulagdo (simbolos) e resultados
analiticos.

A comparagao das curvas de aprendizagem analiticas com simulagoes mostra boa
concordancia, como pode se verificado na (Fig. 4.6). No inset desta figura mostra-
mos a evolucao dos overlaps () em uma simulagao com tamanho N = 5000 e com-
paramos com o resultado analitico para condigOes iniciais rigorosamente idénticas.
E notdvel que na regiao de transicao entre os regimes I e II ha discordancia entre
os resultados. Isto se deve a grandes flutuacoes que surgem na vizinhaga imediata
da regido onde os ®’s sio singulares (ver Apéndice B).

4.3 Caso Realizavel: M =K

Neste caso a funcao modulagao 6tima se escreve:
-1
Fi(V) = Hy VG (bu)yy — B (4.21)
As equagoes ficam:
3 1
Rkn = H](h] Gj'm <bn <b'm.>7_(n;> - Rkn (422)
: ~1) ~1)
ij’ - H;l 'GlnH](m' sz <<bn>HW <bm>H|V> - ij

A principal dificuldade técnica no calculo tanto da fun¢ao modulagao quanto das
equagoes da dinamica ¢é a avaliacao das estimativas <bn>H|V‘ Num caso onde se tem
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Figura 4.7: Autovalores da hessiana funcional. Fase I: um dos autovalores é negativo
e a otimizacao nao ¢é valida. Fase II: estabelecimento do estado simétrico, o sistema
apresenta flutuagoes grandes. Fase III: fase de plato. Fase I'V: especializagao dos
ramos.

acesso a saida sem ruido X p do professor e aos campos h; temos que V = {h;,Xp}
e a média adquire a forma :

By = % [:Hl db,y b, 6 (23 - Zlg(bm)) P({bm, ) (4.23)

Onde:
N = /j: I1 dbn. 6 (23 - g(bm)) P({bm, hi.})

m=1 m=1

P({bp, hi}) = exp (—%{bm, hi }JCU Db, hk}T> :

com a matriz de correlagao
C= Mnm, Rkn
=\ rT o, .
kn Ik

Nos restringindo agora ao caso mais simples com M = K = 2 [54, 55] temos que
a avaliacao das estimativas (b1)(p, 41102501001 © (02) {00 2} [(S .0 o} EBVOLVE O cdlculo
de integrais da forma:

6516) = / dbldbg b; 6 (EB - g(bl) - g(bg)) P({bl, bg, hl, hg}) (424)
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Figura 4.8: Simulacoes com N = 5000 para M=K=2 e condig¢oes iniciais aleatdrias
dadas por Q11 € [0,.5], Qa2 € [0,1E — 6] € @12 = 0. Fase II: Estabelecimento da
fase simétrica. Fase III: plato simétrico. Fase I'V: especializacao Insets: Cicatrizes
devido a grandes flutuagoes na fase 11.

Com € = 0,1. Dessa maneira:

By
<b1>{b1,b2}\{23,h,1,h,2} = @ (4-25)

Estas integrais sao unidimensionais devido ao vinculo imposto pela distribuigao 6.
A principal dificuldade no célculo é justamente imposta por este vinculo. Uma
maneira de simplificar o calculo é introduzindo a transformacao:

or = g(b1) +g(b2)
o2 = g(b1) = g(b2). (4.26)

Ficamos entao com :

d(by, ba)

0 = [ doidos |-
1 01402 8(01,02)

(57 (Z52)) 58 - ) Pt )
(4.27)

O vinculo é agora facilmente implementado e os limites de integragao sao redefinidos:

o ISsle2 ) ’
b(1)=/| ez (Q(—n (M)) P({o9,h1, ho, ).

Yp[-2 2
(4.28)

9(bq,b2)
8(01,09) -

1=%p
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Figura 4.9: Simulagoes com N = 5000 e condigOes iniciais aleatérias dadas por

Q11 € [0,.5], Qa2 € [0,1E — 6] e Q12 = 0. Owverlaps entre os ramos do aluno. Inset:
saida do plato.

De maneira analoga chegamos a:

~ 1Xp[+2 b1, b
b(;) :/ 7 d0'2 ‘78( L 2)

, (9(1) <¥>> P({02, b1, h, £5}).

Sg|-2 0(o1,02)|,,_5,
(4.29)
Nas integrais ‘g(ﬁi—?z)) simboliza o determinante da matriz jacobiana definida por:
(b1, b cu
I b) _ ( moow ) (4.30)
8(0’1,0’2) do1 Qoo

O determinante da matriz acima pode ser facilmente calculado resultando em:

el ger[e B3 6 (252)] e

8(0'1, 0'2)

Nesta forma a integracao numérica nao oferece nenhuma dificuldade especial. Na
(Fig. 4.8) mostramos a curva de aprendizagem obtida numa simulac¢io do algoritmo
6timo para N = 5000 , mostramos na mesma figura, para as mesmas condi¢oes
iniciais, mesmo tamanho e mesma seqiiéncia de exemplos, a curva de aprendizagem
para o backpropagation.

Na (Fig. 4.7) mostramos os autovalores da hessiana funcional dados por (4.15).
Nesta figura notam-se quatro regimes razoavelmente bem definidos. Na fase I um
dos autovalores é negativo, este é o transiente que ja apareceunocaso M =1, K =2
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Figura 4.10: Simulagoes com N = 5000 e condigoes iniciais aleatérias dadas por
Q11 € [0,.5], Q22 € [0,1E — 6] e Q12 = 0. Insets: Overlaps professor-aluno.

indicando a existéncia de algoritmos de aprendizado de melhor desempenho nesta
fase.

Na fase II ha o estabelecimento de um plato simétrico com cada ramo do aluno
representando identicamente os dois ramos do professor, como pode ser visto na
(Fig. 4.10). A fase IT também é marcada por grandes flutuagdes no sistema de
modulagao ®y, das estimativas de campo mostradas na (Fig. 4.11). Este sistema
de modulacao é definido como na segao anterior, por :

k(1) = @ry(b1(1)) (b, .51 + Pr2(b2()) (b, 1he. 251 (4.32)

onde Aj é o campo pos-sinaptico apds a apresentagao de um exemplo. Desta forma,
os campos pods-apresentacao sao misturas de estimativas dos campos do professor.
Estas flutuagoes provocam o aparecimento de cicatrizes na curva de aprendizagem
(Fig. 4.8) e ocorrem quando a rede aluno passa pela vizinhanga de singularidades ,
no espago dos estados macroscépicos, dos Py,,.

Na fase III o plato simétrico ja estd bem estabelecido como pode ser visto na
(Fig. 4.8), na (Fig. 4.9) e na (Fig. 4.10). Neste platé um dos autovalores da matriz
hessiana H tem valor nulo (Fig. 4.7), o que, segundo o (Capitulo 3), indica que ha
uma familia de algoritmos com comportamento de platé. Em particular, isso pode
sugerir que o plato seja robusto com relacao as estimativas dos campos do professor.

Na fase IV ocorre a especializagao dos ramos com cada ramo do aluno aprenden-
do apenas um ramo do professor, temos entao que ®, — 6, (Fig. 4.11) conforme
o sistema se aproxima desta fase. Na (Fig. 4.9) e na (Fig. 4.10) nota-se que a
especializagao comeca a partir do estado totalmente simétrico Ry, = Re Q;, = @
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Figura 4.12: Simulacoes com N = 15 e condicOes iniciais aleatérias dadas por

Q1 € [0,.5], Q2 € [0,1E — 6] e Q12 ~ 0. Comparagao entre o algoritmo Stimo
no limite termodinamico e o backpropagation com n = 1.5. Inset: detalhe do inicio

da aprendizagem.
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Figura 4.13: Simulagoes do caso M = 2, K = 1 com N = 500 e condi¢ao inicial
aleatéria dada por @ € [0,1E — 6]. Curva superior: backpropagation com 7 = 1.5.
Curva inferior: étimo. Inset: autovalor da hessiana H. As curvas evoluem para
exatamente o mesmo valor assintético com e, > 0.

e segue por estados do tipo Ry = Roy = R, Rio = Ry = Re Q11 = Q2 = Q, para
os quais Py, = Op,.

Apesar da otimizacao ter sido realizada no limite termodinamico, seu emprego
em sistemas de tamanho tao pequeno como N = 15 exibe desempenho bastante
superior, principalmente no platd, como pode ser visto na (Fig. 4.12). Na fase nao-
6tima, no inicio da aprendizagem o backpropagation apresenta desempenho superior.

4.4 Caso Nao-realizavel: M > K

No caso nao-realizavel mais simples, ou seja, quando um percéptron aprende uma
rede multicamada temos que a fungao modulagao 6tima adquire a forma:

-1
F(V) = (Z—Z;) G (bn)ggpy — he (4.33)
A dinamica é descrita por:
R, = <%>_1G ((bm)pgybu) — R (4.34)
n ) Q m m/H|Y Vn n

o - (g—g)_zenam<<bn>w<bm>w>—@-
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Figura 4.14: Simulagoes com N = 500 e condigao inicial aleatéria dada por @ €
[0,1F — 6]. Dinamica dos overlaps.

Para o caso M = 2 as estimativas <bm>H|V podem ser calculadas, de maneira
similar ao caso realizavel, através das integrais:

- | Ep[+2 8(51 b2) B St op\\©

ple) — / doo |—2 ( ( 1)( _>> P({os,h,X5}), (4.35
' J12p|-2 ? (o1, 09) . g 2 ({o2 B}), ( )

- | Sp[+2 8(51 b2) ) S — op\\©

b’ :/ doy | 5= ( (=0 (7)) P({o2,h,S5}).  (4.36
? J%p|-2 72 8(0'170'2) . 9 2 ({027 ) B}) ( )

Como ha uma tnica varidvel macroscépica (@) descrevendo os overlaps do aluno
a matriz hessiana H é representada por:

_ O&
= 50

onde v representa o autovalor tunico da “matriz” H. A condicao suficiente para

H=v (4.37)

otimizacao adquire entao a forma simples:

% 5,
Q)
Na (Fig. 4.13) mostramos a curva de aprendizagem do algoritmo étimo em compa-
ragao com a curva do backpropagation para as mesmas condicoes iniciais. No inset
mostramos v sempre positivo, garantindo a validade da otimiza¢ao. Na (Fig. 4.14)
mostramos que os overlaps () e R; tém dinamicas similares aquelas encontradas no
(Capitulo 2) utilizando o backpropagation com o ponto fixo em @ =2 e R = 1.

(4.38)
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4.5 Otimizacao Global

M. Rattray e D. Saad propuseram recentemente [39] uma solu¢ao para o problema
da otimizagao de algoritmos de aprendizagem no caso em que se tem conhecimento
a priori do numero de exemplos disponiveis. Desta forma é possivel a otimizacao
global do desempenho numa “janela” dada [ag, a1]. A situagdo pode ser formulada
como um problema variacional onde se quer otimizar o funcional :

Qo5

Ae, = da é,. (4.39)

Com os vinculos:
R = (Fiby) (4.40)
Qrj = (Fjhi + Fphy + FjFy). (4.41)

Esta otimizacao é equivalente & otimizac¢ao do funcional [22]:

‘C[Fa >‘kn7 ij] — ég + Z Akn (Rkn - <F]\bn>) (442)

kn
ik

Para otimizarmos £ primeiro encontramos o conjunto de func¢oes modulagao F
através da condigao :

6L
F(V)] = 0. 4.43
6Fk(V)[ Wi )
Disso resulta: 1
Fy, = _§Vk'771>\.rn(bn>ﬁlv — fu, (4:44)

onde somamos sobre os indices repetidos. Estas fungoes modulagao sao idénticas as
obtidas via otimizagao local quando fazemos as escolhas:

de
Aip = 9 4.45
n 8Rjn ? ( )
Oey
L = . 4.46
V]kl 8ij ( )

No entanto, para fazermos a otimizagao global precisamos inserir as fun¢des modu-
lagao (4.44) no funcional (4.43) e resolvermos as equagoes de Euler [22]:

d

4oL 9k (4.47)
do9Qj Qi

d oL ok _, (4.48)

de Ry, ORu
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Lembrando que

869

Q k + Ringp = 4.49
estas equagoes dao origem a :
. O(F;b,) I(Fyh; + F;hy, + F; Fy,)
N = Ain Vi, ] J I =7, (4.50)
J %L: J 3RJ,, Z 8R]77
. an Flh+Fhk+F]Fl>
Vij = — . Ajn = wy L . (4.51)
’ jn ! aQ kj ky ! 8QI‘J

Estas equagdes juntamente com as equagoes (4.41) formam um sistema de equagdes
diferenciais cuja solucao é univocamente definida desde que sejam dadas as condi¢oes
de contorno. Estas condi¢des envolvem as condigbes iniciais @;;(0) e Ry, (0) e as
condigoes:

9
Aon(01) = 8;:) : (4.52)
Oe,
v (1) = ac;;) : (4.53)
]

que garantem que ao final da janela otimizada [y, a;] 0 algoritmo de aprendizagem
corresponda aquele localmente 6timo. A solucao deste problema pode ser obtida
analiticamente em alguns poucos casos.

Em [39] é demonstrado que a otimizagao global leva a um resultado idéntico a
local para percéptrons booleanos. No mesmo trabalho obtem-se o algoritmo glo-
balmente 6timo para uma rede multicamada (K=3) com unidades continuas e nao-
lineares (erf) aprendendo um percéptron também erf e sem ruido. Demonstra-se
que nesta situacao a otimizagao global leva a um algoritmo sensivelmente melhor
que aquele obtido na otimizagao local.

Aplicaremos a seguir, como exemplo, este esquema a situacao na qual tanto a
rede professor quanto a rede aluno sao percéptrons lineares. Nesta situacao temos
que a fungao modulagao adquire a forma:

1
F= —§zflAb — h. (4.54)

Lembramos que, no caso sem ruido, temos acesso total ao campo b do professor. As
equagoes para I/ € \ sao:

O(Fb)Y  O(2Fh + F?)
8rR ~  OR

O(Fb) _ 0(2Fh + F?)
oQ oQ '

A= =) (4.55)

o= —\ (4.56)
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Introduzindo (4.54) em (4.56) e fazendo (b*) = 1 teremos:
: 0 A o (A
Y= g (‘5”) ~VaR <4yz ‘Q)=

: 0 A o [ A
SN S N )

Cujas solugbes sao simplesmente:

Ma) = Che,
Ce”.

<
—
2

Il

(4.57)

(4.58)

(4.60)

(4.61)
(4.62)

As constantes (', e C, sao obtidas utilizando as codigoes de contorno. Dessa forma

teremos: 5
_€1>
Oy _ 3R/,

c, fﬁ) '
0Q /) oy
Assim obtemos a fungao modulagao :
F=_—Ma
9 0_61.) '
aQ (0 4]

Calculando as derivadas chegamos finalmente a:
F=b-—h,

que € exatamente o algoritmo otimizado localmente.

(4.63)

(4.64)

(4.65)



Conclusoes e Perspectivas

Neste capitulo faremos um sumdrio das idéias e resultados que julgamos mais
relevantes e discutiremos algumas possibilidades de futuros projetos.

5.1 Conclusoes

O programa de otimizacao funcional de algoritmos deve ser visto, pelo menos num
primeiro momento, como uma técnica de estudo que permite a construgao de algo-
ritmos de aprendizagem com desempenho 6timo. Este programa integra os esforcos
atuais da comunidade de Fisica Estatistica para o estudo de sistemas fisicos (ou
biolégicos) que processam informacdo. Guardadas as devidas proporgoes, este es-
forgo compara-se aquele desenvolvido no passado sobre as maquinas térmicas.

Os algoritmos de desempenho étimo explicitam que caracteristicas devem ter
algoritmos eficientes. Nem sempre estes algoritmos 6timos poderao ser aplicados
diretamente em situacdes praticas e nem deve ser este o objetivo inicial !. Anali-
sando as propriedades e o funcionamento destes algoritmos espera-se identificar os
processos mais fundamentais envolvidos no processamento de informacao por redes
neurais (naturais ou artificiais). E claro que o caminho que precisa ser percorrido
até redes de complexidade equivalente as bioldgicas é longo e passa pela identificagao
dos elementos mais basicos envolvidos. Invariavelmente os algoritmos 6timos tém
exibido algumas propriedades chave que sao candidatas naturais a integrarem a lista
de elementos fundamentais :

e Os algoritmos 6timos sao bastante especializados. Dado um certo conjun-
to V de informacao acessivel, seu desempenho é 6timo apenas neste cenario
especifico.

e Os algoritmos exibem alguma robustez, mantendo seu desempenho quando
sao efetuadas mudangas ambientais de amplitude determinada.

e A modulagdo evolui com o tempo (processo de annealing).

1Da mesma forma, em situacoes praticas nio se utilizam ciclos de Carnot.

64
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e A funcao modulagao nao apenas se utiliza da informacao dos exemplos para
corrigir seus erros, mas também utiliza esta informacao para produzir estima-
tivas de grandezas desconhecidas (campos pds-sindpticos).

Os cenarios que estudamos, envolvendo redes multicamada totalmente conecta-
das e com unidades continuas, sao marcados pelo surgimento de uma fenomenologia
nova dentro do espectro de comportamentos ja observados em outras situagoes:
platos nas curvas de aprendizagem. Estes platos surgem devido as multiplas repre-
sentacoes internas que efetuam a mesma computacio?. Numa rede multicamada
totalmente conectada com M percéptrons na camada escondida todas as M! per-
mutagoes de (B, Bg, Bj,...,By) efetuam exatamente a mesma computagao. Os
platos estabelecem-se devido a liberdade que cada ramo do aluno tem para “es-
colher” qual (ou quais) ramo (ou ramos) do professor representar. No inicio da
dinamica de aprendizado, cada ramo acaba por representar uma média dos ramos
do professor (estado simétrico). A saida deste estado simétrico (ou de platé) ocorre
com a emergéncia de um estado especializado, que especializa cada ramo, adotando
uma permutagao especifica e provocando a quebra de simetria. No backpropagation
a emergéncia do estado especializado a partir do estado de platé (ao qual chama-
remos simétrico) pode ser entendida indentificando a presenca de dois pontos fixos
no sistema dinamico que descreve o aprendizado. O ponto fixo que corresponde ao
platé tem uma dnica diregao estivel (que corresponde a simetria do plato) e uma
grande bacia de atragao. Conforme a rede aprende fatalmente ruma em direcao a
este ponto fixo. Esta é a fase simétrica. Se a rede iniciar o aprendizado com os ramos
diferenciados, ela passara pela vizinhanca do ponto fixo de platdé numa trajetéria
levemente repulsiva devido as diregoes instaveis. O sistema entao entrara da bacia
de atracao de um ponto fixo que corresponde a uma permutacao da representacao
do professor. Esta é a fase especializada.

A eficiéncia de um algoritmo em uma rede multicamada depende da sua ca-
pacidade de estimular representagoes internas apropriadamente especializadas. Os
algoritmos obtidos nesta dissertacao, como o esperado, utilizam estimativas para os
campos pés-sindpticos do professor (b, )xy e variam com o tempo. As estimativas
sao feitas com base na informagao acessivel ( a saber: os campos do aluno hy e a
saida fornecida pelo professor ¥ ) e nas correlagdes (ou na hipétese que se faz sobre
elas) (Qji € Ryn) entre as representacoes do aluno e do professor. A forma que estes
algoritmos tém é :

Me = Pra(Qjks Rin ) (b1)mpy + oo + Pras (@i Rien ) (Par )1y,

onde A, representa o campo no ramo k do aluno apds a apresentacao do exemplo
(hy representa o campo antes da apresentagdo. O que se vé é que o algoritmo
substitui os campos atuais por uma combinagao linear das estimativas dos campos
do professor. A maneira como os campos do professor sao combinados depende
das correlagoes entre as redes. Se nao ha correlagao alguma, como deve ocorrer no

2Por computacao aqui entendemos o mapa entrada—saida.
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inicio da aprendizagem, as misturas deverao tender a ser homogéneas com todos os
ramos representando uma média das estimativas (fase simétrica). O que torna o
algoritmo 6timo eficiente é sua capacidade de estimular a especializagao correta dos
ramos. Conforme o padrao de correlagoes tende para representacao corretamente
especializada (Qr; = Qbr; + Q(l — 615) € Rin = Rbpy, + f?(l — Opn)) as misturas de
estimativas reforcam esta tendéncia fazendo ®4,, — 0, e induzindo a rapida quebra
de simetria.

A cenario que estudamos esta longe de ter sido esgotado. Nas sec¢Oes seguintes
tentaremos enumerar alguns estudos a serem realizados imediatamente, a curto prazo
(Perspectivas I) e a longo prazo (Perspectivas II).

5.2 Perspectivas I: Otimizacao Funcional

Os estudos que efetuamos aqui ainda precisam ser complementados, alguns projetos
de realizagao imediata sao:

e Descricao mais aprofundada dos mecanismos microscopicos envolvidos na apren-
dizagem étima.

e Otimizacao nas situagoes M =1, K =3 e M =1, K = 4. Nestas situacoes
ha varios padroes de quebra de simetria possiveis. De fato, o caso M =1 e
K = 3 ja foi resolvido em [39] mostrando a presenga de um plato mais longo.

e Integragao numérica das equagoes diferenciais para o caso M = K = 2 no li-
mite termodinamico. Isso nos permitiria tirar dividas com respeito aos efeitos
de tamanho finito presentes em nossas simulagdes (principalmente na fase II
da dinamica).

e Otimizacao das mesmas situagoes abordadas mas para arquiteturas multica-
mada totalmente conectadas com neuronios booleanos. Isto nos permitiria
checar como as estratégias de aprendizagem observadas em outras arquitetu-
ras booleanas se apresentariam.

e Otimizacao de redes multicamada com unidades continuas e nao-lineares, mas
com professores ruidosos. Poderiamos aqui construir diagramas de robustez

[16].
e Estudo de estimadores rapidos para os campos do professor b,,.

e Estudo de estimadores para as correlacoes professor-aluno Ry,,.
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5.3 Perspectivas II: Aprendizado em Redes Neu-
rais

A principal diferenga do enfoque fisico com relagdo aos outros enfoques (biol6gico
e psicoldgico) em se tratando de sistemas com capacidade de processar informagao
é sua enfase nos processos. Dessa forma, um “neurénio” num modelo fisico de
rede neural nao corresponde a um neuronio de uma rede biolégica, mas sao mode-
los para processos computacionais especificos realizados por sistemas extremamente
complexos de neuronios biolégicos. Acreditamos que um grande desafio atualmen-
te é compreender aspectos de processos computacionais biolégicos utilizando estes
modelos. Um exemplo deste enfoque é o recente artigo de Caticha e Kinouchi [12]
onde é proposto que a ordem temporal na qual subsistemas do cérebro (no caso a
amigdala e o lobo pré-frontal) surgiram durante a evolu¢io natural seria regida por
leis gerais de ordenagao relacionadas a otimizagao da utilizagao de informagao do
ambiente.

Uma outra frente de estudos bastante promissora é a formalizagao da estrutura
matematica subjacente aos modelos de aprendizado online étimo. O que sabe-
mos até o momento € que os algoritmos étimos fazem atualizagoes da represen-
tagao interna da rede utilizando a informacao contida nos exemplos e na prépria
representacao. A melhor maneira de realizar este tipo de tarefa, do ponto de vista
estatistico, é utilizando estimativas bayesianas [11]. Alguns trabalhos tentando pro-
por uma descrigao bayesiana do aprendizado tem sido recentemente propostos para
o percéptron [36, 59].

Qualquer que seja o futuro da fisica das redes neurais, nao ha davidas de que,
nos ultimos anos, ela tem contribuido para a inser¢ao da fenomenologia do proces-
samento de informagao no repertério da Fisica contemporanea.



Backpropagation Genérico

Discutiremos com detalhes neste apéndice como se implementa o algoritmo back-
propagation para uma arquitetura feedforward com “M” camadas, sendo que cada
unidade “k” da camada especifica “m” possui funcao de transferéncia “g,im .

Comecemos analisando um tnico neurénio, como representado na (Fig. A.1).
Este neuronio € identificado como neurdnio “k” da camada “m”. Cada sindpse do
neurdnio “mk” é denotada Ji(,zn“). O potencial presente na saida é denotado a,(f"') .
Os potenciais de entrada, que podem corresponder as saidas de outros neuronios,
sao simbolizados consistentemente por agm_l). Definimos o campo pds-sinaptico do

neuronio “k” da camada “m” por:
A = S e (A1)

Para as camadas de entrada e saida da rede os potenciais sao dados, dai temos
as condigoes de contorno:
, M
e Camada de saida: O';C b= 3.
1
o Camada de entrada: o\ = S;.

1

De imediato podemos escrever a saida do neurénio em funcgao de sua entrada:
m) m) (m
o = g (") (A2)
m m m—1
= 7 (o) (43)
m m) (m—1 m—1
= o (S () (a4

Os pares ordenados entrada-saida de exemplos sao definidos por (S(u), X% ().
Com base nestes pares define-se o conjunto de treinamento £ = {(S(u), X2 (u)), u =
1,...,p} e a energia :
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1)
Oi(m

Figura A.1: Neurdnio integrante de uma rede multicamada.

1 2
_ 0
=530 (k) — Silw) (A.5)
kop
O “aprendizado” consiste na minimizacao desta energia através de modificagoes
nos J7. Esta minimizacao pode ser efetuada de maneira bastante convencional

implementando a dinamica de gradient descent:

AJ(m) —n

(A.6)

Onde 7 é um parametro normalmente denominado “taxa de aprendizagem”.
Substituindo (A.2) em (A.5) e lembrando da condi¢do de contérno para a saida
podemos reescrever a energia F na forma:

E= %Z (20 g™ (Z TP g ))2 (A7)

k,p

Ficando claro o carater recorrente da expressao para energia. O calculo da derivada
. -, M . ’ .

parcial de (A.6) para as sindpses Ji(k ) da camada mais externa é relativamente

trivial, resultando que!:

AJED = —n Y (SUw) — Se(w) [oM] ()oY (A.8)
1
= 736wyt Y, (A.9)

Onde definimos o “erro” 6,(gM)(,LL) = (X0(p) — Zr(p)) [g,(ﬂM)] (h;cM)).

! . . .
1Como no texto g simboliza a derivada de g.
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Para a préxima camada mais interna “M — 1”7 temos que calcular as derivadas
s M-1) & ps -
em relacio as sindpses J.' V. E facil perceber observando (A.2) e (A.7) que a

o . . , , .. (M
dependéncia da energia com estas sindpses se da através dos potenciais o, na
forma:

UEMfl) _ g;Mfl) <Z Jl(le)Ul(Mz)) (A.10)
1
Assim, escreveremos :
0F O0E 0o MY
aJl(iMfl) = 80'Z(M71) 8]1(ZM71) (All)
= =™ [ (V) S s, (A.12)
M k

Definindo o “erro retro-propagado” :
M-1 M-1)] [ (M-1 M
s = [V (RMY) Y Jas (A.13)
k

Podemos escrever a dinamica para a camada “M — 1”7 numa forma andloga a
forma para “M?”:
M-1 M-1 M-1
ATETY =306 (oM. (A.14)
H

Notemos que o update das conexoes sinapticas da camada “M —1” somente é possivel
apés a “retro-propagacao” (backpropagation) do erro a partir da camada de saida,
que da nome ao algoritmo. O mesmo ocorre para todas as outras camadas seguindo
a regra geral expressa em (A.15). O algoritmo backpropagation foi descrito acima
em sua versao offline onde o conjunto de exemplos £ é memorizado e utilizado
em paralelo. Em aplicagoes praticas ¢ muito mais comum o uso da versao on-
line onde os exemplos sao utilizados um por vez. Esta versao além de ser mais
econOmica computacionalmente, também mostra-se mais eficiente, sendo capaz de
evitar minimos locais da energia F utilizando o processo descrito como self-annealing
[25]. O fato é que o aprendizado on-line pode ser visto como a minimiza¢do do
potencial £ = 37,V pela amostragem aleatéria de subpotenciais na forma V), =

Y 20 () — Si(1)]’. Esta amostragem aleatéria introduz um “ruido efetivo” com
amplitude proporcional a distancia da configuragao dos pesos sinapticos com relagao
a configuragao de minima energia, esta seria a origem da denominagao. A versao
online do algoritmo backpropagation adquire a forma geral :

1. Apresenta-se o exemplo (S, X(").
2. Calculam-se os potenciais o™ e saida da rede X.

3. Calculam-se os erros da camada de saida §),
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4. Propagam-se estes erros para as camadas internas.

5. Realiza-se a atualizagao das sinapses utilizando:

AJ™ = pstm) glm=1), (A.15)

6. Volta-se a (1) no préximo exemplo.



Auto-mediancia

Neste apéndice procuraremos justificar teoricamente a auto-mediancia dos para-
metros de ordem em uma situacao de aprendizado online simples. Seguiremos o
raciocinio desenvolvido em [40]. Suponhamos que o sistema dependa apenas de um
pardmetro de ordem O (por exemplo o percéptron booleano depende apenas de p).
A evolugao de O é descrita por:

Ok +1) = () + 5=9(O(), (1) (B.1)

Aqui ¢ representa a corregao que o parametro recebe a cada passo da dinamica,
suponhamos que ¢ € C* em O. Suponhamos que os exemplos sejam uma seqiiéncia
aleatéria sem correlagao entre seus termos:

P(S(0), S(1), -, S(3)) = H P(5())

Suponhamos, adicionalmente, que o processo estocdstico definido por (B.1) seja
quasi-gaussiano, ou seja, o processo € dominado pelos dois primeiros momentos.

Se iniciarmos a dinamica em um valor especfﬁco O*, teremos uma distribuigao
inicial com segundo momento nulo dada por

P(0(0)) = 6(0(0) — 0)

. Para que O seja auto-mediante durante toda a dinamica precisamos mostrar que,
. . . 2 ’

no limite de sistemas grandes, o segundo momento ¢“ permanecera nulo.
Utilizando (B.1) escrevemos :

(O +1)) = (O%(p)) + 55 (6() + 2 (O)()
O+ 1) = (O + 5536 (1) + (O (6(w)

Podemos entao obter uma equagao para a dinamica do segundo momento:
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o (u+1)—o*(p) = (O%(n+1)) = (0%(1)) — (O(u+1))* +(O(n))*

= 3 (¢(1)0(1) = (AN O(k)
38000 - 375(600)° ()

Aqui (...) s3o médias, como ji convencionamos, sobre toda aleatoriedade do
sistema. Para este sistema simples que estamos tratando a aleatoriedade é a se-
quéncia de exemplos. Como as seqiiéncias nao sao correlacionadas podemos escrever
V ={O0(n —1),5(n)}, realizando as médias sobre a distribuicdo de O e do dltimo
exemplo apresentado. A demonstracao seguira por indugao, primeiro mostraremos
que o incremento do segundo momento no primeiro passo é de (’)(ﬁ), a seguir
mostraremos que se 02(p) = O(4) para um u qualquer entdo o?(u + 1) = O(55).
Finalmente teremos, j& que 0%(0) = 0, que o?(p+ 1) = (u+1)O(5%) como pu = aN
concluiremos que o*(p + 1) = oz(’)(%) o que demonstrara a propriedade de auto-

mediancia.
A primeira parte da demonstracao fica :

(1) = 0) = {B(0)0(0)) = (H(ONO(0)
b (E0) - 60
2 .2 ) 1
= 200" ~ = {6(0))0" + Ol555)
1
= O(3)
Para levarmos a cabo a segunda parte retomaremos (B.2) :
) ) 2 2 1
o (p+1)—o(p) = F{ewO() — {e(r)(Ok) +O(13)

Precisamos avaliar os dois primeiros termos do lado direito da equacao acima

para o = O(#) Para um p qualquer teremos :

(#0) ~ (#)(0) = [ Da((0) +7a)(9((0) + o2, 5))s
~ (0) [ Da(8((0) + 03, ))s

Aqui z = (O_UO ), (...)s representa a média sobre todos os exemplos anterio-

res , (...) representa a média sobre a distribuigdo de O e [ Dz... = fj—%e%xz....
Expandindo ¢ em poténcias de o :
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Concluindo assim a segunda parte da demonstragao :

Pt 1) — () = 200 (u)) + O

1
~2)

Daqui segue imediatamente que, sob as hipdteses assumidas :

7+ 1) = aO( )

O que demonstra a auto-mediancia do parametro para qualquer «.
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Erro de Generalizacao

O erro de generalizagao médio é definido para arquiteturas totalmente conectadas
com unidades continuas por :

2

Jic

Onde Jy; é o conjunto dos acoplamentos sinapticos e S; sao as entradas fornecidas
com distribuigao com as propriedades :

((Si)) =0
((SiSk)) = b

As médias sao definidas sobre sequéncias de entradas.
Definindo os campos poés-sinapticos hy, = >, Jii5; € b, = >, BpiS;. Teremos, no
limite termodinamico, que h;, é uma variavel com distribuigao gaussiana e que :

((hihy)) = <<Zl:=]ki5mi=]jlsl>>
= ijiJil<<SiSl>>

2,0
= Y JiiJjbu
il
= (JiJj)
= Qi

Procedendo analogamente chegamos também a :

< <bn bm> > = Mnm

< <hk bn> > = R,

Neste regime o erro de generalizagao pode ser alternativamente escrito como :
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¢, = %/j <ﬁ db,,,l) <]‘[ dhk) ({bny i }) l% g(by) — ég(hk) (A.2)

n=1 n=1

, onde P({b,,ht}) é uma distribuigdo gaussiana multidimensional com médias

nulas. Abrindo a expressao anterior chegamos a :

> [ (Ian ) (TLan) Pt mhateotn) +
[ (T an) (TLate) P mdstralotr) -
) P({bm b))

Fazendo a escolha g(z) = erf (—2
recem apenas em P:

41 % /ﬂodb db f(b”) f (b> P(ba, b)) +
’S n A0 €T —= ler nyYm
‘ 2 V2

2 n,m=1{n#m}" %

k=1""%°
1 h h;
T2 21 12{:1»7&;}/ dhudher! (ﬁ) e (E) Plhes by) =
b1],
Zlkzl/ db, dhyer f (\f> erf<ﬂ> P(by, h)

As integrais sao de dois tipos :

1. [T dzerf? (Lg) P(z)

2. [T dxdyerf (\/LE) erf (%) P(z,y)

Tipo 1
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Introduzindo P(z) podemos usar a identidade utilizada em [7] :
2

e d.’I,‘ f2 xr _ a2 2 . g
er — | e 202 = —arcsin
-0 V2702 \/5 ™ 1+ 02

Finalmente definindo (h) = Qi e (b2) = M,,, escrevemos :

-+OO b?l 2 . M?l’n
/_OC dber f? (\/§> P(b,) = —arcsin Tr M (A.3)

Qi

+oo hy, 2 ok
/x dhy.er f* (7%> P(hi) = - arcsin o Q’kk

Tipo 2

Para trabalharmos com as integrais do tipo 2 precisamos primeiro definir uma

matriz de correlagoes apropriada :
C1 ¢
C=| -
C C

A inversa é facilmente calculada ,assim como o determinante :

Cil _ 1 Co —c
C1Co — c2 —C

P(z,y) é entao escrito :
1 1
Plz,y) = ———exp——
(2,9) 2m+/c1co0 — G2 P 2
Introduzindo P(z,y) a integral do tipo 2 fica :

/+°C dxdy f x f y 1 [ cox? + c1y? — 2éxy
——————erf|—=|erf| —=]exp—=
J—oc 27/ C1Co — c? \/§ \/§ P 2 C1C2 — ¢

Separando as integragoes:

/+°° dz f T 1 cox? */‘+°° d f Y 1 (c1y? — 2¢zy
— ¢erf|—|exp—= | ——— erf| =—=|exp—= | ————=
Jooo 2my/ciey — V2 P lae-2) ) Y V2 P Tae -2

Utilizando a identidade [38] :

(z,y)C *(z, )"

m o2

[ dyersloy) eon(~by? +ey) = [T ers (W)

=00
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Chegamos a forma :

/:x \(/i;_erf (\/7 ) P <_1w >erf ( \/2(C%CQE£ - 5201))

Aqui podemos novamente utilizar a identidade de [7] para escrevermos:

C

/_; dzdy er f (\f) erf(\/_> (w,y):%arcsin V(T

Finalmente escrevemos :

o o (e Ny V= 2 aresi Qi
/_OC dhydh; er f (ﬁ) erf (\/5> P(hy, hj) = —aresin \/TQ” o (A.5)

Fo0 2 M
db db,, er er P(b,,b,,) = — arcsin e
(A.6)
+oo ~ 2 . Rk
dh dbn — P(h ) bn. = _ -
/_Oo xdb, erf (\/_) erf (\/,) P(h,b,) - arcsin AT 0aV/I T,
(A.7)
Expressao Final
({Q M R }) 1 iwj . MIL‘HL (A 8)
e o Mym, Rin = — arcsin .
7 k]7 L ™ n.ﬂ’n:]_ \/]‘ + Mnn\/l + Mmm
1 E Qir
+ - Z arcsin -
T k=1 V314 Qv+ Qi

- — arcsin
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