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AbstractIn this work we extend the scheme of local functional optimization of online algo-rithms to fully connected soft committe architectures. In this scheme a variationalargument is used to analitically build the modulation function that maximizes theaverage generalization error decay per example. We study realizable, non-realizableand over-realizable situations in the student-teacher scenario. We show simulationsand analitical results. The performance of resulting optimized algorithms is com-pared with backpropagation algorithm performance. We found that the plateauphase in learning curves is vastly reduced or completely eliminated. We discuss themicroscopic mechanisms involved in the optimized learning process and we pointout further research directions.



ResumoNeste trabalho estendemos o esquema de otimiza�c~ao local de algoritmos online�as arquiteturas de rede tipo comitê soft totalmente conectado. Neste esquema umargumento variacional �e utilizado para construir analiticamente a fun�c~ao modula�c~aoque maximiza o decaimento por exemplo do erro de generaliza�c~ao m�edio. Estu-damos situa�c~oes realiz�aveis, n~ao-realiz�aveis e sobre-realiz�aveis no cen�ario professor-estudante. Comparamos as performances dos algoritmos otimizados resultantes e doalgoritmo backpropagation. Mostramos que a fase de platô nas curvas de aprendiza-gem �e vastamente reduzida ou completamente eliminada. Discutimos os mecanismosmicrosc�opicos envolvidos no aprendizado otimizado e sugerimos dire�c~oes para futu-ros trabalhos.
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1Introdu�c~aoNeste cap��tulo introduziremos os modelos de Redes Neurais. Faremos uma brevedigress~ao hist�orica. Discutiremos algumas de�ni�c~oes fundamentais e exporemos aorganiza�c~ao desta disserta�c~ao.1.1 Redes Neurais: Modelos ConexionistasDesde os anos quarenta tem havido grande crescimento do interesse cient���co sobrequest~oes envolvendo o processamento de informa�c~ao. Este interesse �e, em certamedida, conseq�uência do conhecimento adquirido nos �ultimos anos sobre os meca-nismos microsc�opicos e mesosc�opicos presentes nos sistemas biol�ogicos. Tem sidodemonstrado que o processamento de informa�c~ao nos sistemas naturais tem papelextremamente fundamental, ocorrendo em todos os n��veis: das redes de intera�c~aobioqu��mica at�e as redes de neurônios. Por tr�as da impressionante complexidade dossistemas biol�ogicos que processam informa�c~ao h�a uma s�erie de aspectos comuns quenos saltam �a vista:� Estes sistemas s~ao compostos por muitas subunidades interagentes.� O processamento �e distribu��do pelas unidades.� O comportamento coletivo tem capacidade adaptativa.O tipo de processamento que esses sistemas realizam �e muito diferente daquelerealizado por computadores tradicionais. Nestes h�a um algoritmo capaz de imple-mentar um dado \conceito" (ou \regra") de�nido pelo mapeamento � = f(S). As-sim, tudo que se tem a fazer �e introduzir este algoritmo, na forma de um programa,em um computador e realizar o processamento sempre que necess�ario executandoo programa. Certamente este n~ao �e o tipo de processamento que comumente cha-mar��amos de \inteligente" ou \ cognitivo". No tipo de processamento envolvido nassitua�c~oes biol�ogicas o conceito n~ao �e conhecido a priori, mas precisa ser aprendidoa partir de exemplos normalmente n~ao muito precisos. Os modelos conexionistas,normalmente denominados Redes Neurais Arti�ciais, tentam reproduzir aspectos doprocessamento de informa�c~ao em sistemas naturais fazendo uso de modelos simpli-�cados que imitem os aspectos considerados fundamentais dos sistemas biol�ogicos2



1.1 Redes Neurais: Modelos Conexionistas 3com capacidade cognitiva. O intento das pesquisas em Redes Neurais �e, portan-to, produzir descri�c~oes �a maneira da F��sica daquilo que seria a microestrutura dacogni�c~ao.Seguindo estas id�eias, diversos modelos tem sido propostos e estudados utilizan-do diversas t�ecnicas. Estes modelos de redes neurais s~ao de�nidos como conjuntosde neurônios simpli�cados conectados entre si via sin�apses Jik, o estado de ativa�c~aodestes neurônios �e de�nido por Si e �e determinado por Si = g (Pk JikSk), ondeg(:) �e denominada fun�c~ao de transferência. Em particular, a comunidade de F��sicaEstat��stica possui ferramental apropriado e boas analogias para a an�alise do compor-tamento coletivo destes modelos. Entre as arquiteturas de Redes Neurais de grandeinteresse f��sico poder��amos destacar as Redes Neurais de Atratores, que s~ao total-mente an�alogas aos Vidros de Spin [18], e as arquiteturas multicamadas feedforward(Fig.1.1), que n~ao s~ao t~ao diretamente an�alogas a algum sistema f��sico conhecido,mas para as quais a aplica�c~ao de t�ecnicas conhecidas �e poss��vel. Adicionalmente,estas redes multicamadas têm um interesse especial por possibilitarem a introdu�c~aode modelos para o aprendizado indutivo su�cientemente ricos . Demonstrou-se em[17] que uma rede multicamada feedforward com entradas totalmente conectadas(�g. 1.2) e apenas uma camada interna com K neurônios �e capaz de representarqualquer mapeamento� = f(S) entre as entradas e sa��das da rede, desde queK sejasu�cientemente grande. Este teorema mostra a abrangência do cen�ario de aprendi-zado supervisionado (ou professor-aluno), onde uma rede multicamada \professor"com M neurônios na camada interna e sin�apses Bn gera pares entrada-sa��da, even-tualmente ruidosos, que servir~ao como exemplos L = f(S�; ~��) : � = 1; :::; pg paraque uma segunda rede \aluno" com K neurônios na camada interna possa tentarinferir qual o \conceito" (ou \regra") subjacente. A inferência neste tipo de modeloconsistir�a em modi�car as sin�apses Jk, com base nos exemplos, no sentido de repre-sentar as sin�apses do professor da melhor maneira poss��vel. Quanto melhor for arepresenta�c~ao que o aluno faz dos exemplos produzidos pelo professor maior ser�a asua capacidade de processar consistentemente ao professor uma nova entrada. Estacapacidade podemos denominar capacidade de generaliza�c~ao.Na maneira como o conjunto de exemplos L �e utilizado est�a impl��cita uma divis~aoentre a memoriza�c~ao dos exemplos e a atualiza�c~ao das sin�apses. Num extremotemos a possibilidade de memorizar a lista L de exemplos e utiliz�a-los em paralelona atualiza�c~ao sin�aptica, esta dinâmica �e conhecida como aprendizado o�ine. Nooutro temos a utiliza�c~ao imediata de cada exemplo sem necessidade de memorizar alista L, conhecida como aprendizado online. Entre estes dois extremos h�a todo umespectro de situ�c~oes intermedi�arias. Certamente os sistemas biol�ogicos devem situar-se entre estes extremos, no entanto, o imperativo da viabilidade te�orica nos obrigaa, ao menos inicialmente, nos concentrar nos casos extremos. Apesar da relevânciabiol�ogica ser quest~ao importante, do ponto de vista das aplica�c~oes o aprendizadoonline apresenta vantagens devido a sua necessidade m��nima de memoriza�c~ao. Istojusti�ca seu estudo detalhado. Nesta disserta�c~ao nos ocuparemos do aprendizadoonline no cen�ario professor-aluno envolvendo arquiteturas multicamada.
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Rede de Atratores Rede FeedforwardFigura 1.1: Modelos conexionistas1.2 Breve Hist�oricoAs primeiras id�eias que levaram aos modelos de Redes Neurais (RN) surgiram nad�ecada de 40, em especial nos trabalhos de McCulloch e Pitts [34] e Hebb [23]. Nad�ecada de 60 estas id�eias receberam v�arios desenvolvimentos culminando com ostrabalhos de Rosenblatt [41], que propôs o Perc�eptron (Fig. 1.3) e de Minsky ePapert [35] que explicitaram suas limita�c~oes. Inicialmente as pesquisas em RNs es-tavam vinculadas �a produ�c~ao de modelos mesosc�opicos para as fun�c~oes cerebrais, noentanto, seu desenvolvimento �cou restrito �as aplica�c~oes tecnol�ogicas at�e o in��cio dad�ecada de 80 quando voltaram a ganhar destaque na literatura de F��sica gra�cas aotrabalho de Hop�eld [26] que relacionou as RNs conhecidas como redes de atratores(Fig.1.1) aos vidros de spin [18]. A proposta de Hop�eld envolvia um tipo de mode-lo composto por neurônios com dois estados Si 2 f+1;�1g interagindo uns com osoutros de maneira sim�etrica atrav�es de acoplamentos sin�apticos Jik modulados se-gundo a proposta de Hebb. Estes primeiros estudos restringiram-se basicamente aofenômeno da memoriza�c~ao associativa de padr~oes nestas redes. Ap�os este per��odoo prop�osito das pesquisas em RNs em F��sica passa a ser menos o de servir comomodelos mesosc�opicos para fun�c~oes cerebrais e mais o de introduzir no repert�orio daF��sica nova fenomenologia e nova linguagem. Uma revis~ao bastante completa desteper��odo pode ser encontrada em [4].No �nal da d�ecada de 80 o trabalho de Gardner e Derrida [20] deslocou o interes-se de estudo para arquiteturas com acoplamentos unidirecionais e organizadas emcamadas, conhecidas como redes feedforward. A di�culdade de aplicar as t�ecnicas daF��sica Estat��stica existentes na �epoca foi a principal respons�avel pelo adiamento dosestudos deste tipo de arquitetura j�a largamente utilizado em aplica�c~oes. A id�eia deGardner consistiu em estudar as propriedades estat��sticas do espa�co dos acoplamen-tos sin�apticos Jik ao inv�es dos tradicionais estudos sobre o espa�co das con�gura�c~oes
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conectadaFigura 1.2: Arquiteturas feedforwardde atividade Sk. Esta id�eia simples e seminal possibilitou o estudo anal��tico de di-versas situa�c~oes novas. Entre estas novas situa�c~oes ganhou destaque o problema dageneraliza�c~ao no cen�ario professor-aluno. Proposto em 1989 independentemente porVallet [52] e por Gardner e Derrida [21], o problema da generaliza�c~ao consiste emfazer com que uma RN in�ra os acoplamentos de outra RN a partir de exemplos. Amaneira como estes exemplos s~ao apresentados, se em paralelo (o�ine) ou um porvez (online), de�ne a dinâmica de aprendizagem. At�e os primeiros anos da d�ecadade 90, a ênfase estava voltada �a dinâmica de aprendizagem o�ine seguindo a tra-di�c~ao da F��sica Estat��stica do equil��brio. H�a v�arias revis~oes deste per��odo, entre elaspodemos citar [24, 48, 56, 37].Apesar desta ênfase inicial da comunidade de F��sica, as redes feedforward commuitas camadas aprendendo com algoritmos online sempre estiveram presentes nasaplica�c~oes de engenharia. Os representantes mais conhecidos destes algoritmos s~aoos algoritmos estoc�asticos de gradiente, comumente denominados backpropagation[1, 42]. O interesse da comunidade de F��sica na dinâmica online intensi�cou-se apartir de 1993 com a percep�c~ao de que estes modelos combinam simplicidade detratamento, importância te�orica e pr�atica.Em 1992 Kinouchi e Caticha [29] propuseram um m�etodo construtivo para ob-ten�c~ao de algoritmos online com generaliza�c~ao �otima utilizando t�ecnicas funcionais.At�e este trabalho, a an�alise do problema da generaliza�c~ao restringia-se �a caracteri-za�c~ao de algoritmos sugeridos heuristicamente. Esta t�ecnica recebeu v�arios desen-volvimentos, foi aplicada a v�arias arquiteturas e estendida ao aprendizado o�ine[53]. O interesse nesta t�ecnica tem, desde ent~ao, aumentado visando a possibilidadede deduzir quais as caracter��sticas que um bom algoritmo pr�atico deve ter. Dentreas situa�c~oes de interesse pr�atico imediato estariam aquelas para as quais os algorit-mos backpropagation s~ao amplamente empregados. Em 1994, Biehl e Schwarze [7]obtiveram a primeira solu�c~ao anal��tica para a dinâmica de aprendizado do algoritmobackpropagation. Logo em seguida, Saad e Solla [45] obtiveram uma generaliza�c~aoque permitiu a solu�c~ao anal��tica para uma classe su�cientemente ampla de arqui-
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JS σ=g(S.J)Figura 1.3: O Perc�eptronteturas. Estes trabalhos abriram caminho para a extens~ao do m�etodo funcional anovas situa�c~oes envolvendo arquiteturas mais complexas. Esta disserta�c~ao tratar�adesta extens~ao.1.3 Memoriza�c~ao, Categoriza�c~ao e Generaliza�c~ao�E interessante, neste ponto, discutirmos as diferen�cas entre problemas freq�uentementeestudados na literatura de Redes Neurais: a memoriza�c~ao, a categoriza�c~ao e a ge-neraliza�c~ao.O primeiro problema a receber tratamento na literatura atual (a partir de Hop-�eld) das RNs foi a memoriza�c~ao [4]. Na memoriza�c~ao apresenta-se um conjunto depadr~oes L, que dever~ao ser representados pelas sin�apses da rede na forma de atra-tores dinâmicos. O desempenho na memoriza�c~ao �e ent~ao medido pela similaridadeentre os padro~es armazenados e os padr~oes apresentados. A capacidade de memo-riza�c~ao �e de�nida como a quantidade m�axima de padr~oes que uma rede conseguearmazenar com certo ��ndice de erro.O problema da categoriza�c~ao [19], consiste em inferir um conjunto de padr~oesL a partir de exemplos amostrados aleatoriamente de uma vizinhan�ca controladadestes padr~oes. O problema da categoriza�c~ao pode ser pensado como o problema damemoriza�c~ao mas para padr~oes corrompidos por certa quantidade de ru��do .J�a o problema da generaliza�c~ao consiste em inferir a con�gura�c~ao sin�aptica deuma suposta rede professor que estaria gerando o conjunto L de exemplos a partirapenas deste conjunto de exemplos. Assim, a medida de interesse neste caso �e o errom�edio sobre exemplos amostrados aleatoriamente com uma distribui�c~ao de�nidapelo ambiente de teste (normamente tomada como sendo uniforme).Durante toda esta disserta�c~ao estaremos interessados somente no problema dageneraliza�c~ao ao qual tamb�em chamaremos de problema do aprendizado.



1.4 Medidas de Desempenho 71.4 Medidas de DesempenhoA maneira como medimos o desempenho de uma rede numa tarefa de aprendizado�e de grande importância no nosso estudo. Nesta se�c~ao iremos colocar de maneiraprecisa a grandeza que medir�a o desempenho em nosso tratamento: o erro de genera-liza�c~ao. Quando analisamos o problema da generaliza�c~ao em redes neurais podemosdiscernir dois \ambientes" de opera�c~ao: o \ambiente de treinamento" e o \ambientede teste". Estes ambientes s~ao descritos, para o caso de exemplos sem correlas�c~aotemporal, por distribui�c~oes de probabilidade no espa�co dos pares ordenados entrada-sa��da P (S;�B)1. Assim, teremos PL(S;�B) indicando o \ambiente de treinamento" e PT (S;�B) indicando o \ambiente de teste" (seguindo [32]). As propostas de me-didas de desempenho devem reetir a e�c�acia das redes em cada ambiente. Assim,de�ne-se inicialmente a m�etrica de erro que ir�a indicar a discordância 2 que h�a entreo professor e o aluno e(�J ;�B). A partir da�� usualmente teremos :� Erro de generaliza�c~ao:�E o erro esperado sobre exemplos extra��dos de uma distribui�c~ao de testePT (S;�B) : eg(J;S) = Z dSd�B e(�J ;�B)PT (S;�B): (1.1)Geralmente quando nada sabemos a respeito do ambiente de teste escolhemosuma distribui�c~ao uniforme com as componentes Sk independentes (que �e aescolha a priori com m�axima entropia [11]) e com sa��das �B livres de ru��do.� Erro de predi�c~ao:�E o valor esperado do erro num ambiente de teste idêntico ao de treinamentoPL(S;�B): ep(J;S) = Z dSd�B e(�J ;�B)PL(S;�B): (1.2)� Erro de memoriza�c~ao:Pode ser pensado como uma estimativa emp��rica do erro de predi�c~ao.em(J;S) = 1p XS�2L(p) e(��J ;��B): (1.3)Com (S;�B) tomados com distribui�c~ao PL(S;�B). Aqui esperamos que em p!1!ep.1No caso de seq�uências correlacionadas, por distribui�c~oes no espa�co de pares L(p). Aqui �Brepresenta a sa��da que pode eventualmente ter sido corrompida por ru��do.2Por exemplo e(�J ;�B) = 12 (�B � �J )2 para arquiteturas com sa��da cont��nua e e(�J ;�B) =�(�J ;�B), onde �(:; :) �e a fun�c~ao delta de Kronecker, para arquiteturas com sa��da booleana.



1.5 Organiza�c~ao desta Disserta�c~ao 8Normalmente estaremos interessados em comportamentos t��picos, ou seja, indepen-dentes de J e B , dessa forma utilizaremos :eg = Dheg(J;B)iJjL(p)EL(p)jB :Onde L(p) denota o conjunto de pares ordenados entrada-sa��da (S;�B) de cardi-nalidade \p" utilizado no treinamento. No c�alculo da m�edia acima deve ser observa-do que J �e gerado por um algoritmo espec���co a partir de uma seq�uência espec���cade exemplos L.1.5 Organiza�c~ao desta Disserta�c~aoO interesse central desta disserta�c~ao �e mostrar como o esquema funcional de oti-miza�c~ao de algoritmos pode ser estendido �as arquiteturas multicamada, como o de-sempenho destes algoritmos se compara aos algoritmos usuais e quais os problemast�ecnicos que podem surgir.No cap��tulo 2 fazemos uma revis~ao dos resultados existentes sobre algoritmosbackpropagation e suas variantes, tentando nos concentrar nas situa�c~oes e aspectosque ser~ao comparados aos algoritmos otimizados.No cap��tulo 3 expomos o esquema de otimiza�c~ao funcional de algoritmos onlinede uma maneira mais geral e apropriada para a aplica�c~ao ao tipo de redes que esta-mos interessados. Procuramos exempli�car sua aplica�c~ao no perc�eptron reobtendoresultados j�a bem conhecidos.No cap��tulo 4 aplicamos o esquema funcional a situa�c~oes in�editas envolvendoredes multicamada.Finalmente, no cap��tulo 5 resumimos os principais resultados obtidos e discuti-mos algumas dire�c~oes para novos estudos.Para uma leitura r�apida sugerimos apenas os cap��tulos 3 e 4 e a se�c~ao 5.1.
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2BackpropagationNeste cap��tulo revisaremos as t�ecnicas de estudo da dinâmica online, faremos umsum�ario da aplica�c~ao destas t�ecnicas a situa�c~oes envolvendo o algoritmo backpropa-gation e sumarizaremos brevemente alguns desenvolvimentos anal��ticos recentes.2.1 O Algoritmo BackpropagationBackpropagation �e o nome dado �as implementa�c~oes de algoritmos de gradiente emredes neurais. Estes algoritmos têm uma longa hist�oria de descobertas e redesco-bertas que tem in��cio na d�ecada de quarenta, com os primeiros trabalhos em redesneurais e se estende at�e a d�ecada de sessenta [1, 58]. Na d�ecada de setenta h�a menorentusiasmo, j�a na d�ecada de oitenta ocorre uma redescoberta [43]. Atualmente oalgoritmo backpropagation tem sido amplamente utilizado em situa�c~oes pr�aticas t~aovariadas como o problema XOR ou o reconhecimento de caracteres escritos manual-mente [24, 42]. A id�eia b�asica por tr�as do backpropagation �e minimizar uma fun�c~aoenergia E de�nida sobre os exemplos apresentados L e sobre os pesos sin�apticos J.As sin�apses evoluem com uma dinâmica na forma:�J = ��rJE(J;L) (2.1)Aqui � �e um parâmetro (comumente denominado taxa de aprendizagem) que controlao tamanho das modi�ca�c~oes sin�apticas a cada passo, o operador rJ indica o gra-diente no espa�co dos vetores sin�apticos J e o conjunto de exemplos L pode ser visto, por analogia com os sistemas desordenados, como uma desordem quenched. O fato�e que o conjunto L de exemplos �e gerado de forma aleat�oria e a energia �e ent~aominimizada com este conjunto mantido �xo. Esta minimiza�c~ao pode ser tanto reali-zada de maneira online ( E utiliza apenas um exemplo por vez) quanto de maneirao�ine (E utiliza todo o conjunto de exemplos L). Quando a dinâmica implemen-tada �e o�ine a n~ao-linearidade de E lhe confere um relevo altamente rugoso( cheiode estados metaest�aveis ) tornando dif��cil a convergência da dinâmica (2.1) ao(s)m��nimo(s) global(is). Uma maneira usual de superar os estados metaest�aveis �e aintrodu�c~ao de um termo apropriado 1 de ru��do transformando (2.1) numa equa�c~ao1Ru��do �k(t) com h�k(t)�j(~t)i = 2T�kj�(t� ~t).10



2.2 Dinâmica Online de Aprendizado no Limite Termodinâmico 11de Langevin com distribui�c~ao de equil��brio de Gibbs, com temperatura proporcional�a amplitude do ru��do. A minimiza�c~ao da energia E �e garantida pela diminui�c~aoprogressiva desta temperatura, num processo conhecido como annealing simulado.J�a na dinâmica online a energia E depende apenas de um exemplo, e estes exemploss~ao coletados do conjunto L aleatoriamente. Neste caso E(J;S) �e uma fun�c~ao deargumento aleat�orio com valor m�edio que tende a um valor m��nimo �a medida queo sistema se aproxima de um m��nimo global, o que evita os estados metaest�aveis.Este processo tem sido denominado self-annealing [25].A caracter��stica mais marcante do backpropagation �e sua generalidade e que per-mite sua aplica�c~ao a virtualmente qualquer arquitetura feedforward, desde que asunidades integrantes tenham fun�c~ao de transferência deriv�avel pelo menos uma vez.A aplica�c~ao deste algoritmo numa situa�c~ao geral pode ser vista no (Apêndice A).Esta generalidade torna interessante o estudo anal��tico do algoritmo. Na pr�oximase�c~ao introduziremos um certo n�umero de t�ecnicas que tornar~ao poss��veis estes es-tudos anal��ticos para redes com grande n�umero de entradas.2.2 Dinâmica Online de Aprendizado no LimiteTermodinâmicoNesta se�c~ao trataremos commaior profundidade as equa�c~oes que descrevem a dinâmicaonline de aprendizado para arquiteturas multicamada no limite de in�nitas entradas(ou termodinâmico).Em redes com n�umero �nito (N) de entradas a dinâmica online tem a forma:Jik(�+ 1) = �1 � 1N
k(V)� Jik(�) + 1NFk(V)Si(�) (2.2)Aqui o ��ndice i identi�ca cada sin�apse, o ��ndice k identi�ca cada neurônio, Fk s~aodenominadas fun�c~oes modula�c~ao e V (Vis��vel) �e o conjunto de grandezas acess��veis�as fun�c~oes Fk. O sistema de equa�c~oes (2.2) �e estoc�astico, pois as quest~oes-exemploS(�) s~ao geradas de forma estoc�astica com distribui�c~ao PL(S) e têm enorme n�umerode graus de liberdade. Esta alta dimensionalidade pode ser reduzida utilizandoum procedimento muito comum em Mecânica Estat��stica : descrever o sistema emtermos de certos parâmetros de ordem [18]. Estes parâmetros de ordem devem ser\estatisticamente robustos ", ou seja, suas utua�c~oes estoc�asticas devem ser cadavez menores para sistemas cada vez maiores. Esta propriedade �e comumente deno-minada auto-mediância 2.A escolha dos parâmetros de ordem adequados depende das propriedades dasdistribui�c~oes de probabilidade envolvidas, a saber, da distribui�c~ao a priori dos pro-2Justi�caremos a auto-mediância numa situa�c~ao de aprendizado on-line em redes neurais no(Apêndice B ) seguindo a linha de [40]. No texto nos limitaremos a mostrar numericamente emum caso simples como a propriedade de auto-mediância se apresenta.



2.2 Dinâmica Online de Aprendizado no Limite Termodinâmico 12fessores e da distribui�c~ao dos exemplos. No caso das redes neurais aprendendo apartir de exemplos gerados uniformemente, estes ser~ao:� correla�c~ao entre neurônios do aluno:Qkj � NXi=1 Jik Jij:� correla�c~ao entre neurônios do professor:Mnm � NXi=1BinBim:� correla�c~ao entre neurônios do aluno e do professor:Rkn � NXi=1 Jik Bin:Introduzindo os campos p�os-sin�apticos :hk = Jk � S;bn = Bn � Spodemos veri�car melhor o signi�cado das vari�aveis macrosc�opicas acima. Calcule-mos ent~ao, para exempli�car, a m�edia hhkbni:hhkbni = Z dSP (S)Xil JikBlnSiSl= Xil JikBlnhSiSli: (2.3)Se considerarmos que a distribui�c~ao de quest~oes P (S) �e tal que 3 hSiSli = �il teremosque : hhkbni = Jk �Bn = Rkn: (2.4)Os parâmetros macrosc�opicos representam as correla�c~oes entre os campos p�os-sin�apticos.Se as normas dos vetores sin�apticos n~ao forem relevantes, �e bem menos redun-dante usarmos :� correla�c~ao normalizada entre neurônios do aluno e do professor4:�kn = RknpQkkMnn � PNi=1 Jik BinkBnk kJkk :3Isto pode ser produzido gerando vetores com componentes aleat�orias e independentes comhS2i i.4A norma kXk �e de�nida pelo produto escalar X � Y �PNi=1XiYi , kXk = pX �X:
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Figura 2.1: Auto-mediância do parâmetro Q num perc�eptron linear.� correla�c~ao normalizada entre neurônios do aluno:qjk = QjkqQjjQkk � PNi=1 Jij JikkJjk kJkk :Para exempli�car a propriedade de auto-mediância numa situa�c~ao pr�atica, exibi-mos na (Fig. 2.1) corridas da dinâmica de aprendizado �otimo num perc�eptron linearpara v�arios tamanhos do sistema. Para cada tamanho est�a representada apenas uma�unica corrida. A curva cheia corresponde �a solu�c~ao das equa�c~oes determin��sticas pa-ra os parâmetros de ordem obtidas sob a hip�otese de auto-mediância. �E bastanteclaro na (Fig.2.1) que as utua�c~oes estoc�asticas no parâmetro tornam-se cada vezmenores conforme o sistema aumenta.As equa�c~oes estoc�asticas para os parâmetros de ordem ser~ao, utilizando (2.2),para Q :Qkj(�+ 1) = Jk(�+ 1) � Jj(�+ 1)= �1� 1N
k(V) � 1N
j(V)� (Jk(�) � Jj(�)) ++ 1N (Jk(�) � S(�))Fj(V) + 1N (Jj(�) � S(�))Fk(V) +



2.2 Dinâmica Online de Aprendizado no Limite Termodinâmico 14+ 1N2Fk(V)Fj(V)(S(�) � S(�)) + O( 1N2 ) (2.5)Para R :Rkn(�+ 1) = Jk(�+ 1) � Bn(�+ 1) (2.6)= �1� 1N
k(V)� (Jk(�) � Bn) + 1NFk(V)(S(�) � Bn)= �1� 1N
k(V)�Rkn(�) + 1NFk(V)bn(�):Para escrevermos a equa�c~ao para � precisamos primeiro escrever :1qQkk(�+ 1) = 1qQkk(�) [1 + 1N
k(V) � 1N hk(�)Fk(V)Qkk(�)� 12N Fk2(V)Qkk(�) + O( 1N2 )]: (2.7)Multiplicando (2.6) por (2.7) e colhendo termos at�e O( 1N ) obteremos as equa�c~oespara os �s: �kn(� + 1) = �kn(�) + 1N bn(�)Fk(V)qQkk(�)Mnn (2.8)� 1N "hk(�)Fk(V)Qkk + Fk2(V)2Qkk # �kn(�) +O( 1N2 )Analogamente multiplicando (2.7) por (2.5) obteremos equa�c~oes para os qs:qjk(� + 1) = qjk(�) + 1N hk(�)Fj(V) + hj(�)Fk(V) + Fj(V)Fk(V)qQkk(�)Qjj(�)� 1N "hj(�)Fk(V)Qjj + Fk2(V)2Qkk+ hk(�)Fj(V)Qkk + Fj2(V)2Qjj # qjk(�) +O( 1N2 ) (2.9)No limite de sistemas grandes, N !1, podemos transformar estas equa�c~oes dediferen�cas em equa�c~oes diferenciais introduzindo uma escala de tempo �� = 1N . �Eimportante perceber que as derivadas d�knd� e dQkjd� n~ao s~ao grandezas auto-mediantescomo mostramos na (Fig. 2.2) para o caso do perc�eptron linear aprendendo oti-mamente. Nesta �gura exibimos as utua�c~oes de corridas do algoritmo �otimo para
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Figura 2.2: No perc�eptron linear, as derivadas n~ao s~ao auto-mediantes. Mostramoscorridas para v�arios tamanhos. A curva tracejada representa o c�alculo anal��tico dam�edia sobre in�nitas corridas.N = 10; 100; 500 e 1000. O tamanho t��pico destas utua�c~oes independe do tamanhoN do sistema5. Desta forma, se quisermos escrever equa�c~oes determin��sticas para osistema precisamos realizar m�edias sobre toda aleatoriedade envolvida no aprendi-zado, a saber: os exemplos e o ru��do do sistema. A linha tracejada ( que apareceapenas no gr�a�co para N = 10) representa a m�edia sobre in�nitas realiza�c~oes dadinâmica (c�alculo anal��tico).No limite de redes grandes ( ou termodinâmico) as equa�c~oes adquirem a forma6: _Qkj = hlimN!1N�Qkji5Uma discuss~ao mais aprofundada pode ser encontrada em [33].6Aqui estamos considerando o caso em que as seq�uências de exemplos s~ao descorrelacionadas eutilizamos : h(� � �)i � Z dHdVP (H;V)(� � �)_(� � �) � d(� � �)d�Onde H e V representam toda aleatoriedade do sistema. Seguindo a nota�c~ao introduzida porM.Copelli e N.Caticha em [14], H corresponde ao conjunto de grandezas inacess��veis (Hidden) paraas fun�c~oes modula�c~ao e V corresponde ao conjunto de grandezas acess��veis(Visible).



2.3 Tratamento Anal��tico do Caso Geral 16= hhkFj + hjFk + FjFk � 
jQjk � 
kQjki_Rkn = hlimN!1N�Rkni (2.10)= hFkbn �
kRkni_�kn = hlimN!1N��kni= * bnFkpQkkMnn � hkFkQkk �kn � F 2k2Qkk�kn+_qjk = hlimN!1N�qjki= *hkFj + hjFk + FjFkqQkk(�)Qjj(�) � hjFkQjj qjk + Fk22Qkk qjk+ hkFjQkk qjk + Fj22Qjj qjk+ (2.11)Como j�a mostramos na (Fig 2.1) as integrais das equa�c~oes diferenciais estoc�asticasacima s~ao auto-mediantes. Antes de efetuarmos as m�edias temos, por exemplo:_Rkn(�) = Fk(�)bn(�) �
k(�)Rkn(�):Onde a dependência em � indica na verdade uma realiza�c~ao poss��vel da dinâmicaestoc�astica. Ao integrarmos teremos:Rkn(�) = Rkn(0) + Z �0 d� _Rkn(�):A auto-mediância signi�ca neste caso que a integral acima independe da particularrealiza�c~ao da dinâmica. Isto se deve a escolha apropriada da escala de tempo que�zemos. Desta forma n~ao representa perda de generalidade alguma efetuar primeiroas m�edias, transformando as equa�c~oes em determin��sticas, pois suas integrais quandotomarmos o limite N !1 ser~ao, de qualquer forma, determin��sticas.2.3 Tratamento Anal��tico do Caso GeralOs primeiros resultados anal��ticos para o aprendizado backpropagation on-line emredes multicamada foram obtidos em 95 por Biehl e Schwarze [7]. Neste trabalhos~ao tratadas situa�c~oes envolvendo perc�eptrons, m�aquinas comitê soft aprendendoperc�eptrons e m�aquinas paridade com unidades cont��nuas, todas com fun�c~ao detransferência do tipo erf � xp2�. Posteriormente Riegler e Biehl trataram uma si-tua�c~ao envolvendo apenas comitês soft [9] com K = 2 unidades na camada interna.Ainda em 95 Saad e Solla [45, 46, 47] obtiveram uma solu�c~ao que abrange um amploleque de situa�c~oes envolvendo m�aquinas comitê soft com uma �unica camada interna,fun�c~ao de transferência tipo \fun�c~ao erro" e n�umero de unidades na camada escon-dida com K=N = O(1=N). Pode ser demonstrado que qualquer fun�c~ao cont��nuapode ser representada por redes comitê com uma camada escondida, desde que o
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Figura 2.3: Professor = comitê soft com M neurônios na camada interna. Aluno =comitê soft com K neurônios na camada interna.n�umero de unidades seja su�cientemente grande [17, 27], o que torna a o estudodestas redes particularmente interessante. Nesta se�c~ao apresentamos em detalhe asolu�c~ao proposta por Saad e Solla.No que segue estaremos interessados na situa�c~ao em que uma rede neural \alu-no" de arquitetura comitê totalmente conectado soft com K unidades na camadainterna aprende de maneira online um \professor" de arquitetura idêntica a menosdo n�umero M de unidades na camada interna. Na (Fig. 2.3) est�a representada estasitua�c~ao, temos que a sa��da do professor �e de�nida por:�B = MXm=1�m (2.12)= MXm=1 g (bm) (2.13)= MXm=1 erf  bmp2! (2.14)= MXm=1 erf  Bm � Sp2 ! : (2.15)Aqui introduzimos todas as de�ni�c~oes necess�arias: �m �e a componente m da repre-senta�c~ao interna do \professor", ou melhor, �e a sa��da do perc�eptronm da camada in-terna cujo campo p�os-sin�aptico �e bm = Bm�S e os pesos sin�apticos s~ao dados por Bm.J�a a fun�c~ao de transferência dos neurônios da camada escondida �e g(x) = erf � xp2�.



2.3 Tratamento Anal��tico do Caso Geral 18De maneira an�aloga �e de�nida a sa��da do aluno :�J = KXk=1 g (hk) : (2.16)Aqui hk = J � S �e o campo p�os sin�aptico do neurônio k da camada escondida.Nos ocuparemos aqui apenas do caso onde as sin�apses que unem os neurônios dacamada interna ao da camada externa s~ao mantidas �xas com valor \1" como est�aindicado em (Fig. 2.3)7. Desta forma o algoritmo backpropagation assume a forma:Jk(�+ 1) = Jk(�) + �N �k(�)S(�): (2.17)Onde �k = g0(hk)(�B ��J). Esta forma �e an�aloga a (2.2) com a fun�c~ao modula�c~aoFk � ��k. As equa�c~oes macrosc�opicas (2.10) para este tipo de sistema �cam ent~ao:_Rkn = � h�kbni ; (2.18)_Qkj = � h�jhki+ � h�jhki+ �2 h�j�ki : (2.19)Estas equa�c~oes envolvem o c�alculo da integral gaussiana tridimensional:I3(x; y; z) = Dg0(x)yg(z)E : (2.20)De três redu�c~oes bidimensionais: Dg0(y)yg(z)E ;Dg0(x)zg(z)E ;Dg0(x)yg(x)E :E uma redu�c~ao unidimensional: Dg0(x)xg(x)E :Envolvem tamb�em a integral quadridimensional:I4(x; y; z; w) = Dg0(x)g0(y)g(z)g(w)E : (2.21)Três redu�c~oes tridimensionais: Dg0(x)g0(y)g(z)g(z)E ;Dg0(x)g0(x)g(y)g(w)E ;Dg0(x)g0(y)g(y)g(z)E :7O caso com estas sin�apses adaptativas foi estudado em [40].



2.3 Tratamento Anal��tico do Caso Geral 19Quatro redu�c~oes bidimensionais:Dg0(x)g0(y)g(y)g(y)E ;Dg0(x)g0(x)g(x)g(y)E ;Dg0(x)g0(x)g(y)g(y)E ;Dg0(x)g0(y)g(x)g(y)E :E uma redu�c~ao unidimensional:Dg0(x)g0(x)g(x)g(x)E :Totalizando 14 integrais gaussianas. Na verdade, estas integrais podem ser expres-sadas em fun�c~ao apenas de (2.20) e (2.21) reduzindo o n�umero de integra�c~oes ne-cess�arias a 2 (ver [46]). Estas integrais adquirem ent~ao a forma :I3(x; z; z) = Dg0(x)zg(z)E ;I3(x; x; x) = Dg0(x)xg(x)E ;I4(x; y; x; y) = Dg0(x)g0(y)g(x)g(y)E :E assim por diante. Com a escolha de g(x) = erf �x2� estas integrais s~ao fact��veislevando a [46, 60]: I3(x; y; z) = 2� 1p�3 Cyz(1 +Cxx)� CxyCxz1 + Cxx : (2.22)Com �3 = (1 +Cxx)(1 + Czz)� CxzCxz;onde C �e a matriz de correla�c~ao dos campos x,y e z. Para os casos de dimens~aomenor substitui-se a matriz de correla�c~ao C pela matriz singular apropriada. Porexemplo : no c�alculo de I3(x; y; y), C �e a matriz singular obtida pelas substitui�c~aoz ! y. I4(x; y; z; w) = 4�2 1p�4 arcsin �0p�1�2! : (2.23)Com �4 = (1 +Cxx)(1 +Cyy)�CxyCxy;�0 = �4Czw �CyzCyw(1 +Cxx)� CxzCxw(1 +Cyy)+ CxyCxzCyw +CxyCxwCyz;�1 = �4(1 +Czz)�C2yz(1 +Cxx)� C2xz(1 +Cyy) + 2CxyCxzCyz;�2 = �4(1 +Cww)� C2yw(1 + Cxx)�C2xw(1 +Cyy) + 2CxyCxwCyw:



2.4 Perc�eptrons 20Aqui C �e a matriz de correla�c~ao dos campos x,y,z e w. Nos casos com dimens~aomenor, esta matriz �e substitu��da pela matriz singular equivalente. Por exemplo :no c�alculo de I4(x; x; x; x), C �e a matriz singular obtida pelas substitui�c~oes y ! x,z ! x e w ! x.Exempli�cando com Dg0 (hk) bng (hj)E teremos que a matriz de correla�c~ao C,usando (2.4), ser�a dada por:C = 0B@ hhkhki hhkbni hhkhjihbnhki hbnbni hbnhjihhjhki hhjbni hhjhji 1CA = 0B@ Qkk Rkn QkjRkn Mnn RjnQjk Rjn Qjj 1CA :O c�alculo destas m�edias possibilita a resolu�c~ao e caracteriza�c~ao total das equa�c~oesda dinâmica de aprendizado. As curvas de aprendizagem podem ent~ao ser obtidasatrav�es do c�alculo do erro de generaliza�c~ao. Para o ambiente de teste onde osexemplos s~ao gerados uniformemente e independentemente o erro de generaliza�c~ao�e dado em fun�c~ao das vari�aveis macrosc�opicas por (Apêndice C):eg (Qjk; Rkn;Mnm) = 1�Xjk arcsin0@ Qjkq1 +Qjjp1 +Qkk1A (2.24)+ 1�Xnm arcsin Mnmp1 +Mnnp1 +Mmm!� 2�Xkn arcsin Rknp1 +Qkkp1 +Mnn! :2.4 Perc�eptronsA solu�c~ao para perc�eptrons (Fig. 2.4) numa situa�c~ao sem ru��do e com a normado professor M = B � B = 1 foi descrita em [7]. Neste caso as equa�c~oes (2.18)adquirem a forma: _R = �h�bi (2.25)_Q = 2�h�hi+ �2h�2i (2.26)Inserindo as m�edias (2.20) e (2.21) reescrevemos:_R = � [I3(h; b; b) � I3(h; b; h)] (2.27)_Q = 2� [I3(h; h; b) � I3(h; h; h)]+ �2 [I4(h; h; b; b) � 2I4(h; h; b; h) + I4(h; h; h; h)] (2.28)Substituindo (2.22) e (2.23) chegamos:_R = 2� �1 +Q 24 1 +Q� R2q2(1 +Q)�R2 � Rp1 + 2Q35 (2.29)
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Figura 2.4: Professor = Aluno = Perc�eptron._Q = 4� �1 +Q 24 Rq2(1 +Q)�R2 � Qp1 + 2Q35+ 4�2 �2p1 + 2Q "arcsin Q1 + 3Q!� 2 arcsin0@ Rq2(1 + 2Q� R2)p1 + 3Q1A+ arcsin 1 + 2(Q� R2)2(1 + 2Q�R2)!# : (2.30)Estas equa�c~oes podem ser resolvidas numericamente. A curva de aprendizado podeent~ao ser constru��da utilizando a vers~ao para o perc�eptron de (2.24):eg (Q;R) = 1� arcsin Q1 +Q!� 2� arcsin0@ Rq2(1 +Q)1A+ 16 : (2.31)�E clara a presen�ca de um ponto �xo em (R;Q) = (1; 1) em (2.29). No mesmotrabalho Biehl e Schwarze estudaram a estabilidade assint�otica linearizando o siste-ma dinâmico em torno do ponto �xo. Perceberam que esta estabilidade depende dataxa de aprendizado � da seguinte forma:� H�a um valor cr��tico �c � 4:06 acima do qual (R;Q) = (1; 1) deixa de serum ponto �xo atrativo, mas existem pontos �xos sub-�otimos para os quaiseg(�!1) > 0.� Para taxas de aprendizagem maiores que �d � 9:24 n~ao h�a nenhum ponto �xoe os parâmetros (R;Q) divergem.
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Figura 2.5: Linhas cheias: Integra�c~oes num�ericas. S��mbolos: Simula�c~oes com redesde tamanho N=1000. As condi�c~oes iniciais s~ao Q(0)=.25 e R(0)=0.� H�a uma regi~ao de�nida por 4:45 � � � 5:05 na qual os autovalores do operadorlinear que de�ne o comportamento do sistema dinâmico em torno do ponto�xo s~ao n�umeros complexos, signi�cando um comportamento oscilat�orio amor-tecido .� O decaimento assint�otico �otimo para o erro de generaliza�c~ao �e obtido para�opt = 23�c � 2:704. Este decaimento �e dado por eg � e�:66�.Mostramos na (Fig.2.5) simula�c~oes e resultados anal��ticos para valores interessantesde �.2.5 Caso Sobre-realiz�avel: M < KA situa�c~ao mostrada na (Fig. 2.6) tamb�em foi estudada em [7]. Aqui o professor�e um perc�eptron (M = 1) e o aluno tem arquitetura tipo comitê soft com K = 2unidades na camada escondida. Biehl e Schwarze estudaram o sistema para diferen-tes valores das sin�apses da camada de sa��da. Aqui nos restringiremos a situa�c~ao emque estas sin�apses tem valores �xados em 1 , como na (Sec. 2.3). Seguindo o proce-dimento das se�c~oes anteriores escrevemos as equa�c~oes dinâmicas para os parâmetrosde ordem: _Rk = �h�kbi (2.32)
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Figura 2.6: Professor = Perc�eptron. Aluno = Comitê soft com 2 neurônios nacamada interna. _C = �h�1h2i+ �h�2h1i+ �2h�1�2i (2.33)_Qk = 2�h�khki+ �2h�2ki (2.34)Aqui de�nimos C � Q12. As m�edias acima podem ser reescritas em fun�c~aodosparâmetros de ordem utilizando (2.22) e (2.23) e ent~ao integradas numericamente.J�a o erro de generaliza�c~ao �e escrito:eg (Qk; C;Rk) = 1�Xk arcsin Qk1 +Qk!+ 2� arcsin0@ Cq(1 +Q1)q(1 +Q21A� 2�Xk arcsin0@ Rkq2(1 +Qk)1A+ 16 : (2.35)A solu�c~ao para as equa�c~oes dinâmicas das vari�aveis de estado macrosc�opicas s~aomostradas em (Fig. 2.8) e (Fig. 2.7). A curva de aprendizagem �e mostrada em(Fig. 2.7). Nota-se a presen�ca de uma fase sim�etrica, ou platô, que �e comumenteencontrado em situa�c~oes pr�aticas [24]. Estes platôs indicam a presen�ca de um ponto�xo com dire�c~oes repulsivas e atrativas.Biehl e Schwarze analisaram a estabilidade dos pontos �xos da dinâmica emrela�c~ao a taxa de aprendizagem � concluindo que:� Para � < �1 � 1:4 existem três pontos �xos: um repulsivo, o de platô e umatrativo que corresponde ao aprendizado com eg(� !1) = 0.� Para 1:4 < � < �c � 1:89 h�a o surgimento de um quarto ponto �xo repulsivo.� Para �c < � < �s � 2:32 [46] o ponto �xo de aprendizado passa a ser inst�avel esurge um ponto �xo est�avel que corresponde ao aprendizado sub�otimo eg(�!1) > 0.
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Figura 2.7: Curva de aprendizagem para � = 1:5 e condic�c~oes iniciais aleat�oriascom Q1 2 [0; :5], Q2 2 [0; 1E � 6] e C � 0. Inset: evolu�c~ao dos overlaps R1 e R2.S��mbolos: simula�c~oes com tamanho N = 5000 e condi�c~oes iniciais idênticas.� Para �s < � < �d � 3:29 o ponto �xo de platô torna-se o �unico est�avel.� Para � > �d as normas dos vetores sin�apticos divergem.2.6 Caso Realiz�avel: M = KO caso realiz�avel foi tratado em [45, 46, 6, 9, 10]. As equa�c~oes dinâmicas para ocaso mais simples com M = K = 2 e professor do tipo Mnm = �nm s~ao:_Rkn = �h�kbni (2.36)_C = �h�1h2i+ �h�2h1i+ �2h�1�2i (2.37)_Qk = 2�h�khki+ �2h�2ki (2.38)Novamente utilizamos (2.22) e (2.23) e integramos numericamente. O erro de gene-raliza�c~ao �e escrito:eg (Qk; C;Rkn) = 1�Xk arcsin Qk1 +Qk!
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Figura 2.8: Overlaps entre os ramos do aluno para as mesmas condi�c~oes da �guraanterior. S��mbolos: simula�c~oes com tamanho N = 5000.
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Figura 2.10: Curva de aprendizagem para � = 1:5 e condi�c~oes iniciais aleat�orias comQ1 2 [0; :5], Q2 2 [0; 1E� 6] e C � 0. Inset: Evolu�c~ao dos overlaps professor-aluno.S��mbolos: simula�c~oes com tamanho N = 5000.+ 2� arcsin0@ Cq(1 +Q1)q(1 +Q21A� 2�Xk;n arcsin0@ Rknq2(1 +Qk)1A+ 13 : (2.39)Em [10] Biehl et.al. observaram que o sistema de equa�c~oes diferenciais acimapossui, para taxas de aprendizagem menores que um valor cr��tico �c � 2:32, umponto �xo de aprendizado com eg = 0, Qik = �ik e Rkn = �kn e dois pontos �xos sub-�otimos: um perfeitamente sim�etrico com Qik = Q e Rkn = R e um menos sim�etrico.Conforme a taxa de aprendizagem � ! 0 o ponto menos sim�etrico colapsa sobre ototalmente sim�etrico.As curvas de aprendizagem apresentam um aspecto similar ao caso sobre-realiz�avel.A sa��da dos platôs ocorre gra�cas �a presen�ca de uma vizinhan�ca inst�avel nos pontos�xos sub�otimos de forma que uma assimetria nas condi�c~oes iniciais introduz umacomponente na dire�c~ao repulsiva levando o sistema ao ponto �xo de aprendizado.Na (Fig.2.10) mostramos a curva de aprendizagem obtida com a resolu�c~ao num�ericado sistema dinâmico, para compara�c~ao, mostramos a mesma curva obtida atrav�es deuma �unica simula�c~ao com tamanho N = 5000 e condi�c~oes iniciais idênticas. As u-tua�c~oes no platô s~ao bastante acentuadas indicando a presen�ca da dire�c~ao atrativa.
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Figura 2.11: Overlaps entre os ramos do aluno. S��mbolos: simula�c~oes com tamanhoN = 5000.Na (Fig. 2.11) est~ao representados os overlaps entre um ramo do aluno e os ramosdo professor. Nota-se que o efeito de tamanho �nito �e particularmente acentuadodurante a etapa de especializa�c~ao (sa��da do platô) [5]. A presen�ca dos pontos �xosde platô pode ser compreendida atrav�es de argumentos geom�etricos. De maneirageral podemos escrever: Jk =Xn RknBn + J?k : (2.40)Na fase inicial do aprendizado h�a pouca correla�c~ao entre os ramos do aluno e doprofessor, ou seja, o vetor sin�aptico �e Jk � J?k . Conforme os erros s~ao corrigidospelo algoritmo de aprendizagem a correla�c~ao aumenta e o termo J?k �e reduzido. Seos ramos tem correla�c~oes Rkn muito similares, o algoritmo modi�car�a os ramos demaneira similar. �E claro que o estado sim�etrico de maior correla�c~ao corresponde arepresenta�c~oes das sin�apses do aluno no hiperplano gerado pelos ramos do professorna forma: Jk =MRBn: (2.41)Daqui deduzimos a rela�c~ao: Q =MR2; (2.42)veri�c�avel nas �guras. Se o aluno se encontrar no estado perfeitamente sim�etricode maior correla�c~ao com o professor, o algoritmo modi�car�a os ramos sempre demaneira idêntica provocando erros maiores, isso produz um ponto �xo sim�etrico. �Eevidente que h�a um ponto �xo de�nido por Jn = Bn para o qual o aluno n~ao comete
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Figura 2.12: Professor = Multicamada, Aluno = Perc�eptron.erro algum. A migra�c~ao dos vetores sin�apticos da situa�c~ao sim�etrica para este ponto�xo �otimo depende da existência de assimetrias provenientes de condi�c~oes iniciaisn~ao-sim�etricas. Estas assimetrias ir~ao fazer com que o algoritmo de aprendizagemmodule de maneira diferente cada um dos ramos, evitando o estado totalmentesim�etrico.2.7 Caso N~ao-realiz�avel: M > KNesta situa�c~ao uma rede com K neurônios na camada interna, tenta aprenderuma rede multicamada mais complexa comM > K neurônios na camada escondida.Exempli�caremos esta situa�c~ao utilizando o caso mais simples onde um perc�eptron(K = 1) aprende uma rede multicamada do tipo Mkn = �nm (Fig.2.12).Neste caso o conjunto de parâmetros de ordem se reduz a Rm = J �Bm e Q =J � J. As equa�c~oes diferenciais s~ao :_Rn = �h�bni (2.43)_Q = 2�h�hi+ �2h�2i (2.44)E o erro de generaliza�c~ao �e:eg (Q;Rn) = 1�Xk arcsin Q1 +Q!� 2�Xn arcsin0@ Rnq2(1 +Q)1A+ M3 : (2.45)Escrevendo o sistema de equa�c~oes da maneira apropriada, utilizando (2.22) e(2.23), n~ao �e dif��cil veri�car que Rn = 1 e Q = M �e ponto �xo. Isto pode ser
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Figura 2.13: Curva de aprendizagem para backpropagation com M=2, K=1, � = 1:5e condi�c~oes iniciais aleat�orias com Q 2 [0; :5]. S��mbolos: simula�c~oes com tamanhoN = 5000.entendido de maneira simples utilizando argumentos geom�etricos. �E de se esperarque ao �nal do processo de aprendizado o vetor sin�aptico do perc�eptron aluno sejaequidistante de todos os ramos do professor, pois n~ao h�a ramos preferenciais 8, assimteremos : J =Xn RBn + J?: (2.46)O termo J? dever�a utuar em torno de 0 , pois n~ao h�a nenhuma dire�c~ao privilegiadano subespa�co ortogonal. Escrevendo em termos apenas dos parâmetros de ordemteremos: Q �MR2: (2.47)Isto explica a rela�c~ao observada entre Q e osRs. Se considerarmos o espa�co das redesprofessor do tipo Mnm = �nm o perc�eptron atua como um \medidor de complexida-de", fornecendo o n�umero exato de neurônios na camada interna da rede professoratrav�es da rela�c~ao: Q! M quando � !1 De maneira mais gen�erica teremos que,dada a estrutura da matriz de correla�c~ao do professor Mnm = f(n;m), �e poss��veldeterminar sua complexidade (n�umero de neurônios na camada escondida) usandoum perc�eptron. Para isso basta observar que eg(� ! 1) = �(M). Na (Fig. 2.13)mostramos a curva de aprendizagem e a evolu�c~ao dos parâmetros de ordem para ocaso M = 2 e K = 1.8Lembrando que os exemplos s~ao gerados de maneira uniforme.



2.8 Varia�c~oes sobre o Backpropagation 302.8 Varia�c~oes sobre o BackpropagationNesta se�c~ao faremos um sum�ario e indicaremos algumas dire�c~oes adicionais sobrealguns dos estudos anal��ticos atuais que envolvem varia�c~oes do algoritmo backpro-pagation. Estas varia�c~oes têm por objetivo melhorar o desempenho de redes multi-camada diminuindo ou eliminando a dura�c~ao dos estados sub�otimos de platô.i. Backpropagation AdaptativoWest e Saad propuseram em [57] a variante que denominaram backpropagationadaptativo. Esta variante consiste da fun�c~ao modula�c~ao :Fk = �g0(�hk) (�B � �J) (2.48)Para o caso em que g(x) = erf( xp2) a fun�c~ao modula�c~ao assume a forma:Fk = �s 2�e� 12�2h2k (�B ��J) (2.49)A introdu�c~ao do parâmetro � permite o controle da sensibilidade da modula�c~ao aoscampos grandes. Conforme � aumenta o decaimento do termo gaussiano se tornamais r�apido, concentrando a modula�c~ao em campos pequenos. No estado de platôas diferen�cas entre os campos p�os-sin�apticos presentes em cada neurônio da camadainterna s~ao m��nimas. Se aumentamos �, aumentamos a chance de que pequenasdiferen�cas do campo impliquem em grandes diferen�cas de modula�c~ao, facilitando aquebra de simetria e a sa��da do estado de platô. Os c�alculos anal��ticos para es-te algoritmo s~ao adapta�c~oes razoavelmente triviais do esquema de c�alculo para oalgoritmo backpropagation usual. West e Saad demonstraram em [57] que o backpro-pagation adaptativo produz uma redu�c~ao signi�cativa do comprimento dos platôs.Eles tamb�em determinaram, no regime de � pequeno, o valor de � que produz osplatôs mais curtos e os valores de � e � que produzem o decaimento assint�otico �otimo.Uma dire�c~ao promissora para futuros desenvolvimentos neste tipo de algoritmo seriaa obten�c~ao de evolu�c~oes �otimas �opt(�) e �opt(�).ii. Otimiza�c~ao Param�etrica GlobalO problema da evolu�c~ao otimizada da taxa de aprendizagem � foi endere�cadopor Rattray e Saad em [44]. Utilizando um m�etodo variacional, similar a propostade Kinouchi e Caticha [29], Rattray e Saad otimizam o funcional :�eg = Z �1�0 d�degd� : (2.50)



2.8 Varia�c~oes sobre o Backpropagation 31Com os v��nculos: _Rin = �h�ibni; (2.51)_Qik = �h�ihk + �khii+ �2h�i�ki: (2.52)E impondo que o desempenho seja localmente �otimo na extremidade �1. O resultadofornece a evolu�c~ao �otima �opt(�) na janela (�0; �1). A ultiliza�c~ao de �opt(�) reduzsensivelmente os platôs. Este tipo de enfoque requer o conhecimento a priori don�umero de exemplos dispon��vel, o que nem sempre representa bem uma situa�c~aode aprendizado online. Um estudo comparativo do desempenho com evolu�c~ao �(�)localmente �otima seria de grande interesse.iii. Quebra de Simetria InduzidaBarber, Sollich e Saad sugerem em [5] a introdu�c~ao de uma medida de erro naforma: e(J�;S�) = 12 (�J(�) ��B(�))2 + 12 K�1Xj=1 H �Q�j+1;j+1�Q�jj� (2.53)Com H(x) = 12 �1 + erf � �p2x��. Esta escolha penaliza estados sim�etricos (como osde platô) e favorece a ordena�c~ao Q11 � Q22 � ::: � QKK. Os c�alculos anal��ticos s~aonovamente fact��veis adaptando o esquema de c�alculo usado para o backpropagationusual. O resultado s~ao platôs violentamente reduzidos.Similarmente, W�ohler sugere em [60] uma medida de erro dependente do ramodada por: ek(J�;S�) = 12 (�J(�) ��B(�))2 +  KXl=1;l 6=k (Q�kl)2 : (2.54)Esta energia penaliza ramos muito correlacionados, induzindo quebras de simetria.Neste tipo de solu�c~ao considera-se que a estrutura da matriz de correla�c~ao Mnmdo professor �e conhecida, al�em disso a solu�c~ao �e apenas heur��stica.iv. Gradiente NaturalEm [2] e [3] Amari propôs uma descri�c~ao para o problema do aprendizado emredes com ru��do na sa��da em termos de uma dinâmica no espa�co P das distribui�c~oesde probabilidade. Neste esquema a rede professor �e descrita pelo mapeamento�B(S;Bn) + � e a rede aluno, analogamente, por �J(S;Jk) + �. Onde � denotaum ru��do gaussiano com m�edia nula e varian�ca conhecida. O problema consisteent~ao em inferir os parâmetros Bn de uma distribui�c~ao de probabilidades a partir



2.8 Varia�c~oes sobre o Backpropagation 32da qual pares de exemplos (S;�B) s~ao colhidos. Esta inferência pode ser realizadautilizando o m�etodo tradicional de descenso pelo gradiente:J(�+ 1) = J(�) + �rE(�) (2.55)Aqui E �e a fun�c~ao custo do problema. No entanto, como estamos tentando repro-duzir uma dada distribui�c~ao de probabilidade do espa�co P, o gradiente deve reetira estrutura deste espa�co. Colocando de outra forma, a dinâmica que gostar��amosde realizar �e: P (�+ 1) = P (�) + �rPE[P (�)] (2.56)Onde P 2 P s~ao distribui�c~oes parametrizadas pelos Jk. Em [2] Amari estuda aspropriedades da variedade diferenci�avel P e de�ne o gradiente natural sobre o espa�codos parâmetros: Ji(�+ 1) = Ji(�) + �gij @E(�)@Jj (2.57)Onde Ji denota cada componente de cada vetor sin�aptico e gij �e o tensor m�etricoda variedade P de�nido pela matriz de informa�c~ao de Fisher :gij(Ji) = *@lnP (S;�J ; Ji)@Ji @lnP (S;�J ; Ji)@Jj +(S;�J ) (2.58)Este tipo de desenvolvimento explic��ta uma interessante estrutura geom�etrica doproblema do aprendizado podendo dar origem a insights que podem ser de grandeutilidade nos pr�oximos anos.
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3Otimiza�c~ao Funcional deAlgoritmos OnlineNeste cap��tulo introduziremos o esquema funcional de otimiza�c~ao de maneira ge-ral e o exempli�caremos em uma variedade de situa�c~oes j�a bem conhecidas. Tamb�emaplicaremos o m�etodo ao perc�eptron com fun�c~ao de transferência cont��nua e n~ao-linear.3.1 Esquema Variacional de Otimiza�c~aoA otimiza�c~ao variacional no cen�ario professor-aluno de aprendizagem online foi pro-posta inicialmente por O.Kinouchi e N.Caticha [29] e aplicada com sucesso aosperc�eptrons booleano e linear [30, 31, 6, 8], ao comitê booleano com arquiteturade �arvore [13, 14], �a paridade booleana e ao perc�eptron com fun�c~ao de transferênciatipo \reverse-wedge". [49, 51, 50]No esquema funcional otimiza-se a quantidade \instantânea" de informa�c~aoextra��da por exemplo quando o sistema se encontra num dado estado \q".1 Des-ta forma a otimiza�c~ao �e fundamentalmente local, ou seja, os algoritmos obtidoss~ao aqueles de melhor desempenho poss��vel utilizando a dinâmica online sem o co-nhecimento de quantos exemplos s~ao dispon��veis 2. Inicialmente �e necess�ario quede�namos a situa�c~ao de aprendizagem atrav�es da determina�c~ao da medida de erroapropriada: eg(q): (3.1)A quantidade \instantânea" de informa�c~ao extra��da ser�a ent~ao medida por :Iq = � _eg(q) = �dedq _q: (3.2)1Aqui denotamos por q o conjunto dos parâmetros de ordem do sistema fq1; q2; :::g. De�niremosdfdq =Pi @f@qi _qi.2Analogamente ao conhecido problema de \Dilema dos Prisioneiros" em Teoria dos Jogos, su-pomos que cada exemplo (ou jogada) pode ser o (a) �ultimo(a) em contraste com uma poss��velotimiza�c~ao global onde precisamos conhecer o n�umero de exemplos (ou jogadas) dispon��veis.34



3.1 Esquema Variacional de Otimiza�c~ao 35Identi�caremos o \desempenho" de uma dada fun�c~ao modula�c~ao F em \q" porIq[F ].Como foi discutido no (Cap. 2) a dinâmica online �e descrita, no limite de sistemasgrandes, por um sistema de equa�c~oes de aspecto gen�erico:_q[Fk] = *Xk ak(q;H;V; )Fk +Xjk cjk(q;H;V; )FjFk+ (3.3)Aqui  �e um conjunto de parâmetros que descrevem o professor (por exemplo:ru��do e correla�c~oes nos campos). Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos um funcionalque nos d�a a quantidade instantânea de informa�c~ao extra��da por um dado algoritmoFk num dado estado q. A fun�c~oes modula�c~ao localmente �otimas F �k s~ao obtidasquando impomos:� Condi�c~ao Necess�aria3  � _eg[Fl]�Fk !F �k = 0;8k (3.4)� Condi�c~ao Su�ciente �k > 08k: (3.5)Onde �k s~ao autovalores da matriz hessiana funcional H de�nida por :Hjk �  �2 _eg[Fl]�Fj�Fk !F �j ;F �k :Para garantirmos que a otimiza�c~ao seja v�alida sobre uma trajet�oria q(�) preci-samos que : �k(q(�)) > 0;8�; kOnde q(�) especif��ca a trajet�oria no espa�co dos parâmetros de ordem \q" para-metrizada por �. Esta trajet�oria �e dada pela integral:q(�) = q(0) + Z �0 dt *Xk ak(q;H;V; )Fk +Xjk cjk(q;H;V; )FjFk+ ;que geralmente n~ao pode ser resolvida analiticamente. �E interessante observarmosque, para as dinâmicas online que estamos analisando, o funcional (3.3) �e do segundograu. Isto signi�ca que as derivadas funcionais segundas de _eg[Fk] n~ao depender~ao3Aqui �(:::)�F indica uma derivada funcional em rela�c~ao a F . Para uma introdu�c~ao cl�assica aoc�alculo variacional veja [22].



3.2 Otimiza�c~ao e Informa�c~ao a priori 36das fun�c~oes modula�c~ao, neste sentido elas descrever~ao propriedades intr��nsecas doespa�co dos algoritmos4 . Poderemos interpretar estas propriedades segundo as com-bina�c~oes de sinais dos autovalores �k da matriz hessiana funcional, fazendo umparalelo com o que acontece para fun�c~oes ordin�arias:� Se �k(q) > 0 para todo k, ent~ao suponhamos que a fun�c~ao modula�c~ao comdesempenho �otimo no estado q seja F �q (V) e imaginemos uma pequena pertur-ba�c~ao cont��nua �q(V), neste caso:Iq[F �] > Iq[F � + �]Ou seja, qualquer que seja a perturba�c~ao na fun�c~ao modula�c~ao o desempenhopiora.� Se �k(q) < 0 para todo k ent~ao :Iq[F �] < Iq[F � + �]Aqui qualquer modi�ca�c~ao melhora o desempenho.� Se 9k tal que �k(q) = 0, ent~ao existe uma classe de fun�c~oes Eq tal que se �q 2 Eq: Iq[F �] = Iq[F � + �]Neste caso, existem in�nitos algoritmos equivalentes.� Se existe tanto k's com �k(q) > 0, quanto com �k(q) < 0 ent~ao existem classesde fun�c~oes E+q e E�q para as quais se �q 2 E+q :Iq[F �] > Iq[F � + �]:Se �q 2 E�q : Iq[F �] < Iq[F � + �]Dependendo do tipo de perturba�c~ao obtêm-se algoritmos melhores ou piores.3.2 Otimiza�c~ao e Informa�c~ao a prioriAs solu�c~oes apontadas por (3.4) e (3.5) fornecem algoritmos com desempenho �otimono sentido da medida de erro escolhida e sob condi�c~oes dadas a priori. Estas con-di�c~oes especi�cam o ambiente de teste, as arquiteturas de rede envolvidas, a infor-ma�c~ao acess��vel ao processamento da rede-aluno (visibilidade V dos Fk) e se conhe-cemos o n�umero de exemplos ou n~ao. Neste sentido, n~ao �e poss��vel pensarmos numalgoritmo com desempenho �otimo sob qualquer condi�c~ao, mas sim em algoritmos ques~ao �otimos sob condi�c~oes determinadas. Estes v�arios algoritmos otimizados podem4O espa�co dos algoritmos �e, neste caso, o pr�oprio espa�co das fun�c~oes modula�c~ao F .



3.3 Aplica�c~ao ao Perc�eptron 37ser comparados segundo a persistência de seus desempenhos quando a informa�c~aoa priori utilizada �e diferente daquela para qual o aprendizado �e otimizado. Esta\persistência" tem sido denominada robustez [15, 16, 51].J�a a informa�c~ao a priori sobre a \visibilidade" V das fun�c~oes modula�c~ao Fk �eintroduzida quando observamos que: 5.�F nk ( ~V)�Fl(V) = �kl�( ~V � V)nF n�1k (3.6)Ao rearranjarmos as condi�c~oes de otimiza�c~ao inserindo a rela�c~ao acima teremosque as m�edias h:::i em (3.3) dever~ao ser substitu��das por m�edias sobre distribui�c~oesmarginais h:::iHjV em (3.4).63.3 Aplica�c~ao ao Perc�eptronPara exempli�car a utiliza�c~ao do esquema variacional na obten�c~ao de algoritmos�otimos iremos utilizar a situa�c~ao na qual um perc�eptron simples aprende outro .
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Utilizaremos os parâmetros de ordem � e Q para facilitar a compara�c~ao com osresultados previamente obtidos [29, 31]. Considerando um sistema sem o termo dedecaimento 
 descrito na se�c~ao (2.2), a dinâmica online de perc�eptrons com pesossin�apticos cont��nuos �e dada por (2.10) :_Q = D2hF + F 2E (3.7)5Aqui �(~V � V) = �(~x1 � x1)�(~y1 � y1):::, onde ~xk e xk s~ao elementos de ~V e V6h:::iHjV = R dHP (HjV)(:::)



3.3 Aplica�c~ao ao Perc�eptron 38_� = * bFpQM � hFQ �� F 22Q�+Pelo momento n~ao precisamos especi�car nem a forma expl��cita do erro, nemo conjunto de grandezas vis��veis V. Isto signi�ca que os resultados que obteremoster~ao validade que independe de detalhes como a fun�c~ao tranferência ou a medidade erro que estamos utilizando. A quantidade instantânea de informa�c~ao extra��daser�a ent~ao : � IQ;� = _eg = @eg@Q _Q+ @eg@� _� (3.8)Substituindo (3.7) em (3.8) e impondo a condi�c~ao necess�aria de otimiza�c~ao (3.4)teremos : � _eg�F = @eg@Q h2h+ 2F iHjV + @eg@� * bpQM � hQ�� FQ�+HjV = 0 (3.9)A forma geral da fun�c~ao modula�c~ao otimizada ser�a ent~ao:F (V) = h�(Q; �)b� hiHjV (3.10)�(Q;M; �) = 1pQM @eg@��Q @eg@� � 2@eg@Q (3.11)A condi�c~ao su�ciente (3.5) para a otimiza�c~ao �e escrita sob a forma:�2 _eg�F 2 = 2@eg@Q � �Q @eg@� > 0 (3.12)Podemos agora, a partir de (3.10) e (3.11) reobter os resultados de otimiza�c~aodo erro de generaliza�c~ao para o perc�eptron linear e para o perc�eptron booleano:� a) Perc�eptron BooleanoO perc�eptron booleano �e de�nido pela fun�c~ao de transferência g(h) = sinal(h).O erro de generali�c~ao do perc�eptron Booleano testado num ambiente onde osexemplos s~ao gerados com distribui�c~ao uniforme e componentes independentes�e dado por : eg = 1�arccos(�) (3.13)Suas derivadas s~ao :



3.3 Aplica�c~ao ao Perc�eptron 39@eg@Q = 0 (3.14)@eg@� = �1p1� �2 (3.15)Substituindo o par de equa�c~oes acima em (3.11), obtemos:�(Q;M; �) = pQpM 1� (3.16)A fun�c~ao modula�c~ao adquire ent~ao a j�a bem conhecida forma :F (V) = *pQpM b� � h+HjV (3.17)A condi�c~ao su�ciente (3.12) �ca ent~ao :�2 _eg�F 2 = � �Q @eg@� > 0 (3.18)que equivale simplesmente a : � > 0 (3.19)Neste caso a otimiza�c~ao, como foi descrito na (Sec. 3.1), ser�a v�alida desde queforcemos a condi�c~ao dada acima.� b) Perc�eptron Linear�E de�nido pela fun�c~ao de transferência g(h) = h. Seu erro de generaliza�c~ao �e[32]: eg = 12 �Q+M � 2�qQM� (3.20)Suas derivadas s~ao : @eg@Q = 12  1� �pMpQ ! (3.21)@eg@� = �qQM (3.22)Novamente, substituindo o par de equa�c~oes acima em (3.11), obtemos:
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Figura 3.1: Curvas de aprendizagem para o perc�eptron n~ao-linear: algoritmo otimi-zado contra backpropagation assintoticamente �otimo para condi�c~oes iniciais idênticas(Q = 1E � 4 e R � 1E � 4). No inset mostramos o desempenho assint�otico dosalgoritmos. S��mbolos: simula�c~oes para N = 1000.� = 1 (3.23)Resgatando o resultado presente em [31]:F (V) = hb� hiHjV (3.24)Neste caso a condi�c~ao (3.12) �e respeitada sempre, pois :�2 _eg�F 2 = 1 > 0 (3.25)A independência da segunda derivada funcional de \ _eg"com rela�c~ao aos parâmetrosde ordem indica que, para o perc�eptron linear, a otimiza�c~ao ser�a v�alida emqualquer trajet�oria q(�) no espa�co dos parâmetros de ordem.3.4 Perc�eptron N~ao-linearNesta se�c~ao trataremos do perc�eptron com fun�c~ao de transferência do tipo g(h) =erf(h) j�a estudado no (Cap. 2) no contexto de aprendizagem com algoritmo back-propagation. O erro de generaliza�c~ao �e dado, a partir de (2.24) por :



3.5 V��nculo Otimizado 41eg(Q;M; �) = 1�arcsin Q1 +Q!� 2�arcsin0@ �pQMq(1 +M)(1 +Q)1A+ 1�arcsin� M1 +M � (3.26)Seguindo o esquema utilizado acima, calculamos as derivadas de eg :@eg@Q = 1� 11 +Q 0@ 1p1 + 2Q + �pQMq(1 +Q)(1 +M)� �2QM1A� 1� �pMpQq(1 +Q)(1 +M)� �2QM (3.27)@eg@� = � 2� pQMq(1 +Q)(1 +M)� �2QM (3.28)Substituindo (3.27) em (3.11) teremos que:�(Q;M; �) = (1 +Q) p1 + 2Qq(1 +M)(1 +Q)� �2QM + �qQM(1 + 2Q) (3.29)Usando (3.12), a segunda derivada funcional �ca:�2 _eg�F 2 = 2� 11 +Q 0@ 1p1 + 2Q + �pQMq(1 +Q)(1 +M)� �2QM1A > 0 (3.30)Na desigualdade acima �e poss��vel perceber facilmente que impor � � 0 basta paraque a otimiza�c~ao seja v�alida em qualquer trajet�oria7. Na (Fig. 3.1) comparamos osdesempenhos do algoritmo �otimo e do backpropagation com taxa de aprendizagemotimizada.3.5 V��nculo OtimizadoA forma que a condi�c~ao (3.4) de otimiza�c~ao toma, no caso do perc�eptron, �e :� _eg�F = @eg@Q � _Q�F + @eg@� � _��F = 0 (3.31)7Esta condi�c~ao pode ser re�nada para � > �q 1+Q2Q .



3.5 V��nculo Otimizado 42Dentre todas as poss��veis curvas no espa�co (Q; �) que satisfazem a equa�c~ao acimah�a aquelas que, para � �xado, passam por valores Q que minimizam o erro degeneraliza�c~ao, ou seja que satisfazem: @eg@Q!� = 0 (3.32)Isso de�ne um v��nculo entre \Q" e \�" que denominaremos \v��nculo �otimo".Quando a equa�c~ao acima tem solu�c~ao, podemos utilizar este tipo de v��nculos parareduzir a dimensionalidade do sistema. Observando as equa�c~oes (2.10) podemosconstatar que o \v��nculo �otimo" pode ser implementado por escolhas adequadas dosh
i, desta forma conseguimos algoritmos �otimos com termo de decaimento. �E f�acilnotar que a fun�c~ao modula�c~ao (3.11), quando implementamos o v��nculo, toma aforma : F (V) = *pQpM b� � h+HjV (3.33)Que �e o algoritmo �otimo para o perc�eptron booleano. J�a a condi�c~ao su�centepara que F seja �otimo reduz-se tamb�em ao � > 0 do perc�eptron booleano.� Perc�eptron LinearNeste caso o v��nculo ser�a dado por: @eg@Q!� = 12  1� pMpQ �! = 0Ou seja, como j�a foi descrito em [30] e [31], ser�a :qQ = �pM (3.34)Curiosamente, ao substituirmos o v��nculo acima em (3.33) reobtemos a fun�c~aomodula�c~ao �otima para o caso sem v��nculo (3.23), o que indica que, no linear,o v��nculo �otimo �e implementado por 
 = 0.� Perc�eptron N~ao-linearNeste caso o v��nculo �otimo �e: Q = �2M2� �2M (3.35)J�a a fun�c~ao modula�c~ao ser�a :
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Figura 3.2: S��mbolos: simula�c~oes em tamanho N = 1000. Linhas cheias: resultadosanal��ticos. Inset : desempenho assint�otico.F (V) = * bp2� �2M � h+HjV (3.36)Ou seja : � = 1p2� �2MAnaliticamente chega-se ao desempenho assint�otico eg � e��, idêntico ao de-sempenho do perc�epton linear, superior ao backpropagation e ao �otimo semv��nculo. O termo de decaimento 
 que gera o v��nculo �otimo pode ser obtidosupondo que as condi�c~oes iniciais satisfazem (3.35) e observando que:_Q = 4�(2� �2)2 _� (3.37)Retomando (3.7) com o termo de decaimento das equa�c~oes (2.10):_Q = D2hF + F 2 � 2Q
E (3.38)_� = * bFpQM � hFQ �� F 22Q�+



3.5 V��nculo Otimizado 44Introduzindo as rela�c~oes acima em (3.37) e utilizando (3.36) :h
i = 1Q *hF � F 22 + (3.39)Sob a hip�otese de que o v��nculo se realiza atrav�es de toda trajet�oria e empregandonovamente (3.36) �nalmente obtemos:h
i = Q� 14Q (3.40)O pr�oprio 
 pode ser aproximado pela m�edia acima e esta aproxima�c~ao devemelhorar �a medida que o tamanho do sistema aumenta gra�cas �a propriedade deautomediância. Al�em disso n~ao �e necess�ario, pelo menos assintoticamente, que ascondi�c~oes iniciais obede�cam rigorosamente o v��nculo �otimo como pode ser visto na(Fig. 3.2).
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4Otimiza�c~ao em RedesMulticamadaNeste cap��tulo aplicaremos o esquema funcional de otimiza�c~ao local a situa�c~oesenvolvendo redes multicamada. Trataremos casos realiz�aveis, n~ao-realiz�aveis e sobre-realiz�aveis. Discutiremos brevemente a otimiza�c~ao funcional global.4.1 Aprendizado OtimizadoApesar de, em princ��pio, podermos aplicar o esquema funcional de otimiza�c~ao aqualquer rede multicamada, nos restringiremos aqui �a an�alise de comitês soft dotipo estudado no (Cap��tulo 2). As equa�c~oes dinâmicas para o estado macrosc�opicoda rede s~ao dadas por : _Rkn = hbnFki (4.1)_Qjk = hhjFk + hkFj + FjFki :Seguindo o procedimento introduzido no (Cap��tulo 3) �e necess�ario de�nir a me-dida apropriada do desempenho em fun�c~ao dos estados macrosc�opicos. Utilizandoexemplos de teste aleat�orios, independentes e distribu��dos uniformemente, o erro degeneraliza�c~ao m�edio �e de�nido, conforme o (Apêndice C), por:eg (Qjk; Rkn;Mnm) = 1�Xjk arcsin0@ Qjkq1 +Qjjp1 +Qkk1A (4.2)+ 1�Xnm arcsin Mnmp1 +Mnnp1 +Mmm!� 2�Xkn arcsin Rknp1 +Qkkp1 +Mnn! :Lembrando que, por de�ni�c~ao, Qik = Qki e Mnm =Mmn o erro de generaliza�c~ao�e na verdade fun�c~ao das MK+(M2+M +K2+K)=2 vari�aveis (Mn�m; Qk�j ; Rkn).A quantidade de informa�c~ao extra��da de cada exemplo apresentado por redes num46



4.1 Aprendizado Otimizado 47certo estado macrosc�opico q = (Qik; Rkn) e utilizando o conjunto F de fun�c~oesmodula�c~ao �e dada por :Iq[F ] = � _eg(q) (4.3)= �Xi�k @eg@Qik (q) _Qjk �Xkn @eg@Rkn (q) _Rkn:Note que a dependência nos Fk surge ao utilizarmos as equa�c~oes (4.1) parareescrever a equa�c~ao acima como um funcional:_eg[F ] = Xi�k @eg@Qik hhjFk + hkFj + FjFki (4.4)+ Xkn @eg@Rkn hbnFki (4.5)As derivadas do erro de generaliza�c~ao s~ao dadas por:@eg@Qjj = 1� 11 +Qjj 24 1q1 + 2Qjj �Xk 6=j Qjkq(1 +Qjj)(1 +Qkk)�Q2jk+ Xn Rjnq2(1 +Qjj)� R2jn35 ;@eg@Qjk = 2� Qjkq(1 +Qjj)(1 +Qkk)�Q2jk (j 6= k);@eg@Rjn = � 2� 1q2(1 +Qjj)� R2jn : (4.6)Para simpli�car nossa nota�c~ao iremos adotar as de�ni�c~oes de Vicente e Caticha[54] : Hjk = �2 _eg�Fj�Fk = 2 @eg@Qii�ik + @eg@Qik (1� �ik) (4.7)Gkn � � @eg@Rkn : (4.8)A condi�c~ao necess�aria para a otimiza�c~ao funcional �e escrita (ver Sec. 3.1):� _eg[F ]�Fj = 0: (4.9)A deriva�c~ao aqui �e funcional e realizada com todas as outras fun�c~oes mantidas �xas.Observando que as fun�c~oes modula�c~ao têm acesso limitado ao conjunto V (veja a



4.2 Caso Sobre-realiz�avel: M < K 48Sec. 3.2) , que no caso mais simples contem os campos hj e a sa��da �B do professor,calculamos as derivadas funcionais acima e efetuamos os somat�orios:Hkjhj +HkjFj �Gkn hbniHjV = 0: (4.10)Aqui estamos utilizando a conven�c~ao usual de somar sobre ��ndices repetidos. Asolu�c~ao do sistema de equa�c~oes acima �e imediatamente dada por:Fj(V) = H(�1)jk Gkn hbniHjV � hj : (4.11)Substituindo esta fun�c~ao modula�c~ao nas equa�c~oes (4.1) que descrevem a dinâmicae lembrando que hhkbni = Rkn e hhkhji = Qkj obtemos:_Rkn = H(�1)kj Gjm DhbmiHjV bnE�Rkn (4.12)_Qjk = DH(�1)jl Glm hbmiHjV H(�1)ki Gin hbniHjVE�Qjk:Para escrevermos a condi�c~ao su�ciente (Sec. 3.1) devemos analisar a matriz hes-siana funcional H. Como foi descrito em detalhe no (Cap��tulo. 3), os autovalores�k(q) da matriz hessiana determinar~ao a validade da solu�c~ao (4.11) num determi-nado estado macrosc�opico q = (Qjk; Rkn) da rede. A solu�c~ao somente produzir�aaprendizado �otimo no estado q se �k(q) � 0. Neste tipo de otimiza�c~ao n~ao h�a garan-tias de que a otimiza�c~ao seja v�alida ao longo de todas as poss��veis trajet�orias q(�)no espa�co dos estados. Para o perc�eptron, como foi demonstrado no (Cap��tulo 3),encontram-se trajet�orias para as quais esta otimiza�c~ao local vale em todos os pon-tos. Para arquiteturas mais complexas, veremos nas pr�oximas se�c~oes que a validadeda otimiza�c~ao depender�a de condi�c~oes iniciais e nem sempre ser�a poss��vel manter osistema sobre trajet�orias v�alidas.4.2 Caso Sobre-realiz�avel: M < KA situa�c~ao na qual uma rede multicamada com K neurônios na camada escon-dida aprende um perc�eptron (M = 1) �e particularmente interessante do ponto devista da otimiza�c~ao funcional, pois neste caso �e poss��vel uma solu�c~ao completamenteanal��tica. A fun�c~ao modula�c~ao �otima assume a forma (4.11):Fj(V) = H(�1)jk Gk hbiHjV � hj : (4.13)Considerando o caso sem ru��do teremos que hbiHjV = b = g(�1)(�B). Al�em disso:Gk = � @eg@RkHjk = 2 @eg@Qjj �jk + @eg@Qjk (1� �jk)
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Figura 4.1: Autovalores � da matriz hessiana funcional. O menor autovalor �minassume valores negativos na regi~ao I.Se considerarmos que a norma do professor �eB�B = 1, as equa�c~oes que descrevema dinâmica s~ao dadas por (4.12) e adquirem a forma:_Rk = H(�1)kj Gj �Rk (4.14)_Qjk = H(�1)jl GlH(�1)ki Gi �Qjk:Reescrevendo estas equa�c~oes utilizando as derivadas do erro de generaliza�c~aodadas por (4.6), podemos resolver numericamente o sistema de equa�c~oes diferenciais.Nos restringindo agora ao caso em que K = 2, a validade da otimiza�c~ao pode serveri�cada calculando os autovalores da matriz hessiana H dados por:� = @eg@Q11 + @eg@Q22 �vuut @eg@Q11 + @eg@Q22!2 +  @eg@Q12!2 � 4 @eg@Q11 @eg@Q22 : (4.15)A evolu�c~ao destes autovalores para condi�c~oes iniciais aleat�orias com Q11 2 [0; :5],Q22 2 [0; 1E� 6] e Q12 � 0 �e exibida na (Fig. 4.1). Nota-se que um dos autovaloresassume valor negativo na regi~ao denotada por I. Isso indica, segundo a interpreta�c~aodo (Cap��tulo 3), que nesta regi~ao h�a algoritmos de desempenho melhor. De fato, po-demos de�nir um algoritmo com desempenho superior na fase inicial de aprendizado.Denominamos este algoritmo \crivo" e o de�nimos na forma seguinte:k� = fk : maxQkkg;ent~ao Fk � ( FM=K=1 se k = k��hk c.c. : (4.16)
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Figura 4.2: Curvas de aprendizagem para M = 1, K = 2: resultados anal��ticosno limite termodinâmico para o algoritmo localmente �otimo (curva inferior) e parao backpropagation. As condi�c~oes iniciais s~ao idênticas com Q11 2 [0; :5], Q22 2[0; 1E�6] e Q12 =� 0. Inset : Cicatriz da mudan�ca de regime dinâmico (ver texto).Aqui FM=K=1 indica a fun�c~ao modula�c~ao �otima para um perc�eptron aprendendooutro. Este algoritmo apenas elimina o ramo com vetor sin�aptico de menor norma,transformando a rede aluno em um perc�eptron. Analisando a express~ao (4.15) �e f�acilnotar que para garantir que os autovalores n~ao sejam negativos precisamos fazer que: @eg@Q12!2 � 4 @eg@Q11 @eg@Q22 (4.17)Na pr�atica, s�o podemos escolher valores para os overlaps entre os ramos do aluno(Qik). Considerando que os vetores sin�apticos iniciais s~ao gerados uniformemente,tipicamente teremos Rkn � 0. Sob estas condi�c~oes a desigualdade (4.17) n~ao po-de ser obedecida. Isto indica que o transiente I �e inevit�avel quando n~ao temosconhecimento a priori sobre o professor (Rkn = 0).A curva de aprendizagem para condi�c~oes iniciais aleat�orias est�a representada na(Fig. 4.2) juntamente com com a curva obtida utilizando o algoritmo backpropaga-tion. O platô sim�etrico foi totalmente eliminado. No detalhe mostramos a pequenacicatriz que marca a transi�c~ao do regime I (um autovalor negativo) para o II ( doisautovalores positivos).Na (Fig. 4.3) mostramos a evolu�c~ao dos overlaps entre os ramos do aluno Qik.Nota-se que no in��cio da fase II os overlaps adquirem o padr~ao Q11 � Q22 eQ12 �pQ11Q22 e os autovalores da hessiana funcional passam a ser positivos. A evolu�c~aodos overlaps professor-aluno �e mostrada na (Fig. 4.4).
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Figura 4.3: Evolu�c~ao dos Qik para M = 1, K = 2 para condi�c~oes iniciais aleat�oriascom Q11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6] e Q12 � 0. Inset: Detalhe da transi�c~ao entre osregimes I e II.
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Figura 4.4: Evolu�c~ao dos Rkn para M = 1, K = 2 para condi�c~oes iniciais aleat�oriascom Q11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6] e Q12 � 0. Inset: Detalhe da transi�c~ao entre osregimes I e II.
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Figura 4.5: Integra�c~ao num�erica para a dinâmica das modula�c~oes �i no limite ter-modinâmico. Na fase II um dos ramos assume todo o processamento: �1 ! 1 e�2 ! 0.A estrat�egia de aprendizagem utilizada pode ser melhor compreendida olhandopara a dinâmica das sin�apses, que tem a forma:Ji(�+ 1) = Ji(�) + 1N �H(�1)ik Gk hb(�)iHjV � hi(�)�S(�): (4.18)O campo p�os-treinamento, de�nido por �k(�) � Jk(� + 1) � S(�), adquire a forma:�i(�) = H(�1)ik Gk hb(�)iHjV : (4.19)O algoritmo �otimo se baseia em correlacionar as con�gura�c~oes sin�apticas do alunocom aquelas do professor, fazendo com que ap�os a apresenta�c~ao os campos sejamdados por estimativas dos campos do professor.Na (Fig. 4.5) mostramos a evolu�c~ao dos �i � H(�1)ik Gk para o caso M = 1 eK = 2. No regime I h�a uma tentativa de representa�c~ao do professor utilizando osdois ramos do aluno. J�a no regime II um dos ramos �e \cortado" e a redundância dearquitetura eliminada.A discontinuidade nas modula�c~oes pode ser explicada se lembrarmos que:�i � H(�1)ik Gk = �CofT (H)�ikQi �i Gk; (4.20)onde Cof(H) �e a matriz dos cofatores da matriz H e �i s~ao os autovalores destamesma matriz. Quando um dos autovalores �e nulo h�a uma singularidade associada.
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Figura 4.6: Compara�c~ao com experimentos num�ericos. S��mbolos: simula�c~oes comN = 5000 e condi�c~oes iniciais aleat�orias dadas por Q11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6]e Q12 � 0. Linhas cheias: resultados anal��ticos para tamanho in�nito e mesmascondi�c~oes iniciais. Inset: Evolu�c~ao dos Qik na simula�c~ao (s��mbolos) e resultadosanal��ticos.A compara�c~ao das curvas de aprendizagem anal��ticas com simula�c~oes mostra boaconcordância, como pode se veri�cado na (Fig. 4.6). No inset desta �gura mostra-mos a evolu�c~ao dos overlaps Qik em uma simula�c~ao com tamanho N = 5000 e com-paramos com o resultado anal��tico para condi�c~oes iniciais rigorosamente idênticas.�E not�avel que na regi~ao de transi�c~ao entre os regimes I e II h�a discordância entreos resultados. Isto se deve a grandes utua�c~oes que surgem na vizinha�ca imediatada regi~ao onde os �'s s~ao singulares (ver Apêndice B).4.3 Caso Realiz�avel: M = KNeste caso a fun�c~ao modula�c~ao �otima se escreve:Fj(V) = H(�1)jk Gkn hbniHjV � hj : (4.21)As equa�c~oes �cam:_Rkn = H(�1)kj Gjm Dbn hbmiHjVE�Rkn (4.22)_Qjk = H(�1)jl GlnH(�1)ki Gim DhbniHjV hbmiHjVE�Qjk:A principal di�culdade t�ecnica no c�alculo tanto da fun�c~ao modula�c~ao quanto dasequa�c~oes da dinâmica �e a avalia�c~ao das estimativas hbniHjV . Num caso onde se tem
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Figura 4.7: Autovalores da hessiana funcional. Fase I: um dos autovalores �e negativoe a otimiza�c~ao n~ao �e v�alida. Fase II: estabelecimento do estado sim�etrico, o sistemaapresenta utua�c~oes grandes. Fase III: fase de platô. Fase IV: especializa�c~ao dosramos.acesso �a sa��da sem ru��do �B do professor e aos campos hj temos que V = fhj ;�Bge a m�edia adquire a forma :hbniHjV = 1N Z +1�1 MYm=1dbm bn �  �B � MXm=1 g(bm)!P (fbm; hkg) (4.23)Onde: N = Z +1�1 MYm=1dbm �  �B � MXm=1 g(bm)!P (fbm; hkg)e P (fbm; hkg) = exp��12fbm; hkgC(�1)fbm; hkgT� ;com a matriz de correla�c~ao C =  Mnm RknRTkn Qjk ! :Nos restringindo agora ao caso mais simples com M = K = 2 [54, 55] temos quea avalia�c~ao das estimativas hb1ifb1;b2gjf�B;h1;h2g e hb2ifb1;b2gjf�B ;h1;h2g envolve o c�alculode integrais da forma:~b(�)n = Z db1db2 b�n � (�B � g(b1)� g(b2))P (fb1; b2; h1; h2g) (4.24)
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Figura 4.9: Simula�c~oes com N = 5000 e condi�c~oes iniciais aleat�orias dadas porQ11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6] e Q12 � 0. Overlaps entre os ramos do aluno. Inset:sa��da do platô.De maneira an�aloga chegamos a:~b(�)2 = Z j�B j+2j�B j�2 d�2 ����� @(b1; b2)@(�1; �2) ������1=�B �g(�1) ��B � �22 ��� P (f�2; h1; h2;�Bg):(4.29)Nas integrais ��� @(b1;b2)@(�1;�2) ��� simboliza o determinante da matriz jacobiana de�nida por:@(b1; b2)@(�1; �2) =  @b1@�1 @b1@�2@b2@�1 @b2@�2 ! : (4.30)O determinante da matriz acima pode ser facilmente calculado resultando em:����� @(b1; b2)@(�1; �2) ����� = �4 exp 12 "�g(�1) ��1 + �22 ��2 + �g(�1) ��1 � �22 ��2# (4.31)Nesta forma a integra�c~ao num�erica n~ao oferece nenhuma di�culdade especial. Na(Fig. 4.8) mostramos a curva de aprendizagem obtida numa simula�c~ao do algoritmo�otimo para N = 5000 , mostramos na mesma �gura, para as mesmas condi�c~oesiniciais, mesmo tamanho e mesma seq�uência de exemplos, a curva de aprendizagempara o backpropagation.Na (Fig. 4.7) mostramos os autovalores da hessiana funcional dados por (4.15).Nesta �gura notam-se quatro regimes razoavelmente bem de�nidos. Na fase I umdos autovalores �e negativo, este �e o transiente que j�a apareceu no casoM = 1, K = 2
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Figura 4.11: Simula�c~oes com N = 5000 e condi�c~oes iniciais aleat�orias dadaspor Q11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6] e Q12 � 0. Modula�c~ao das estimativas�kPn�knhbnifbnjhk ;�Bg.
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Figura 4.12: Simula�c~oes com N = 15 e condi�c~oes iniciais aleat�orias dadas porQ11 2 [0; :5], Q22 2 [0; 1E � 6] e Q12 � 0. Compara�c~ao entre o algoritmo �otimono limite termodinâmico e o backpropagation com � = 1:5. Inset: detalhe do in��cioda aprendizagem.
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Figura 4.13: Simula�c~oes do caso M = 2, K = 1 com N = 500 e condi�c~ao inicialaleat�oria dada por Q 2 [0; 1E � 6]. Curva superior: backpropagation com � = 1:5.Curva inferior: �otimo. Inset: autovalor da hessiana H. As curvas evoluem paraexatamente o mesmo valor assint�otico com eg > 0.e segue por estados do tipo R11 = R22 = R, R12 = R21 = ~R e Q11 = Q22 = Q, paraos quais �kn = �kn.Apesar da otimiza�c~ao ter sido realizada no limite termodinâmico, seu empregoem sistemas de tamanho t~ao pequeno como N = 15 exibe desempenho bastantesuperior, principalmente no platô, como pode ser visto na (Fig. 4.12). Na fase n~ao-�otima, no in��cio da aprendizagem o backpropagation apresenta desempenho superior.4.4 Caso N~ao-realiz�avel: M > KNo caso n~ao-realiz�avel mais simples, ou seja, quando um perc�eptron aprende umarede multicamada temos que a fun�c~ao modula�c~ao �otima adquire a forma:F (V) =  @eg@Q!�1Gn hbniHjV � h: (4.33)A dinâmica �e descrita por:_Rn =  @eg@Q!�1Gm DhbmiHjV bnE�Rn (4.34)_Q =  @eg@Q!�2GnGm DhbniHjV hbmiHjVE�Q:



4.4 Caso N~ao-realiz�avel: M > K 60
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

α
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Q
R1

R2Figura 4.14: Simula�c~oes com N = 500 e condi�c~ao inicial aleat�oria dada por Q 2[0; 1E � 6]. Dinâmica dos overlaps.Para o caso M = 2 as estimativas hbmiHjV podem ser calculadas, de maneirasimilar ao caso realiz�avel, atrav�es das integrais:~b(�)1 = Z j�B j+2j�B j�2 d�2 ����� @(b1; b2)@(�1; �2) ������1=�B �g(�1) ��B + �22 ��� P (f�2; h;�Bg); (4.35)~b(�)2 = Z j�B j+2j�B j�2 d�2 ����� @(b1; b2)@(�1; �2) ������1=�B �g(�1) ��B � �22 ��� P (f�2; h;�Bg): (4.36)Como h�a uma �unica vari�avel macrosc�opica (Q) descrevendo os overlaps do alunoa matriz hessiana H �e representada por:H = � = @eg@Q; (4.37)onde � representa o autovalor �unico da \matriz" H. A condi�c~ao su�ciente paraotimiza�c~ao adquire ent~ao a forma simples:@eg@Q > 0: (4.38)Na (Fig. 4.13) mostramos a curva de aprendizagem do algoritmo �otimo em compa-ra�c~ao com a curva do backpropagation para as mesmas condi�c~oes iniciais. No insetmostramos � sempre positivo, garantindo a validade da otimiza�c~ao. Na (Fig. 4.14)mostramos que os overlaps Q e Rk têm dinâmicas similares �aquelas encontradas no(Cap��tulo 2) utilizando o backpropagation com o ponto �xo em Q = 2 e Rk = 1.



4.5 Otimiza�c~ao Global 614.5 Otimiza�c~ao GlobalM. Rattray e D. Saad propuseram recentemente [39] uma solu�c~ao para o problemada otimiza�c~ao de algoritmos de aprendizagem no caso em que se tem conhecimentoa priori do n�umero de exemplos dispon��veis. Desta forma �e poss��vel a otimiza�c~aoglobal do desempenho numa \janela" dada [�0; �1]. A situa�c~ao pode ser formuladacomo um problema variacional onde se quer otimizar o funcional :�eg = Z �1�0 d� _eg: (4.39)Com os v��nculos: _Rkn = hFkbni (4.40)_Qkj = hFjhk + Fkhj + FjFki : (4.41)Esta otimiza�c~ao �e equivalente �a otimiza�c~ao do funcional [22]:L[F; �kn; �jk] = _eg +Xkn �kn � _Rkn � hFkbni� (4.42)+ Xjk �jk � _Qkj � hFjhk + Fkhj + FjFki� :Para otimizarmos L primeiro encontramos o conjunto de fun�c~oes modula�c~ao Fatrav�es da condi�c~ao : �L�Fk(V) [F (V)] = 0: (4.43)Disso resulta: Fk = �12�kj�1�jnhbniHjV � hk; (4.44)onde somamos sobre os ��ndices repetidos. Estas fun�c~oes modula�c~ao s~ao idênticas �asobtidas via otimiza�c~ao local quando fazemos as escolhas:�jn = @eg@Rjn ; (4.45)�kj = @eg@Qkj : (4.46)No entanto, para fazermos a otimiza�c~ao global precisamos inserir as fun�c~oes modu-la�c~ao (4.44) no funcional (4.43) e resolvermos as equa�c~oes de Euler [22]:dd� @L@ _Qjk � @L@Qjk = 0; (4.47)dd� @L@ _Rkn � @L@Rkn = 0: (4.48)



4.5 Otimiza�c~ao Global 62Lembrando que _eg =Xkj _Qjk @eg@Qjk +Xkn _Rkn @eg@Rkn ; (4.49)estas equa�c~oes d~ao origem a :_�jn = �Xjn �jn@hFjbni@Rjn �Xkj �kj @hFkhj + Fjhk + FjFki@Rjn ; (4.50)_�kj = �Xjn �jn@hFjbni@Qkj �Xkj �kj @hFkhj + Fjhk + FjFki@Qkj : (4.51)Estas equa�c~oes juntamente com as equa�c~oes (4.41) formam um sistema de equa�c~oesdiferenciais cuja solu�c~ao �e univocamente de�nida desde que sejam dadas as condi�c~oesde contorno. Estas condi�c~oes envolvem as condi�c~oes iniciais Qjk(0) e Rkn(0) e ascondi�c~oes: �kn(�1) = @eg@Rkn!�1 ; (4.52)�kj(�1) = @eg@Qkj!�1 ; (4.53)que garantem que ao �nal da janela otimizada [�0; �1] o algoritmo de aprendizagemcorresponda �aquele localmente �otimo. A solu�c~ao deste problema pode ser obtidaanaliticamente em alguns poucos casos.Em [39] �e demonstrado que a otimiza�c~ao global leva a um resultado idêntico �alocal para perc�eptrons booleanos. No mesmo trabalho obtem-se o algoritmo glo-balmente �otimo para uma rede multicamada (K=3) com unidades cont��nuas e n~ao-lineares (erf) aprendendo um perc�eptron tamb�em erf e sem ru��do. Demonstra-seque nesta situa�c~ao a otimiza�c~ao global leva a um algoritmo sensivelmente melhorque aquele obtido na otimiza�c~ao local.Aplicaremos a seguir, como exemplo, este esquema �a situa�c~ao na qual tanto arede professor quanto a rede aluno s~ao perc�eptrons lineares. Nesta situa�c~ao temosque a fun�c~ao modula�c~ao adquire a forma:F = �12��1�b� h: (4.54)Lembramos que, no caso sem ru��do, temos acesso total ao campo b do professor. Asequa�c~oes para � e � s~ao:_� = ��@hFbi@R � � @h2Fh+ F 2i@R ; (4.55)_� = ��@hFbi@Q � � @h2Fh+ F 2i@Q : (4.56)



4.5 Otimiza�c~ao Global 63Introduzindo (4.54) em (4.56) e fazendo hb2i = 1 teremos:_� = �� @@R  � �2� �R!� � @@R  �24�2 �Q! ; (4.57)_� = �� @@Q  � �2� � R!� � @@Q  �24�2 �Q! : (4.58)Calculando as derivadas chegamos �nalmente �as equa�c~oes desacopladas:_� = �; (4.59)_� = �: (4.60)Cujas solu�c~oes s~ao simplesmente:�(�) = C�e�; (4.61)�(�) = C�e�: (4.62)As constantes C� e C� s~ao obtidas utilizando as codi�c~oes de contorno. Dessa formateremos: C�C� = @eg@R ��1@eg@Q ��1 : (4.63)Assim obtemos a fun�c~ao modula�c~ao :F = � @eg@R ��12 @eg@Q ��1 b� h: (4.64)Calculando as derivadas chegamos �nalmente a:F = b� h; (4.65)que �e exatamente o algoritmo otimizado localmente.



5Conclus~oes e PerspectivasNeste cap��tulo faremos um sum�ario das id�eias e resultados que julgamos maisrelevantes e discutiremos algumas possibilidades de futuros projetos.5.1 Conclus~oesO programa de otimiza�c~ao funcional de algoritmos deve ser visto, pelo menos numprimeiro momento, como uma t�ecnica de estudo que permite a constru�c~ao de algo-ritmos de aprendizagem com desempenho �otimo. Este programa integra os esfor�cosatuais da comunidade de F��sica Estat��stica para o estudo de sistemas f��sicos (oubiol�ogicos) que processam informa�c~ao. Guardadas as devidas propor�c~oes, este es-for�co compara-se �aquele desenvolvido no passado sobre as m�aquinas t�ermicas.Os algoritmos de desempenho �otimo explicitam que caracter��sticas devem teralgoritmos e�cientes. Nem sempre estes algoritmos �otimos poder~ao ser aplicadosdiretamente em situa�c~oes pr�aticas e nem deve ser este o objetivo inicial 1. Anali-sando as propriedades e o funcionamento destes algoritmos espera-se identi�car osprocessos mais fundamentais envolvidos no processamento de informa�c~ao por redesneurais (naturais ou arti�ciais). �E claro que o caminho que precisa ser percorridoat�e redes de complexidade equivalente �as biol�ogicas �e longo e passa pela identi�ca�c~aodos elementos mais b�asicos envolvidos. Invariavelmente os algoritmos �otimos têmexibido algumas propriedades chave que s~ao candidatas naturais a integrarem a listade elementos fundamentais :� Os algoritmos �otimos s~ao bastante especializados. Dado um certo conjun-to V de informa�c~ao acess��vel, seu desempenho �e �otimo apenas neste cen�arioespec���co.� Os algoritmos exibem alguma robustez, mantendo seu desempenho quandos~ao efetuadas mudan�cas ambientais de amplitude determinada.� A modula�c~ao evolui com o tempo (processo de annealing).1Da mesma forma, em situa�c~oes pr�aticas n~ao se utilizam ciclos de Carnot.64



5.1 Conclus~oes 65� A fun�c~ao modula�c~ao n~ao apenas se utiliza da informa�c~ao dos exemplos paracorrigir seus erros, mas tamb�em utiliza esta informa�c~ao para produzir estima-tivas de grandezas desconhecidas (campos p�os-sin�apticos).Os cen�arios que estudamos, envolvendo redes multicamada totalmente conecta-das e com unidades cont��nuas, s~ao marcados pelo surgimento de uma fenomenologianova dentro do espectro de comportamentos j�a observados em outras situa�c~oes:platôs nas curvas de aprendizagem. Estes platôs surgem devido �as m�ultiplas repre-senta�c~oes internas que efetuam a mesma computa�c~ao2. Numa rede multicamadatotalmente conectada com M perc�eptrons na camada escondida todas as M ! per-muta�c~oes de (B1;B2;B3; :::;BM ) efetuam exatamente a mesma computa�c~ao. Osplatôs estabelecem-se devido a liberdade que cada ramo do aluno tem para \es-colher" qual (ou quais) ramo (ou ramos) do professor representar. No in��cio dadinâmica de aprendizado, cada ramo acaba por representar uma m�edia dos ramosdo professor (estado sim�etrico). A sa��da deste estado sim�etrico (ou de platô) ocorrecom a emergência de um estado especializado, que especializa cada ramo, adotandouma permuta�c~ao espec���ca e provocando a quebra de simetria. No backpropagationa emergência do estado especializado a partir do estado de platô (ao qual chama-remos sim�etrico) pode ser entendida indenti�cando a presen�ca de dois pontos �xosno sistema dinâmico que descreve o aprendizado. O ponto �xo que corresponde aoplatô tem uma �unica dire�c~ao est�avel (que corresponde �a simetria do platô) e umagrande bacia de atra�c~ao. Conforme a rede aprende fatalmente ruma em dire�c~ao aeste ponto �xo. Esta �e a fase sim�etrica. Se a rede iniciar o aprendizado com os ramosdiferenciados, ela passar�a pela vizinhan�ca do ponto �xo de platô numa trajet�orialevemente repulsiva devido �as dire�c~oes inst�aveis. O sistema ent~ao entrar�a da baciade atra�c~ao de um ponto �xo que corresponde a uma permuta�c~ao da representa�c~aodo professor. Esta �e a fase especializada.A e�ciência de um algoritmo em uma rede multicamada depende da sua ca-pacidade de estimular representa�c~oes internas apropriadamente especializadas. Osalgoritmos obtidos nesta disserta�c~ao, como o esperado, utilizam estimativas para oscampos p�os-sin�apticos do professor hbniHjV e variam com o tempo. As estimativass~ao feitas com base na informa�c~ao acess��vel ( a saber: os campos do aluno hk e asa��da fornecida pelo professor �B) e nas correla�c~oes (ou na hip�otese que se faz sobreelas) (Qjk e Rkn) entre as representa�c~oes do aluno e do professor. A forma que estesalgoritmos têm �e :�k = �k1(Qjk; Rkn)hb1iHjV + :::+�kM (Qjk; Rkn)hbMiHjV ;onde �k representa o campo no ramo k do aluno ap�os a apresenta�c~ao do exemplo(hk representa o campo antes da apresenta�c~ao. O que se vê �e que o algoritmosubstitui os campos atuais por uma combina�c~ao linear das estimativas dos camposdo professor. A maneira como os campos do professor s~ao combinados dependedas correla�c~oes entre as redes. Se n~ao h�a correla�c~ao alguma, como deve ocorrer no2Por computa�c~ao aqui entendemos o mapa entrada!sa��da.



5.2 Perspectivas I: Otimiza�c~ao Funcional 66in��cio da aprendizagem, as misturas dever~ao tender a ser homogêneas com todos osramos representando uma m�edia das estimativas (fase sim�etrica). O que torna oalgoritmo �otimo e�ciente �e sua capacidade de estimular a especializa�c~ao correta dosramos. Conforme o padr~ao de correla�c~oes tende para representa�c~ao corretamenteespecializada (Qkj = Q�kj + ~Q(1 � �kj) e Rkn = R�kn + ~R(1� �kn)) as misturas deestimativas refor�cam esta tendência fazendo �kn ! �kn e induzindo a r�apida quebrade simetria.A cen�ario que estudamos est�a longe de ter sido esgotado. Nas se�c~oes seguintestentaremos enumerar alguns estudos a serem realizados imediatamente, a curto prazo(Perspectivas I) e a longo prazo (Perspectivas II).5.2 Perspectivas I: Otimiza�c~ao FuncionalOs estudos que efetuamos aqui ainda precisam ser complementados, alguns projetosde realiza�c~ao imediata s~ao:� Descri�c~ao mais aprofundada dos mecanismos microsc�opicos envolvidos na apren-dizagem �otima.� Otimiza�c~ao nas situa�c~oes M = 1, K = 3 e M = 1, K = 4. Nestas situa�c~oesh�a v�arios padr~oes de quebra de simetria poss��veis. De fato, o caso M = 1 eK = 3 j�a foi resolvido em [39] mostrando a presen�ca de um platô mais longo.� Integra�c~ao num�erica das equa�c~oes diferenciais para o caso M = K = 2 no li-mite termodinâmico. Isso nos permitiria tirar d�uvidas com respeito aos efeitosde tamanho �nito presentes em nossas simula�c~oes (principalmente na fase IIda dinâmica).� Otimiza�c~ao das mesmas situa�c~oes abordadas mas para arquiteturas multica-mada totalmente conectadas com neurônios booleanos. Isto nos permitiriachecar como as estrat�egias de aprendizagem observadas em outras arquitetu-ras booleanas se apresentariam.� Otimiza�c~ao de redes multicamada com unidades cont��nuas e n~ao-lineares, mascom professores ruidosos. Poder��amos aqui construir diagramas de robustez[16].� Estudo de estimadores r�apidos para os campos do professor bn.� Estudo de estimadores para as correla�c~oes professor-aluno Rkn.



5.3 Perspectivas II: Aprendizado em Redes Neurais 675.3 Perspectivas II: Aprendizado em Redes Neu-raisA principal diferen�ca do enfoque f��sico com rela�c~ao aos outros enfoques (biol�ogicoe psicol�ogico) em se tratando de sistemas com capacidade de processar informa�c~ao�e sua ênfase nos processos. Dessa forma, um \neurônio" num modelo f��sico derede neural n~ao corresponde a um neurônio de uma rede biol�ogica, mas s~ao mode-los para processos computacionais espec���cos realizados por sistemas extremamentecomplexos de neurônios biol�ogicos. Acreditamos que um grande desa�o atualmen-te �e compreender aspectos de processos computacionais biol�ogicos utilizando estesmodelos. Um exemplo deste enfoque �e o recente artigo de Caticha e Kinouchi [12]onde �e proposto que a ordem temporal na qual subsistemas do c�erebro (no caso aamigdala e o lobo pr�e-frontal) surgiram durante a evolu�c~ao natural seria regida porleis gerais de ordena�c~ao relacionadas �a otimiza�c~ao da utiliza�c~ao de informa�c~ao doambiente.Uma outra frente de estudos bastante promissora �e a formaliza�c~ao da estruturamatem�atica subjacente aos modelos de aprendizado online �otimo. O que sabe-mos at�e o momento �e que os algoritmos �otimos fazem atualiza�c~oes da represen-ta�c~ao interna da rede utilizando a informa�c~ao contida nos exemplos e na pr�opriarepresenta�c~ao. A melhor maneira de realizar este tipo de tarefa, do ponto de vistaestat��stico, �e utilizando estimativas bayesianas [11]. Alguns trabalhos tentando pro-por uma descri�c~ao bayesiana do aprendizado tem sido recentemente propostos parao perc�eptron [36, 59].Qualquer que seja o futuro da f��sica das redes neurais, n~ao h�a d�uvidas de que,nos �ultimos anos, ela tem contribu��do para a inser�c~ao da fenomenologia do proces-samento de informa�c~ao no repert�orio da F��sica contemporânea.



ABackpropagation Gen�ericoDiscutiremos com detalhes neste apêndice como se implementa o algoritmo back-propagation para uma arquitetura feedforward com \M" camadas, sendo que cadaunidade \k" da camada espec���ca \m" possui fun�c~ao de transferência \g(m)k ".Comecemos analisando um �unico neurônio, como representado na (Fig. A.1).Este neurônio �e identi�cado como neurônio \k" da camada \m". Cada sin�apse doneurônio \mk" �e denotada J (m)ik . O potencial presente na sa��da �e denotado �(m)k .Os potenciais de entrada, que podem corresponder �as sa��das de outros neurônios,s~ao simbolizados consistentemente por �(m�1)i . De�nimos o campo p�os-sin�aptico doneurônio \k" da camada \m" por:h(m)k =Xi J (m)ki �(m�1)i : (A.1)Para as camadas de entrada e sa��da da rede os potenciais s~ao dados, da�� temosas condi�c~oes de contorno:� Camada de sa��da: �(M)k = �k.� Camada de entrada: �(1)i = Si.De imediato podemos escrever a sa��da do neurônio em fun�c~ao de sua entrada:�(m)k = g(m)k �h(m)k � (A.2)= g(m)k  Xi J (m)ik �(m�1)i ! (A.3)= g(m)k  Xi J (m)ik g(m�1)i �h(m�1)i �! (A.4)Os pares ordenados entrada-sa��da de exemplos s~ao de�nidos por (S(�);�0n(�)).Com base nestes pares de�ne-se o conjunto de treinamento L � f(S(�);�0n(�)); � =1; :::; pg e a energia : 68
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(m-1)Figura A.1: Neurônio integrante de uma rede multicamada.E = 12Xk;� ��0k(�)� �k(�)�2 (A.5)O \aprendizado" consiste na minimiza�c~ao desta energia atrav�es de modi�ca�c~oesnos Jmik. Esta minimiza�c~ao pode ser efetuada de maneira bastante convencionalimplementando a dinâmica de gradient descent:�J (m)ik = �� @E@J (m)ik (A.6)Onde � �e um parâmetro normalmente denominado \taxa de aprendizagem".Substituindo (A.2) em (A.5) e lembrando da condi�c~ao de contôrno para a sa��dapodemos reescrever a energia E na forma:E = 12Xk;�  �0k(�)� g(m)k  Xi J (M)ki �(M�1)i !!2 : (A.7)Ficando claro o car�ater recorrente da express~ao para energia. O c�alculo da derivadaparcial de (A.6) para as sin�apses J (M)ik da camada mais externa �e relativamentetrivial, resultando que1:�J (M)ik = ��X� ��0k(�) ��k(�)� hg(M)k i0 (h(M)k )�(M�1)i (A.8)= �Xmu �(M)k (�)�(M�1)i : (A.9)Onde de�nimos o \erro" �(M)k (�) � (�0k(�)� �k(�)) hg(M)k i0 (h(M)k ).1Como no texto g0 simboliza a derivada de g.



A Apêndice A: Backpropagation Gen�erico 70Para a pr�oxima camada mais interna \M � 1" temos que calcular as derivadasem rela�c~ao �as sin�apses J (M�1)li . �E f�acil perceber observando (A.2) e (A.7) que adependência da energia com estas sin�apses se d�a atrav�es dos potenciais �(M�1)i naforma: �(M�1)i = g(M�1)i  Xl J (M�1)li �(M�2)l ! (A.10)Assim, escreveremos :@E@J (M�1)li = @E@�(M�1)i @�(M�1)i@J (M�1)li (A.11)= �X� �(M)l hg(M�1)i i0 �h(M�1)i �Xk Jik�(M)k : (A.12)De�nindo o \erro retro-propagado" :�(M�1)k � hg(M�1)i i0 �h(M�1)i �Xk Jik�(M)k (A.13)Podemos escrever a dinâmica para a camada \M � 1" numa forma an�aloga aforma para \M": �J (M�1)ik = �X� �(M�1)k (�)�(M�1)i : (A.14)Notemos que o update das conex~oes sin�apticas da camada \M�1" somente �e poss��velap�os a \retro-propaga�c~ao" (backpropagation) do erro a partir da camada de sa��da,que d�a nome ao algoritmo. O mesmo ocorre para todas as outras camadas seguindoa regra geral expressa em (A.15). O algoritmo backpropagation foi descrito acimaem sua vers~ao o�ine onde o conjunto de exemplos L �e memorizado e utilizadoem paralelo. Em aplica�c~oes pr�aticas �e muito mais comum o uso da vers~ao on-line onde os exemplos s~ao utilizados um por vez. Esta vers~ao al�em de ser maiseconômica computacionalmente, tamb�em mostra-se mais e�ciente, sendo capaz deevitar m��nimos locais da energia E utilizando o processo descrito como self-annealing[25]. O fato �e que o aprendizado on-line pode ser visto como a minimiza�c~ao dopotencial E = P� V� pela amostragem aleat�oria de subpotenciais na forma V� =12Pk [�0k(�)� �k(�)]2. Esta amostragem aleat�oria introduz um \ru��do efetivo" comamplitude proporcional �a distância da con�gura�c~ao dos pesos sin�apticos com rela�c~ao�a con�gura�c~ao de m��nima energia, esta seria a origem da denomina�c~ao. A vers~aoonline do algoritmo backpropagation adquire a forma geral :1. Apresenta-se o exemplo (S;�(0)).2. Calculam-se os potenciais �(m) e sa��da da rede �.3. Calculam-se os erros da camada de sa��da �(M).



A Apêndice A: Backpropagation Gen�erico 714. Propagam-se estes erros para as camadas internas.5. Realiza-se a atualiza�c~ao das sin�apses utilizando:�J (m)k = ��(m)k �(m�1): (A.15)6. Volta-se a (1) no pr�oximo exemplo.



BAuto-mediânciaNeste apêndice procuraremos justi�car teoricamente a auto-mediância dos parâ-metros de ordem em uma situa�c~ao de aprendizado online simples. Seguiremos oracioc��nio desenvolvido em [40]. Suponhamos que o sistema dependa apenas de umparâmetro de ordem O (por exemplo o perc�eptron booleano depende apenas de �).A evolu�c~ao de O �e descrita por:O(�+ 1) = O(�) + 1N �(O(�); S(�)) (B.1)Aqui � representa a corre�c~ao que o parâmetro recebe a cada passo da dinâmica,suponhamos que � 2 C1 em O. Suponhamos que os exemplos sejam uma seq�uênciaaleat�oria sem correla�c~ao entre seus termos:P (S(0); S(1); :::; S(�)) = �Y�=0P (S(�))Suponhamos, adicionalmente, que o processo estoc�astico de�nido por (B.1) sejaquasi-gaussiano, ou seja, o processo �e dominado pelos dois primeiros momentos.Se iniciarmos a dinâmica em um valor espec�i�co O�, teremos uma distribui�c~aoinicial com segundo momento nulo dada porP (O(0)) = �(O(0)�O�). Para que O seja auto-mediante durante toda a dinâmica precisamos mostrar que,no limite de sistemas grandes, o segundo momento �2 permanecer�a nulo.Utilizando (B.1) escrevemos :hO2(�+ 1)i = hO2(�)i+ 1N2 h�2(�)i+ 2N hO(�)�(�)ihO(�+ 1)i2 = hO(�)i2 + 1N2 h�i2(�) + 2N hO(�)ih�(�)iPodemos ent~ao obter uma equa�c~ao para a dinâmica do segundo momento:72



B Apêndice B: Auto-mediância 73�2(�+ 1)� �2(�) = hO2(�+ 1)i � hO2(�)i � hO(�+ 1)i2 + hO(�)i2= 2N h�(�)O(�)i � 2N h�(�)ihO(�)i+ 1N2 h�2(�)i � 1N2 h�(�)i2 (B.2)Aqui h:::i s~ao m�edias, como j�a convencionamos, sobre toda aleatoriedade dosistema. Para este sistema simples que estamos tratando a aleatoriedade �e a se-quência de exemplos. Como as seq�uências n~ao s~ao correlacionadas podemos escreverV = fO(� � 1); S(�)g, realizando as m�edias sobre a distribui�c~ao de O e do �ultimoexemplo apresentado. A demonstra�c~ao seguir�a por indu�c~ao, primeiro mostraremosque o incremento do segundo momento no primeiro passo �e de O( 1N2 ), a seguirmostraremos que se �2(�) = O( 1N2 ) para um � qualquer ent~ao �2(�+ 1) = O( 1N2 ).Finalmente teremos, j�a que �2(0) = 0, que �2(�+1) = (�+1)O( 1N2 ) como � = �Nconcluiremos que �2(� + 1) = �O( 1N ) o que demonstrar�a a propriedade de auto-mediância.A primeira parte da demonstra�c~ao �ca :�2(1)� �2(0) = 2N h�(0)O(0)i � 2N h�(0)ihO(0)i+ 1N2 h�2(0)i � 1N2 h�(0)i2= 2N h�(0)iO� � 2N h�(0)iO� +O( 1N2 )= O( 1N2 )Para levarmos a cabo a segunda parte retomaremos (B.2) :�2(�+ 1)� �2(�) = 2N h�(�)O(�)i � 2N h�(�)ihO(�)i+O( 1N2 )Precisamos avaliar os dois primeiros termos do lado direito da equa�c~ao acimapara � = O( 1N2 ). Para um � qualquer teremos :h�Oi � h�ihOi = Z Dx(hOi+ �x)h�(hOi+ �x; S)iS� hOi Z Dxh�(hOi+ �x; S)iSAqui x � (O�hOi)� , h:::iS representa a m�edia sobre todos os exemplos anterio-res , h:::i representa a m�edia sobre a distribui�c~ao de O e R Dx::: = R dxp2� e 12x2 :::.Expandindo � em potências de � :



B Apêndice B: Auto-mediância 74Z Dx(hOi+ �x)h�(hOi+ �x; S)iS � hOi Z Dxh�(hOi+ �x; S)iS == Z Dx(hOi+ �x)h�(hOi; S) + �x�0(hOi; S)iS� hOi Z Dxh�(hOi; S) + �x�0(hOi; S)iS +O(�2) == O(�2)Concluindo assim a segunda parte da demonstra�c~ao :�2(�+ 1)� �2(�) = 2NO(�2(�)) +O( 1N2 )Daqui segue imediatamente que, sob as hip�oteses assumidas :�2(�+ 1) = �O( 1N )O que demonstra a auto-mediância do parâmetro para qualquer �.
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CErro de Generaliza�c~aoO erro de generaliza�c~ao m�edio �e de�nido para arquiteturas totalmente conectadascom unidades cont��nuas por :eg = 12 **" MXn=1g(Xi BniSi) � KXk=1 g(Xi JkiSi)#2++JjLiLjB (A.1)Onde Jki �e o conjunto dos acoplamentos sin�apticos e Si s~ao as entradas fornecidascom distribui�c~ao com as propriedades :hhSiii � 0hhSiSkii � �ikAs m�edias s~ao de�nidas sobre seq�uências de entradas.De�nindo os campos p�os-sin�apticos hk � Pi JkiSi e bn � PiBniSi. Teremos, nolimite termodinâmico, que hk �e uma vari�avel com distribui�c~ao gaussiana e que :hhhkhjii = hhXi;l JkiS�;iJjlSlii= Xi;l JkiJjlhhSiSlii= Xi;l JkiJjl�kl= (Jk � Jj)= QjkProcedendo analogamente chegamos tamb�em a :hhbnbmii �Mnmhhhkbnii � RknNeste regime o erro de generaliza�c~ao pode ser alternativamente escrito como :76



A Apêndice C: Erro de generaliza�c~ao 77eg = 12 Z +1�1  MYn=1dbm! KYk=1 dhk!P (fbn; hkg) " MXn=1 g(bn) � KXk=1 g(hk)#2 (A.2), onde P (fbn; hkg) �e uma distribui�c~ao gaussiana multidimensional com m�ediasnulas. Abrindo a express~ao anterior chegamos a :12 MXn;m=1 Z +1�1  MYl=1dbl! KYk=1 dhk!P (fbn; hkg)g(bn)g(bm) ++ 12 KXk;j=1 Z +1�1  MYn=1dbn! KYk=1 dhk!P (fbn; hkg)g(hk)g(hj) �� KXk=1 MXn=1 Z +1�1  MYn=1dbn! KYk=1 dhk!P (fbm; hkg)g(bn)g(hk)Fazendo a escolha g(x) � erf � xp2� e integrando sobre as vari�aveis que compa-recem apenas em P : 12 MXn=1 Z +1�1 dbnerf2  bnp2!P (bn) ++ 12 MXn;m=1fn6=mgZ +1�1 dbndbmerf  bnp2! erf  bmp2!P (bn; bm) ++ 12 KXk=1 Z +1�1 dhkerf2  hkp2!P (hk) ++ 12 KXk;j=1fk 6=jgZ +1�1 dhkdhjerf  hkp2! erf  hjp2!P (hk; hj) �� 12 MXn=1 KXk=1 Z +1�1 dbndhkerf  hkp2! erf  bnp2!P (bn; hk)As integrais s~ao de dois tipos :1. R+1�1 dx erf2 � xp2�P (x)2. R+1�1 dxdy erf � xp2� erf � yp2�P (x; y)Tipo 1



A Apêndice C: Erro de generaliza�c~ao 78Introduzindo P (x) podemos usar a identidade utilizada em [7] :Z +1�1 dxp2��2 erf2  xp2! e� x22�2 = 2� arcsin �21 + �2Finalmente de�nindo hh2ki � Qkk e hb2ni � Mnn escrevemos :Z +1�1 dbnerf2  bnp2!P (bn) = 2� arcsin Mnn1 +Mnn (A.3)Z +1�1 dhkerf2 hkp2!P (hk) = 2� arcsin Qkk1 +Qkk (A.4)Tipo 2Para trabalharmos com as integrais do tipo 2 precisamos primeiro de�nir umamatriz de correla�c~oes apropriada :C � " c1 ~c~c c2 #A inversa �e facilmente calculada ,assim como o determinante :C�1 = 1c1c2 � ~c2 " c2 �~c�~c c1 #P (x; y) �e ent~ao escrito :P (x; y) = 12�pc1c2 � ~c2 exp�12(x; y)C�1(x; y)TIntroduzindo P (x; y) a integral do tipo 2 �ca :Z +1�1 dxdy2�pc1c2 � ~c2erf  xp2! erf  yp2! exp�12  c2x2 + c1y2 � 2~cxyc1c2 � ~c2 !Separando as integra�c~oes:Z +1�1 dx2�pc1c2 � ~c2erf  xp2! exp�12  c2x2c1c2 � ~c2!�Z +1�1 dy erf  yp2! exp�12  c1y2 � 2~cxyc1c2 � ~c2 !Utilizando a identidade [38] :Z +1�1 dy erf(ay) exp(�by2 + cy) = r�b e c24b erf  ac2pa2b+ b2!



A Apêndice C: Erro de generaliza�c~ao 79Chegamos �a forma :Z +1�1 d~xp2�erf �rc12 ~x� exp��12~x2�erf 0@� ~cpc1q2(c21c2 + c21 � ~c2c1)1AAqui podemos novamente utilizar a identidade de [7] para escrevermos:Z +1�1 dxdy erf  xp2! erf  yp2!P (x; y) = 2� arcsin ~cp1 + c1p1 + c2Finalmente escrevemos :Z +1�1 dhkdhj erf  hkp2! erf  hjp2!P (hk ; hj) = 2� arcsin Qjkq1 +Qjjp1 +Qkk (A.5)Z +1�1 dbndbm erf  bnp2! erf  bmp2!P (bn; bm) = 2� arcsin Mnmp1 +Mnnp1 +Mmm(A.6)Z +1�1 dhkdbn erf  hkp2! erf  bnp2!P (hk;~bn) = 2� arcsin Rknp1 +Qkkp1 +Mnn(A.7)Express~ao Finaleg(fQkj ;Mnm; Rkng) = 1� MXn;m=1 arcsin Mnmp1 +Mnnp1 +Mmm (A.8)+ 1� KXj;k=1 arcsin Qjkq1 +Qjjp1 +Qkk� 2� KXk=1 MXn=1 arcsin Rknp1 +Qkkp1 +Mnn
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