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Parte 1

Umas dimensGes homoldgicas



Extensoes de algebras

Seja k um corpo algebricamente fechada. Uma extens3o de
algebras (pra gente) é uma k-algebra associativa A com subdlgebra
B: B <A.

Diremos que A é uma extensao de B.

Quest3o: Suponha que sei alguma coisa sobre B. Posso concluir
alguma coisa sobre A?

Example

Seja A uma dlgebra qualquer. Temos B = (14) = k < A. k é uma
dlgebra bem fofinha, mas A pode ser arbitrariamente
mal-humorada. Entdo...

Resposta: nao.



Questoes?

Obrigado pela atengdo!



Extensoes de algebras

Questdo: Suponha que sei alguma coisa sobre B. Posso concluir
alguma coisa sobre A?

Resposta: ndo, ok, mas por que?
Porque se queremos que A herda propriedades boas de B, temos
que impor umas relacoes entre B e A.

As “propriedades boas” que queremos herdar serdo homolbgicas,
entdo as “relacoes” serdao homolbgicas também.



O trabalho de Cibils, Lanzilotta, Marcos e Solotar

Em uma sequéncia de artigos, Claude Cibils, Marcelo Lanzilotta,
Eduardo Marcos e Andrea Solotar consideraram “propriedades
boas” da extensdo B < A. O truque é para tratar A como
B-bimédulo da forma ébvia:

b-a-b = bab'.

Ja que B é B-subbimédulo de A, também podemos considerar o
B-bimédulo A/B.

Eles relacionam B com A por impor condicGes sobre o bimddulo
A/B. As condig¢des sio:



O trabalho de Cibils, Lanzilotta, Marcos e Solotar

Definition

A extensdo B < A é limitada (a direita) se
1. O B-bimédulo A/B tem dimensdo projetiva finita;
2. O B-médulo a direita A/B é projetivo;
3. Para algum n € N,

(A/B) ®5 (A/B) @5 ... ®5 (A/B) = 0.

n VEZES

(Lembrete: A dimens3o projetiva de um (bi)mdédulo M é o menor
cumprimento possivel (n) de uma sequéncia exata

O—=Pr—=Pro1—... P> M=0

de (bi)médulos projetivos e homs de (bi)mdédulos).



O trabalho de Cibils, Lanzilotta, Marcos e Solotar

Seja B < A uma extens3o limitada. Eles mostram que:

Theorem (CLMS)

1. B tem dimens3o global finita <= A tem dimens3o global
finita.

2. A homologia de Hochschild de B tem suporte finito <= a
homologia de Hochschild de A tem suporte finito.

Explico melhor esses termos:



Dimensao Global

Definition

A dlgebra B tem dimensao global no maximo n € N, se todo
B-médulo finitamente gerada tem dimens3o projetiva no maximo
n. B tem dimensao global finita se tiver dimens3o global n para
algum n. Denotamos por gldim(B) a dimensdo global de B

Fato util: se B tem dimens3o finita, entdo gldim(B) é a maior
dimens3ao projetiva de um B-mddulo simples.



Dimensao Global, Exemplos

Vamos calcular a dimens3o global de umas algebras faceis.
Example (B = k| 3<T 2<—1])

B tem base (e, e, €3, 0, 3, Bar). Os B-médulos projetivos
indecomponiveis sao

P]_:Be]_:<€1,06,,30é>, P2:BGZZ<62>B>>
P3 = Be3 = <e3).
Se lembre que os simples S; (i € {1,2,3}) tém dim 1 e
multiplicacdo do elemento b da base é dada por

b-s=0dpes.



Dimensao Global, Exemplos

Example (B = k| 35251 1)
As seguintes s3o resolug¢des projetivas dos simples S; = (s;):

0 — (e3) 222 (53) — 0

e2»—>52
0 (&3) 275 (&, B) 27% (s5) = 0

62>—>a 61'—>Sl
0 (&, 8) 27%% (er, o, Ba) 22270 (s1) 0

J3a que as resolucdes tém a forma 0 — Py — S — 0 ou
0— P — Pyp— S — 0, adimensio global de B é 1.



Dimensao Global, Exemplos

De fato: uma algebra (bésica) de dimens3o finita B tem dimens3o
global 1 se, e somente se, ela é isomorfa a dlgebra de caminhos de
algum quiver finito @ sem ciclos orientados.



Dimensao Global, Exemplos

Example (B = k| 35251 1/{Ba))

B tem base (e, e, €3, , ). Os B-médulos projetivos
indecomponiveis sdo

P1 = (e1,a), P>=(e2, ), P3=(e3).

S3 é projetivo ainda e S, continua tendo dimens3o projetiva 1.
Mas com Si:

ey e1r>sy
0 — (e3) 2% (e2,8) 22% (er,0) 2% (s1) 0

Ent3o S; tem dimensdo projetiva 2, logo B tem dimens3o global 2.



Dimensao Global, Exemplos

Example (B = k[x]/x?)

B = (1, x) tem Unico simples S = (s), com multiplicagdo

1-s=s,x-s5=0. Mas a resolucio projetiva de S fica assim:
1—=x 1—=x 1—=x 1—=s

. x—0 B x—0 B x—0 B x—0 <S>—>0

Entdo gldim(B) = .



Homologia de Hochschild

Um truque Gtil: a algebra envelopante B€ de B é a dlgebra
B ® B°P, com multiplicacao

(b b) (cod):=bcacb.

A categoria dos B-bimédulos é equivalente a categoria dos
Bé-médulos a esquerda e a categoria dos B®-mddulos a direita:

Se M for um B-bimddulo, entdo é um B¢-mddulo a esquerda via:
(b b')- m:= bmb',
e é um B®-médulo a direita via:

m-(b®b'):= b'mb.



Homologia de Hochschild

A dlgebra B é B-mddulo a esquerda. E livre, logo projetivo, entdo
as resolucdes projetivas dele ndo nos ensina muita coisa sobre B.
Mas B como B-bimédulo geralmente n3o é projetivo.

Entdo faremos o que? Pegue uma resolucdo projetiva de B como
B-bimédulo:

=Py =P FPp—>B—0.

Tire B:
o= Pp—= - = P1— Py — 0.

Pegue um B-bimdédulo M e aplique o functor — ®pge M:

= Pp®@ge M = - — Py ®ge M — Py ®@pe M — 0.



Homologia de Hochschild

Essa sequéncia

L b e M P P MBS Py e M 0

ndo é exata em geral. Os espacos vetoriais Ker(b;)/Im(b;;1) sdo
(por definicdo) os grupos Tor?*(B, M).

Definition
O i-ésimo grupo de Homologia de Hochschild de B com
coeficientes em M é
HH;(B, M) := Tor? (B, M).
O i-ésimo grupo de Homologia de Hochschild de B é

HH;(B) := HH,(B, B).



Homologia de Hochschild, Exemplos

Calcular os espacos HH fica meio chato em geral, pois as
dimensdes dos espacos dos complexos “padrdes’ crescem muito
rapido. Pularei as contas e s6 mostrarei as respostas pros mesmos
exemplos:



Homologia de Hochschild, Exemplos

Skoldberg em 1996, usando resolucdes espertas, fez o célculo das
HH de uma classe de algebras que inclua nossos exemplos. As
respostas s3o:

Example (B = k[3<72<T 1])
HHo(B) = k3, HH,(B)=0 Vn>1
Example (B = k[ 372T 1]/(Ba))
HHo(B) = k3, HH,(B)=0 Vn>1

Example (B = k[X]/X2 (car(k) # 2))
HHo(B) = k, Hno(B) =k Vn>1.



Comparando HH e gldim

O suporte Sup(HH(B)) de HH(B) é o conjunto dos n € N em qual
HH,(B) # 0. Umas observagdes dos nossos exemplos:

1. k| 3<T2<T 1]: gldim(B) =1, Sup(HH(B)) = {0}
2. k[3 ~5 2<——1]/Ba: gldim(B) =2, Sup(HH(B)) = {0}
3. k[x]/x?: gldim(B) = oo, Sup(HH(B)) = N

Em 1998, Keller provou que se B é de dimens3o finita com
gldim(B) < oo, entdo Sup(HH(B)) = {0}.

Conjectura de Han (2006): Se dim(B) < oo entdo

gldim(B) < 0o <= |Sup(HH(B))| < 0o <= Sup(HH(B)) = {0}.



A Conjectura de Han

Casos conhecidos:

» Ja era conhecida que a conjectura vale para algebras
comutativas finitamente geradas (Avramov e Vigué-Poirrier
(1992), “Buenes Aires Cyclic Homology Group” (1994));

» No mesmo artigo de anunciar a conjectura, Han provou que
ela vale para dlgebras monomiais;

» Vale para varias outras classes de dlgebras (Bergh, Madsen,
Erdmann, Solotar e Sudrez-Alvarez)

» O resultado de CLMS: Se B < A for uma extens3o limitada,
entdo Han vale para B se, e somente se, vale para A.



Parte 2

Algebras Pseudocompactas



Algebras Pseudocompactas

Definition
Seja k um corpo. Uma k-dlgebra pseudocompacta é um limite
inverso de k-algebras de dimens3o finita.

Algebras pseudocompactas sao algebras topoldgicas e poderiam ser
enormes, mas elas s3o extremamente bem comportadas da
perspectiva formal.

Se vocé conhece codlgebras, entdo: a categoria das algebras
pseudocompactas é dual a categoria das coalgebras.



Exemplos

> Algebras de dimensao finita sdo pseudocompactas.

» Considere o seguinte “sistema inverso” de algebras de
dimensdo finita:

o I X)X S kX)X 2 kx] /X3
O limite inverso desse sistema é k[[x]] — a algebra das séries de
poténcia em x.

» (como eu cheguei para dlgebras pseudocompactas): Para
entender a teoria das reps do grupo profinito G = lﬁ G/N,
precisamos de uma algebra. Aplicando o funtor k[—] para este
sistema, obtemos um sistema de algebras de dimensio finita.

O seu limite

KIGT = lim k[G/N]

é uma algebra pseudocompacta.



Exemplos

Mais um.
Sempre que tenho uma inclusio de quivers finitos, obtenho um
hom de algebras de caminhos ébvio na outra direcido, por exemplo:

(2«"—1) 3 (3<~—2<—1)
(€2, €1,0) < (€3, €2, 1, B, v, Ba)
0 < €3
€& < e
e e
0 « p
— o«
0 <« pfa



Exemplo: dlgebra de caminhos completa

Seja Q um quiver qualquer (enumeravel e sem ciclos ou lagos para
simplificar a conversa). Escreva @ como uma unido de subquivers
finitos Q;:

@i € @@ < & < -+ Q.

Pela observacao do ultimo slide, obtemos um sistema inverso de
algebras de dimensdo finita assim:

k[@1] k(@] k[Qs] <— - = k[ QI

Algebras de caminhos completas tém exatamente o mesmo papel
no mundo das algebras pseudocompactas como algebras de
caminhos normais tém no mundo das algebras de dimens3o finita!



Exemplo do exemplo

o O O *

O O ¥ %

O x ¥ ¥

I S————
—
gl -
N m%
gl N
™ &«
&« ™
<



Exemplo do exemplo

“Logo”, a algebra de caminhos completa do quiver infinito

Qg as ag [e%1

4 3 2 1

€ matrizes triangulares inferiores N x N:
x 0 0

x* 0

K[IQI = -



Parte 3

Extensoes proj-limitadas



Plano de acao

A gente quer uma versdo do teorema de CLMS que diz coisas
interessantes sobre nossas queridas algebras pseudocompactas.

O teorema deles, como anunciado, passa diretamente para algebras
pseudocompactas sem basicamente nem mexer na sua prova.

Mas lembre-se da terceira condicdo de uma extensdo limitada: que
para algum n € N temos

(A/B) ®5 (A/B) @5 ... @5 (A/B) = 0.

n VEZES

Quando A tem dimens3o finita, essa condicdo é natural, mas com
nossas algebras maiores, é extremamente restritiva.

Ent3o gostariamos de relaxar essa condic3o.



Homologia relativa

Precisamos de mais umas ferramentas. “Homologia” é mexer com
mdédulos projetivos. S6 um lembrete:

Definition

O A-médulo P é projetivo se dado um diagrama de A-médulos e
homomorfismos de A-médulos assim:

Qv

-
Q

Z

existe um homomorfismo de A-médulos p: P — U tal que 8p = a.



Homologia relativa

Os mddulos projetivos sdo exatamente os somandos diretos dos
médulos livres.

Outro jeito de falar a mesma coisa: Um espaco vetorial X é um
k = (1a)-médulo. Um médulo livre (de posto finito) tem a forma:

AT = AR, X,

onde a gente trata A como A-(14)-bimédulo.
Diremos que médulos livres sdo induzidos de (1,4)-mddulos.

Homologia relativa acontece quando trocar (14) por uma
subdlgebra B qualquer:



Homologia relativa

O A-médulo a esquerda P é projetiva relativa a subdlgebra B se
satisfaz as seguintes condi¢cOes equivalentes:

» P ¢ isomorfo a um somando direto do A-mddulo induzido
A®p X, para algum B-mddulo X.

» Dado um diagrama de A-mddulos assim:

I

HV
Uﬁ’

existe um hom de A-mddulos p : P — U tal que Bp = a desde
que existe um hom de B-mddulos p’ : P — U tal que 8p' = a.



Homologia relativa

A filosofia do médulo projetivo P é: tudo funciona.

A filosofia do médulo relativamente B-projetivo P é: pode n3o
funcionar, mas se funciona como B-médulo, ent3o funciona.

Segue um exemplo disso.



Resolucoes relativamente projetivas

Uma resolucado projetiva do A-mdédulo M é uma sequéncia exata

P> Py

. ; Po M 0

d d

com os P; projetivos.

Mas tem mais acontecendo. Todo mundo é espaco vetorial, e todo
hom de espacgos vetorias é “split”. Entdo existem homs de
k-mddulos s indo na outra direc3o:

A propriedade dos s é que, para cada X da sequéncia, temos
sd + ds = idy.

Os “s” sao uma homotopia contratante da sequéncia.



Resolucoes relativamente projetivas

Uma resolucdo relativamente projetiva de M é

P P Po M 0

d

d d d

com os P; relativamente projetivos.

S6 que agora esses mapas s ndo existem de graca, entdo temos
que exigir que existem homs de B-mddulos s na outra direcdo

s S s S

<z — — % — % — <z — % —
. P2

d d

tais que sd 4+ ds = idx para cada X.

Agora pela filosofia: resolucdes relativamente projetivas funcionam
como resolu¢des projetivas.



Lembrete: Extensao Limitada

Definition (CLMS)

A extensdo B < A é limitada a direita se
1. O B-bimédulo A/B tem dimensdo projetiva finita;
2. O B-médulo a direita A/B é projetivo;
3. Para algum n € N,

(A/B) @5 (A/B) @5 ... @5 (A/B) = 0.

n VEZES

A gente quer relaxar a terceira condicdo. Nossa definicdo é:



Extensao Proj-Limitada

Definition (lusenko-M)

A extensao B < A é proj-limitada a direita se
1. O B-bimédulo A/B tem dimens3o projetiva finita;
2. O B-médulo a direita A/B é projetivo;
3. Para algum n e N,

(A/B)®p (A/B)®@p ...®5 (A/B)

n VE€Zes

é projetivo como B-bimédulo;

4. O A®-mdédulo A tem dimens3o Be®-projetiva relativa finita.



Observacoes

» Ja que o médulo 0 é projetivo, Condicdo 3. claramente
generaliza “tensor-nilpotente”.

» Condicdo 4. também generaliza “tensor-nilpotente”: no
trabalho de CLMS, eles mostram que existe uma resolucdo
relativamente B€-projetiva de A, cujos termos sio:

A®g (A/B) @5 (A/B) @5 ... 05 (A/B) @5A

i VezZes

entdo com extensdes limitadas, os mddulos da resolucdo se
tornam AR 0 ®g A= 0.

(Alids, a existéncia dessa resolugdo é n3o trivial, e é um dos
grandes avangos de CLMS).



Exemplos de extensdes proj-limitadas

Sejam B = k e A = k[[x]]. Esta extensdo ndo € limitada.

Ja que B® = k ® k = k é semisimples, todo B-(bi)mddulo é
projetivo, entdo condigdes 1, 2, 3 sdo trivialmente satisfeitas.

Falta confirmar que a dimensao projetiva B€-relativa de A¢ é
finita. Mas

> ja que B¢ = k, dimens3o projetiva relativa é s6 dimensdo
projetiva normal,
> k[[x]]® = k[[x, y]] tem dimens3o global 2,

» logo em particular k[[x]] tem k[[x]]®-dimensdo projetiva no
maximo 2 < oo.

» Entdo k < k[[x]] é proj-limitada.



Exemplos de extensdes proj-limitadas

Seja B = k[[Q]], onde

Q = 4<—3<—2<1

Seja M o B-bimédulo (S3® S1) @ glex ® e)p.
A dlgebra tensorial (completa) A= T|[[B, M]| é uma extensdo n3o
limitada de B. Mas é proj-limitada, pois

» A/B tem dimensdo projetiva 1 como B-bimédulo

» A/B é projetiva como B-médulo a direita (mas ndo a

esquerda)
» A/B ®pg A/B é projetiva como bimédulo (A/B néo a é)
» T[B,M]| (sempre!) tem B-rel proj dim < 1.



Nosso teorema

Theorem (lusenko-M)
Seja B < A uma extensdo proj-limitada de dlgebras
pseudocompactas. Ent3o
1. B tem dimensao global finita <= A tem dimensao global
finita.
2. Sup(HH(B)) < 00 <= Sup(HH(A)) < oc.
Adicionamos (essa semana :1) uma ‘“propriedade homologica”
nova pra lista, qual a gente acha deve ser interessante até
para dlgebras de dimensdo finita:

3. findim(B) < 0o <= findim(A) < oo.



Demonstracao

A prova (longa!) de CLMS usa bastante algebra homoldgica
relativa. Nossa prova de Partes 1 e 2 funciona £ por seguir a
prova deles, confirmando sempre que eles usam tensor-nilpoténcia,
que as nossas condi¢cdes 3 e 4 (uma condi¢do de homoldgia
relatival) funcionam no seu lugar.

Parte 3 segue (com cuidado) pois quando o B-médulo X tem
dimens3o projetiva (pd) finita, as condigdes garantem que o
A-mddulo induzido A ®p X tem pd finita. Similarmente, se 0 A
mddulo Y tem pd finita, entdo Y como B-mdédulo tem pd finita. . .
... logo argumentos similares aos que mostraram que gldim finita
seja preservada, também mostram que fimdim é preservada.



E a conjectura de Han?

HH e gldim finita sdo preservadas por extensdes proj-limitadas,
mas isso ndo quer sugerir que a “Conjectura de Han" vale para
algebras pseudocompactas. ..

De fato, é absurdamente falsa:

Considere A = k[[Q]]/J? = k[[Q]l/ {11}, com

(67

Q= .- 4

a3

3

» O argumento de Skoldberg mostra que Sup(HH(A)) = {0}.

» Mas o médulo simples S; tem resolugdo projetiva minimal
assim:
v > Py —>P3—Py— P — 5

entdo gldim(A) = cc.



Uma Questao

Quando trabalhar com algebras pseudocompactas, é legal quando
o resultado diz algo nova sobre dlgebras de dimensao finita.

Quando A tem dimens3o finita, extensdes proj-limitas continuam
sendo mais gerais do que extensdes limitas.

Exemplo Idiota: A=k[2 1]=Z k x k. B=(e; + e).
Essa extensdo é proj-limitada, mas nao limitada.

Question: Existem extensdes proj-limitadas (mas n3o limitadas)
interessantes B < A com A de dimensao finita? Se sim, como
descrever tais extensdes combinatorialmente?



Obrigado
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