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Preambulo

Motivacao

» 2018 - Tusenko e MacQuarrie - The path algebra as a left
adjoint functor - Algebras and Representation Theory;

» 2020 - Iusenko, MacQuarrie e Quirino - A functorial
approach to Gabriel k-quiver constructions for coalgebras
and pseudocompact algebras - Bulletin of the Brazilian
Mathematical Society.
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Uma introdugdo as algebras pseudcompactas pontuadas

Notacao

» O corpo k é um corpo algebricamente fechado;

» Por algebra, entendemos como &lgebra associativa com
unidade (e homomorfismos de algebras sao unitais e
continuos); .
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Algebra tensorial completa

Algebras pseudocompactas

Uma algebra topolégica Hausdorff A é uma algebra
pseudocompacta quando possui uma familia de ideais de
codimensao finita {I,},er que formam uma base de vizinhangas

de O e
L =o.
verl
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Uma introdugao rebras pseudcompactas pontuadas

Algebras pseudocompactas

Uma algebra topolégica Hausdorff A é uma algebra
pseudocompacta quando possui uma familia de ideais de
codimensao finita {I,},er que formam uma base de vizinhangas

de O e
(L =o.
yer

Equivalentemente, A é o limite inverso de algebras de dimensao
finita munidas com a topologia discreta:

A = E’YGFA/I'Y'

s pseudocompactas
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Algebras pseudocompactas

Seja A uma algebra pseudocompacta. Um A-bimoédulo M é
pseudocompacto se existe um sistema de vizinhanga de 0
formada por subbimédulos abertos de codimensao finita {M;}
que se intersectam em 0 e M = @M/Ml
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Algebra tensorial completa

Exemplos

» Algebras de dimensao finita sdo pseudocompactas;
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Algebra tensorial completa

Exemplos

» Algebras de dimenséo finita sio pseudocompactas;

» O produto A = H A, onde cada A, é uma algebra de

neN
dimensao finita, é uma algebra pseudocompacta:

IT An = tim, 7
neN

ondeInzox...xOxHAi;

i>n

pseudocompactas



- . ~ Primeiras defini¢oes
Uma introduga algebras pseudcompactas pontuadas S .
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Algebra tensorial completa

Exemplos

> Algebras de dimenséo finita sdo pseudocompactas;

» O produto A = H Ay, onde cada A, é uma algebra de dimensao finita, é uma algebra

neN
pseudocompacta.

» Dado o sistema inverso de algebras de dimensao finita:
CTm kX)X TS kX)X T T kX)X TS R[X)/X

O limite inverso do sistema acima é élgebra de série de

poténcias em X sobre k, k[[X Zal X' |a; €k
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Algebra tensorial completa

Definicoes

» O radical de Jacobson J(A) de uma algebra
pseudocompacta A € a intersecdo dos ideais & esquerda
fechados maximais de A.
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Algebra tensorial completa

Definicoes

» O radical de Jacobson J(A) de uma algebra
pseudocompacta A é a intersecdo dos ideais & esquerda
fechados maximais de A.

» Para cadan > 1,

J(A) = J(A)T1(A).
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Algebra tensorial completa

Definicoes

» O radical de Jacobson J(A) de uma algebra pseudocompacta A é
a intersecao dos ideais a esquerda fechados maximais de A.

» Para cadan > 1,
JM(A) = J(A)J1(A).
A cadeia

W CH{X™ (XM L (X?) C(X)

é uma cadeia de ideais fechados de k[[X]]. Cada ideal I de k[[X]]
é um ideal da forma (X™) para algum n. Portanto,

JR[XT]) = (X);

J*(R[[X]]) = (X™).
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Algebra tensorial completa

Definicoes

» O radical de Jacobson J(A) de uma algebra
pseudocompacta A é a intersecao dos ideais & esquerda
fechados maximais de A.

» Para cadan > 1,
J"(A) = J(A)JL(A).

» Dizemos que uma algebra pseudocompacta A é bdsica se
A/J(A) é um produto de copias de k.

Radical de Jacobson e homomorfismo de &

s pseudocompactas
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Uma introdugao rebras pseudcompactas pontuadas

Radical de Jacobson e homomorfismo de algebras

> Sejam A, B algebras pseudocompactas bésicas e ¢ : A — B
um homomorfismo de dlgebras continuo. Entao

p(J(A4)) € J(B).
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Uma introdugao gebras pseudcompactas pontuadas

Radical de Jacobson e homomorfismo de algebras

> Sejam A, B algebras pseudocompactas basicas e ¢ : A — B um
homomorfismo de 4lgebras continuo. Entéo ¢(J(A4)) C J(B).

» E valido para qualquer homomorfismo de algebras? Nao.
Contra-exemplo de bolso:

L:{|:g Z] :a,b,dek}%Mg(k)
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Uma introdugdo as algebras pseudcompactas pontuadas

Radical de Jacobson e homomorfismo de algebras

> Sejam A, B algebras pseudocompactas basicas e ¢ : A — B um
homomorfismo de 4lgebras continuo. Entao ¢(J(A4)) C J(B).

» Para cada n,

e(J"(A) = _p(J(A)J""1(A)

(J(
p(J(A)p(J"1(A))

J(B)J" (B
(B)

1N 1N

)
J
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Algebra tensorial completa

Radical de Jacobson e homomorfismo de algebras

Dado um homomorfismo de algebras pseudocompactas bésicas
p:A— B,
para cada n, existe um tnico homomorfismo
P AJJM(A) — B/J"(B)
tal que o diagrama

A—* B

| |7
AJTN(A) 5 BITN(B)

comuta. A saber,

o™ a4 JYA) = p(a) + J(B).
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Uma introdugao rebras pseudcompactas pontuadas

Algebra tensorial completa

Dados dois A-bimo6dulos pseudocompactos M = @M /M; e
N = @N /Nj, definimos o produto tensorial completo entre M
e N sobre A como sendo

. M®a N
’]M®AN]'+M¢®AN'

M@AN:@Z'
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Algebra tensorial completa

Sejam A uma algebra pseudocompacta ¢ M um A-bimédulo
pseudocompacto. Definimos a dlgebra tensorial completa como
sendo
0 ~
T([A,M]] = A x [] M®",
n=1
onde M&" = M®&®4...0 4 M.

n
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Algebra tensorial completa

Sejam A uma &algebra pseudocompacta e M um A-bimodulo
pseudocompacto. Definimos a dlgebra tensorial completa como
sendo

0 o~

T([A,M]) = Ax [] M®,

n=1

onde M®" = M&4..84 M.
N—————

n

A multiplicacao de dois elementos v € M® e we M® 6
simplesmente a concatenagao:

V@ aw € METES
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Algebra tensorial completa

Sejam A uma algebra pseudocompacta e M um A-bimodulo
pseudocompacto. Definimos a dlgebra tensorial completa como sendo

T[[A, M]] := A x ﬁ MEn

onde M®" = M®4...8 4 M.

n ~ o~
A multiplicacdo de dois elementos v € M®" e w € M®® ¢
simplesmente a concatenagao:

v@Aw e MOTts

Dada uma algebra pseudocompacta béasica A, definimos a
dlgebra de caminhos completa de A como sendo

KlQa]] := TIIA/J(A), J(A)/ T (A)]]
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Algebra tensorial completa

Exemplos

» Considere a aljava
Q: 34281,
Se A = k@, entao

Kl[Qal] = TI[A/J(A), J(A)/J*(A)]] = kQ.
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Uma introdugao rebras pseudcompactas pontuadas

Exemplos

» Considere a aljava
Q: 3281,
Se A = kQ, entio
k([Qal] = T([A/(A), J(A)/J*(A)]] = kQ.

A algebra de caminhos completa de uma &lgebra aciclica de
dimensao finita é a algebra de caminhos.
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Algebra tensorial completa

Exemplos

> Considere a aljava
Q: 3¢ 281,
Se A = kQ, entdo
k[[Qal] = T([A/J(A), J(A)/J*(A)]] = kQ.

A &lgebra de caminhos completa de uma &lgebra aciclica de
dimensao finita é a algebra de caminhos.

» Quando tratamos k como um k-bimoédulo da maneira
6bvia, temos

Tk, K]} = K[[X]].
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Uma introdugao rebras pseudcompactas pontuadas

Propriedades da algebra tensorial completa

o0

> H M®™ & um ideal fechado em T[[A, M]] - é o ntcleo da
i=1
projecao continua T[[A, M]| — A;
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Algebra tensorial completa

Propriedades da algebra tensorial completa

> H M®" & um ideal fechado em TI[[A, M]] - é o nicleo da

i=1
projecao continua T'[[A, M]] — A;
o0
> J(T[[A, M])) = HM®" quando A é uma algebra
i=1
semissimples;

Algebras pseudocompactas
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Algebra tensorial completa

Propriedades da algebra tensorial completa

> H M®" & um ideal fechado em TI[A, M]] - é o ntcleo da
i=1
projecao continua T[[A, M]] — A;
o0

> J(T[[A,M]]) = H M®" quando A é uma algebra semissimples;
i=1
» dados

fo: A— B;
fi: M — B,
defini-se um homomorfismo de algebras
f:T[[A,M]] — B
do seguinte modo:

(ag,ml,ij@m;, ) — fo(a0)+f1(m1)+z fl(mj)fl(m;)+ .
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c¢ao induzida pelo funtor

n =2

Construcao funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

» Considere PAlg a categoria cujos os objetos sao algebras
pseudocompactas bésicas e os morfismos sao
homomorfismos de algebras unitais continuos;

pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial Jri do o problema
C 1cao do adjunto a esquerda

» Considere PAlg a categoria cujos os objetos sao algebras
pseudocompactas bésicas e os morfismos sao
homomorfismos de algebras unitais continuos;

> Seja PAlg"™ a subcategoria plena de PAlg cujos os objetos
sao algebras A tais que J"(A) = 0.

s pseudocompactas



Construgao funtorial Driblanc problema

Construgao do adjunto a esquerda

» Considere PAlg a categoria cujos os objetos sao algebras
pseudocompactas bésicas e os morfismos sao homomorfismos de
algebras unitais continuos;

> Seja PAlg™ a subcategoria plena de PAlg cujos os objetos séo
algebras A tais que J"(A) = 0.

Defina o funtor

F,: Palg —  PAlg"
A = A/J"(A)
0:A=B — ™. A/JY(A)—  B/J*B)
a+ J"(A)— ¢(a) + J"(B)

Fernando dos Reis Naves Algebras pseudocompactas
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Construgao do adjunto a esquerda

Exemplos

Considere a aljava @)
Q: 3 2&1

Seja ¢ : kQ — kQ o homomorfismo definido como da seguinte

maneira;:
e1 — e1+ba
€y €9
e3 — ez —ba .
a a
b — b
Entao

Fop =id : kQ/J*(kQ) — kQ/J*(kQ).
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A relagao induzida pelo funtor
O cason =2
Construgao funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

A relacao ~,

Denote por ~,, a relagdo induzida pelo funtor Fi,, isto é, dois

morfismos f, g : A — B sdo equivalentes via ~,, se, e somente se,
an = an

pseudocompactas



A relagao induzida pelo funtor
O cason =2
Construgao funtorial Dri do o problema

Construgao do adjunto a esquerda

A relacao ~,

Denote por ~,, a relagdo induzida pelo funtor Fj,, isto é, dois
morfismos f, g : A — B s@o equivalentes via ~,, se, e somente se,
F, f = F,g. Equivalentemente:

Fof = Fng
) — )
fla)+J"(B) =g(a)+ J"(B)Va e A
(f —9)(A) € J"(B).

ang

reee

s pseudocompactas
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Construgao funtorial

A relacao ~,

Denote por ~,, a relagao induzida pelo funtor F,,, isto é, dois
morfismos f, g : A — B sdo equivalentes via ~,, se, e somente se,
F,.f = F,g. Equivalentemente:

an = an
£ — o)

fla)+ J"(B) =g(a)+ J"(B)Va e A
(f —9)(A) € J"(B).

Observe que ~,, é mais fina que ~, sempre que n < m:

f"“ng

111y

fromg = (f=9)(A) CJ™(B)CJ"(B) = [~ng.
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A relagao induzida pelo funtor
O cason =2

Constrt funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

Denote por PAlg,, a categoria quociente
PAlg/ ~, .

Defina o "novo" funtor F;, como sendo o funtor induzido pelo
n
quociente de ~,:

F,: PAlg, — PAlg"

A = AJJVA)
[+ = an:f(n)

pseudocompactas
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Construgao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

O cason =2

Quando n = 2, temos o seguinte funtor:
F,: PAlg,, — PAlg?

A S AR
f+r~e =[O

pseudocompactas



ida pelo funtor

Construgao funtorial Jrib »blema
¢ o adjunto a esquerda

O cason =2

Tusenko, MacQuarrie e Quirino definem o seguinte funtor:

F: PAlg, — ParAlg
A = (A)J(A),J(A))T*(4) ,
fA~ = (FO @ 5002))

onde ~ ¢é a relagao de equivaléncia relacionando morfismos
f,g: A— B tais que

(f=9)(A) S J(B)  (f—9)J(A4)) S J*(B).
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Construgao funtorial

O cason =2

Tusenko, MacQuarrie e Quirino definem o seguinte funtor:

F: PAlg, — ParAlg
A= (A)J(A), J(A))T%(A) ,
fH~ = (FO @ 0a02a))

onde ~ é a relacao de equivaléncia relacionando morfismos
f,g: A — B tais que

(f=9)(A) CJ(B)  (f—9)J(4)) S J*(B).

Obs: A relagao ~o é mais fina que ~:

(f =9)(A) CTA(B)CJ(B)  (f-9)(J(A) CJ*(B).

Fernando dos Reis Naves Algebras pseudocompactas



» induzida pelo funtor
n =22
Construgao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

O cason =2

Quando n = 2, temos o seguinte funtor:
F,: PAlg,, — PAlg?

A S AR
f+r~e =[O

pseudocompactas



o induzida pelo funtor
n = ¢

Construcao funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

Temos uma leve suspeita de como agir nos objetos:
¥ € PAlg? — k[[Qx]] € PAlg.

E nos morfismos?

pseudocompactas



» induzida pelo funtor
i =2

Constrt funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

Temos uma leve suspeita de como agir nos objetos:
¥ € PAlg? — k[[Qx]] € PAlg.

Um palpite seria utilizar a construcao de Iusenko, MacQuarrie e
Quirino.

pseudocompactas



induzida pelo funtor
i =2

Construgao funtorial Jri do o problema
C 1cao do adjunto a esquerda

Temos uma leve suspeita de como agir nos objetos:
¥ € PAlg? — k[[Qs]] € PAlg.

Um palpite seria utilizar a construcao de Iusenko, MacQuarrie e
Quirino.

Problema: Dependendo da escolha de idempotentes de A, nao é
possivel assegurar a naturalidade da unidade e counidade.
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on =2

Construgao funtorial riblando o problema
3 adjunto a esquerda

Um morfismo s : A/J(A) — A é um levantamento da projecao
m:A— AJJ(A) se

AJJ(A) 25 A T AJJ(A) .
~_

id

s pseudocompactas



A relagao induzida pelo funtor
O cason =2

Construgao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Um morfismo s : A/J(A) — A é um levantamento da projecao
m:A— AJJ(A) se

AJJ(A) 25 A T AJJ(A) .
\f

Seja A uma algebra pseudocompacta basica. Defina:
P(A) ={{ei}: {e;} c.cio.p};

L(A)={s:A/J(A) — A: s levantamento} .

s Reis Naves Algebras pseudocompactas



elo funtor

Construgao funtorial

Um morfismo s: A/J(A) — A é um levantamento da projecao
m:A— AJJ(A) se

ALT(A) 22 A 2 ALI(A)
id

Seja uma algebra A. Defina:
P(A) = {{e;} : {e;} c.c.iop};

L(A)={s:A/J(A) — A: s levantamento} .
Existe uma bije¢ao entre L£(A) e P(A).
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induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial riblando o problema

adjunto a esquerda

Um truque: Vamos trocar as categorias PAlg e PAlg™ por
categorias equivalentes:
Defina PAlg” do seguinte modo:

> os objetos sao pares (A, s), onde A € PAlg e s € L(A);

» os morfismos entre (4, s) e (B, s’) sao todos os morfismos
de algebras continuos entre A e B.

s pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial riblando o problema

adjunto a esquerda

Um truque: Vamos trocar as categorias PAlg e PAlg™ por
categorias equivalentes:
Defina PAlg” do seguinte modo:

> 0s objetos sao pares (A, s), onde A € PAlg e s € L(A);

> os morfismos entre (4, s) e (B, s’) sao todos os morfismos
de algebras continuos entre A e B.

Defina também PAlg”™ a subcategoria plena de PAlg” cujos
objetos sao pares (A, s), onde A € PAlg".

s pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial riblando o problema
3 adjunto a esquerda

Um truque: Vamos trocar as categorias PAlg e PAlg™ por

categorias equivalentes:
Defina PAlg£ do seguinte modo:

> 0s objetos sdo pares (4, s), onde A € PAlg e s € L(A);

» os morfismos entre (A4, s) e (B,s’) sdo todos os morfismos de
algebras continuos entre A e B.

Defina também PAlgL '™ a subcategoria plena de PAlgC cujos objetos
sdo pares (A, s), onde A € PAlg".
Entao:

PAlg = PAlg”  PAlg" = PAlg-".

s pseudocompactas



cao induzida pelo funtor

O cason =2

Constru funtorial D ando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Considere o funtor FQL : PAlgf2 — PAlg”" definido do
seguinte modo:

(A,5) — (A)J?(A),ms)
[ e e

pseudocompactas



elo funtor

Construgao funtorial

Construgao do adjunto a esquerda

Dado um objeto (X, s) € PAlg~?, defina:

. (los), o= HIQA/IEHQ) > K

Fernando dos Reis Naves Algebras pseudocompactas



>elo funtor

Construgao funtorial

adjunto a esquerda

Dado um objeto (X, s) € PAlg~?, defina:

.9 (los), o= HIQA/AEHQ) > K]

Dado um morfismo ¢ : (X1, 51) — (29, s2), buscamos definir um
morfismo

kllel] = (K([Qsy]] sqs,) = (K([@s.]], s0s,) € PAIgE,

de modo que k[[—]] seja um funtor.
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induzida pelo funtor
2

on =
strugdo funtorial b do o problema
strugao do adjunto a esquerda

Sejam A, B dlgebras pseudocompactas bdsicas, p : A — B
homomorfismo continuo de dlgebras e sg : A/J(A) — A um
levantamento da projecao de A em A/J(A). Se J"(B) =0 para
algum inteiro positivo n entao existe um levantamento
sp: B/J(B) — B da proje¢ao de B em B/J(B) tal que o
diagrama

AJT(A) 25 BJI(B)

SA\L \LSB

A——F— B

comuta.

Algebras pseudocompactas



Construgao funtorial Jri ndo o problema
onstrucao do adjunto a esquerda

Dado um morfismo ¢ : (X1, 51) — (29, s2), nosso plano sera
dividido nas seguintes etapas:

pseudocompactas



A relagdo induzida pelo funtor

O cason =2

Constrt funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Dado um morfismo ¢ : (X1, 51) — (29, s2), nosso plano sera
dividido nas seguintes etapas:

» construir um homomorfismo de algebras

wo : ¥1/J (1) = k[[@s,]];

pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial Jri do o problema

ao do adjunto a esquerda

Dado um morfismo ¢ : (X1, s1) — (22, s2), nosso plano sera
dividido nas seguintes etapas:

» construir um homomorfismo de algebras

o ¥1/J(31) = K[[Qs,]];

» construir um homomorfismo de ¥;/J(31)-bimédulos

p1:J(E1) = K[[Qs,]].

s pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial Jri do o problema
ao do adjunto a esquerda

Dado um morfismo ¢ : (X1, s1) — (22, s2), nosso plano sera
dividido nas seguintes etapas:

» construir um homomorfismo de 4lgebras

wo : ¥1/J (1) = k[[@Qs,]];

» construir um homomorfismo de 3;/J(%;)-bimodulos

e1: J(31) = K[[Qs,]]-

Com os morfismos ¢g e ¢ em maos, a construcao de

@ k@] = K[@s,]]

segue da propriedade universal da algebra tensorial completa.
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A relagao induzida pelo funtor
O cason =2
Construcao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Construgao de py:

O Teorema 1 nos diz que existe um levantamento
531 Yo/ J(X2) — X9 tal que o diagrama

51 /J(50) 25 5/ (5)
s1], 152

El#}EQ

comuta.

pseudocompactas



A relagao induzida pelo funtor
Oc n o= 2

Construgao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Construgao de py:

O Teorema 1 nos diz que existe um levantamento
531 29/ J(X2) — X tal que o diagrama

S0 /J(51) 25 S/ (%)
s1] 15z

21#22

comuta.
Seja 2 @ k[[@x,]] = X2 0 homomorfismo induzido dos morfismos

S9 ZQ/J(ZQ) — 22 J(ZQ) — 22

pela propriedade universal da algebra tensorial completa.
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induzida pelo funtor
on =2
Construgao funtorial Jri do o problema

ao do adjunto a esquerda

Construgao de ¢

Pela versao do Teorema de Malcev para algebras
pseudocompactas |The Malcev theorem, Frank Eckstein], existe
z € J(k[[Qx,))) tal que

53 = (1 — @a(x)) 's2(1 — pa()).
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» induzida pelo funtor
n o= 2
Construgao funtorial Jri o o problema
srucao do adjunto a esquerda

Construgao de py:

Pela versao do Teorema de Malcev para algebras
pseudocompactas |The Malcev theorem, Frank Eckstein|, existe

z € J(k[[@Qs,]]) tal que
53 = (1= () 's2(1 = a()).
Defina

wo: X1/J(X1) — k([@s,]]
a+J(E1) = (1—-2)"1(e(a)+ J(2),0,...) (1 —x).
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Construgao funtorial
Construgao do adjunto a esquerda

Exemplo

Seja ) a aljava
Q: 3<& 24 1.

Considere o homomorfismo de dlgebras

v (kQ/T(kQ),s) — (kQ/J*(kQ), 5)
e1 +J2(kQ) e1 +a+ J?(kQ)
es +J2(kQ) es—a+ JAkQ)
v+ J2(kQ) = x4+ JAHkQ);z =e3,a,b

Fernando dos Reis Naves Algebras pseudocompactas



ao induzida pelo funtor

Construgao funtorial
Construgao do adjunto a esquerda

Exemplo

Seja @ a aljava
Q: 34241,

Considere o homomorfismo de élgebras

v (kQ/T*(kQ),s) — (kQ/J2(kQ), s)
e1 + J2(kQ) e1 +a+ J*(kQ)
es +J2(kQ) — es —a+ J?(kQ) ’
x + J?(kQ) = x4+ J2kQ);z = e3,a,b

onde
st kQIIKQ) = kQJIA(RQ)
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Construgao funtorial
Construgao do adjunto a esquerda

Exemplo

Seja @ a aljava
Q: 34241,
Considere o homomorfismo de élgebras
o (kQ/J*(KQ),s) — (kQ/J2(kQ), s)
e1 + J2(kQ) e1 +a+ J*(kQ)
es + J2(kQ) es —a+ J*(kQ) ’
x + J?(kQ) = x4+ J2kQ);z = e3,a,b
onde
st kQ/J(RQ) — kQ/JT*(kQ)
ei +J(kQ) — e+ JXHkQ)

E facil ver que a projecio canonica

T kQ — kQ/J*(kQ)
é o homomorfismo induzido de s e da inclusao de J(kQ/J?(kQ))
em kQ/J*(kQ).
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ao induzida pelo funtor

Construgao funtorial
ao do adjunto a esquerda

Exemplo

O levantamento

50 kQ/I(kQ) =  kQ/T*(KQ)
e1+J(kQ) — e +a+ J3kQ)
es + J2(kQ) +— ex—a+ JAHkQ)
es + J2(/€Q) — es + J2(kQ)
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ao induzida pelo funtor

Construgao funtorial
Construgao do adjunto a esquerda

Exemplo

O levantamento

50 kQ/I(KQ)  —  kQ/T*(KQ)
e1 +J(kQ) +— e1+a+ J3KkQ)
€2+J2(kQ) — 62—CL+J2(/€Q)
€3+J2(]€Q) = €3 +J2(kQ)

satisfaz o diagrama comutativo

£QLI(KQ) £ kQ/I(KQ)
S\L s
kQ/T2(KQ) — kQ/I2(kQ)
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Construgao funtorial dc
Construgao do adjunto a esquerda

Exemplo

Quando escolhemos x = a € J(kQ), temos

5= (1—n(2) sl — m(x)).

Portanto,
po: kQ/J(EQ) — kQ
e1+J(kQ) — (1—a)tey(1—a)=e1—a
ea+J(kQ) — (1—a)tea(l1—a)=ez+a
es+J(kQ) —  (1—a)tes(l1—a)=e3
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Construgao funtorial

Exemplo

Quando escolhemos z = a € J(kQ), temos

5=(1—n(x) s(1 —7(x)). (1)
Portanto,
wo: KQ/J(RQ) — kQ
e1+J(kQ) — (1—a)tes(l1—a)=¢e; —a
ea+J(kQ) — (1—a)lez2(l1—a)=ex+a
es + J(kQ) — (1—a)"tes(1—a) =e3

A igualdade (1) também é verdadeira quando
x=a+ba € J(kQ).

Assim, para essa escolha de x, ¢q seria definido do seguinte
modo :

e1+J(kQ) — e1—a—ba ea+J(kQ) — eata es+J(kQ) — e3+ba
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induzida pelo funtor
2
Construgao funtorial b do o problema

do adjunto a esquerda

Construcao de ¢

Continuando com o morfismo
@1 (B1,51) = (B2, 52).

Cada X1 /J(31)-bimoédulo ¢é projetivo, segue da propriedade dos
bimédulos projetivos que

J(%1)
e
L T(S,) - (2)
¢

K([@n.]] o

Defina
@ k[[@s,]] = K@, ]]

0 homomorfismo induzido de ¢qg e ©1.

Fernando dos Reis Naves Algebras pseudocompactas



ao induzida pelo funtor

Construgao funtorial
ao do adjunto a esquerda

Exemplo

Voltando ao exemplo anterior:

p: (kQ/T*(kQ),s) — (kQ/T*(kQ), s)
e1 +J2(kQ) — e1 +a+ J2(kQ)
es +J2(kQ) es —a+ JAkQ)
r+ J2(kQ) o+ J2kQ);r = e3,a,b

onde @ é a aljava
Q: 3<& 24 1.
Quando = = a € J(kQ), segue que
0 kQ — kQ
¢ 0 homomorfismo definido como

el —e1—a eg — eata es > e3 a—a b— b+ba.
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induzida pelo funtor
2
Construgao funtorial Jri do o problema

lo adjunto a esquerda

Exemplo

Voltando ao exemplo anterior:

e (kQ/J*(KQ),s) — (kQ/J2(kQ), s)
er + J2(kQ) — e1 +a+ J?(kQ)
ea+ J2(kQ) es —a+ J*(kQ)
r+ J2(kQ) = o+ J2(kQ);x = e3,a,b
Quando z = a € J(kQ), segue que
D kQ — kQ

é 0 homomorfismo definido como
el el —a es et a ez > e3 a—a b— b+ ba.
Quando = = a + ba, entao
P:ei—~>el—a—ab e ez +a es +— e3 + ba

a—a b— b+ ba.
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o induzida pelo funtor

on =2

Construcao funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

Dado ¢ : (X1, 51) — (32, s2), defina

kl[ell = o4 ~2

pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial Jri do o problema
ao do adjunto a esquerda

Dado ¢ : (X1, 51) = (29, s2), defina

kl[p]] = P+ ~2

Perguntas naturais que surgem:

» Por que razao k[[¢]] é bem-definido?

g k[[-]: PAlg® — PAlg.,
X = KQs]]
¢ = K[y

é mesmo um funtor?
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induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial b do o problema

srucao do adjunto a esquerda

A resposta de ambas perguntas se encontra na proposi¢ao a
seguir:

Dado um morfismo ¢ : (X1, 1) — (X2, s2), entao o morfismo @
satisfaz o diagrama comutativo

KlQs,]] 2 K[Qs,)]
o1l Je2

21#22

onde p; € o homomorfismo induzido de s; e J(2;) = k[[@x,]],
para t =1, 2.
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A relagdo induzida pelo funtor

O cason =2

Constrt funtorial Driblando o problema
Construgao do adjunto a esquerda

O funtor k[[-]] : PAlg~? — PAlgf2 € adjunto o esquerda do
funtor Ff : PAlgE, — PAlg™?.

pseudocompactas



induzida pelo funtor

on =2

Construgao funtorial Jri do o problema

ao do adjunto a esquerda

O funtor k[[-]] : PAlg~? — PAlgf2 € adjunto o esquerda do
funtor Ff : PAlgE, — PAlg™?.

Sejam U : PAlgf2 — PAlg,_,, funtor esquecido e
H : PAlg: — PAlg®? um funtor quase-isomorfo ao funtor
esquecimento U : PAlg©? — PAlg?. Entéo:
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Construgao funtorial

Theorem 2

O funtor k[[-]] : PAlg“? — PAlg~ ¢ adjunto a esquerda do
funtor F¥ PAlgf2 — PAlg~?.

Sejam U : PAlg£2 — PAlg,_,, funtor esquecido e
H : PAlg: — PAlg®? um funtor quase-isomorfo ao funtor
esquecimento U’ : PAlg~? — PAlg?. Entao:

O funtor Uk[[-]]H : PAlg> — PAlg.., € adjunto a esquerda do
funtor Fy : PAlg.,, — PAlg*.
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induzida pelo funtor
on =2
Construgao funtorial Jri do o problema

ao do adjunto a esquerda

Generalizando para todo n

Dizemos que uma algebra basica A é n-admissivel se é isomorfo

a k[[Qa]l/T com I C J"(K[[Qal]).
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induzida pelo funtor
on =2
Construgao funtorial Jri do o problema

ao do adjunto a esquerda

Generalizando para todo n

Dizemos que uma algebra basica A é n-admissivel se é isomorfo

a k[[Qa]]/I com I € J™(k[[Qa]])-
Obs: Cada algebra basica A é 2-admissivel.

s pseudocompactas



induzida pelo funtor
1= 2
Construgao funtorial Driblando o problema

Construgao do adjunto a esquerda

Generalizando para todo n

Dizemos que uma algebra basica A é n-admissivel se A é
isomorfa a k[[Qa]]/I com I C J"(k[[Qa]])-

Obs: Cada algebra basica A é 2-admissivel.

Provamos que:

HomPAlgNn (k[[Z]], 4) = Hompagn (E’ J"I?A)) ’

sempre que A € PAlg e ¥ € PAlg" sao algebras n-admissiveis.
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Aprofundando o caso n = 3

Funtor F: A~ A/J3(A)

» Mostramos que cada algebra 3-admissivel A pode ser
aproximada funtorialmente por k[[Q4]].

» Queremos estender a adjuncao para uma classe maior de
algebras.

» Em outras palavras, buscamos uma aproximacao de A por
um quociente da algebra de caminhos de A por um ideal
quadratico.
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Aprofundando o caso n = 3

Dada uma algebra ¥ € PAlg?, seja k[[Qx]] a algebra de
caminhos completas associada a 2. Defina:
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Aprofundando o caso n = 3

Dada uma éalgebra ¥ € PAlg?, seja k[[Qsx]] a dlgebra de
caminhos completas associada a 2. Defina:

Iy = (x € K[[@s]]2 Nkerp) C K[[Qs]];

onde ¢ : k[[@x]] = X é um homomorfismo induzido da escolha
de dois levantamentos

s:8/J(8) =X t:J(X)/JHD) = J(X)

das respectivas projecoes.
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Aprofundando o caso n = 3

Dada uma algebra . € PAlg?, seja k[[Qx]] a dlgebra de
caminhos completas associada a Y. Defina:

Iy = (x € k[[Qx]]2 Nkeryp) C k[[Qx]],

onde ¢ : k[[@x]] - £ é um homomorfismo induzido da escolha
de dois levantamentos

s:8/J(E) =X t:J(X)/THE) = J(D)

das respectivas projecoes.
Obs: O ideal Iy, ndo depende da escolha de levantamentos s e t.
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Aprofundando o caso n = 3

Associe a cada ¥ € PAlg?® a algebra

QXN = k[[@Qs]]/Is € PAlg,.
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Aprofundando o caso n = 3

Exemplos

» Se ¥ = k[[X]]/ X3 entdo Iy, = 0. Portanto,
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Aprofundando o caso n = 3

Exemplos

» Se ¥ = k[[X]]/ X3 entdo Iy, = 0. Portanto,
Q[X]] = K[[XT];
> Se ¥ = k[[X,Y]]/(X?,Y3) temos que
S 2 E[Q]/(XY —YX, X% Y?),

onde () é a aljava
X

()

1 .

O

Portanto, Is = (X2, XY — Y X). Assim,
QIIZ]] = K[[QI)/(X*, XY - YX) = k[[X, Y]]/ X*;
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Aprofundando o caso n = 3

Exemplos

» Considere ) a aljava
et 3
@N LN A
4 2

Se ¥ = kQ/(fa,eda, fcb,dch, edc) entao Iy, = (fa).
Portanto,

QI = kQ/(fa).
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Aprofundando o caso n = 3

Dado um morfismo ¢ : 31 — X9, pretendemos associar a varphi
um morfismo

QLA « kl[Qs ]I/ 1n, — K[[Qs,]l/Is, € PALg .
Isto s6 € possivel se existir um homomorfismo
¢ kQs,]] = K[[@s,]

satisfazendo:

M@ S kles)
1] le2 2 (121) ClIs,.

ElT>EQ
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Aprofundando o caso n = 3

Defina

H(T1,52) = {9 : 51 = To|3¢, 020’ = g1 e ' (In,) C I, } -

Obs:

H(1,52) = Hompayg., (o), i)

I, = Iy,
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Aprofundando o caso n = 3

Defina

H(E1,52) = {9 : 31— D230, 020’ = g1 e ' (In,) C I, } -

Obs:

H(31, %) = Hompag__ (k[[Qzl]] k[[Q22]]>

Iy, = Iy,

Obs: Quando X1 é uma algebra 3-admissivel,

H(El, 22) = HomPAlgs (21, 22)
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Aprofundando o caso n = 3

Considere o homomorfismo de dlgebras

¢ k[[X])/X? = K[[X]]/X°
X +(X? = X24+(X3)
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Aprofundando o caso n = 3

Considere o homomorfismo de algebras

e K[[X]))/X? = K[[X]]/X?
X +(X?) = XZ+(X3)

Se ¢ : k[[X]] = k[[X]] é tal que o diagrama
KX —— k(X

] I
k[[X])/X? - k[[X]]/X°

comuta, entao
o X X2 4 P,

onde p € J3(K[[X]]).
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Aprofundando o caso n = 3

Considere o homomorfismo de algebras
o KX])/X2 = R[[X])/X3
X +(X% = X24+(X3)
Se ¢’ : k[[X]] — k[[X]] é tal que o diagrama

KIX] —— K[[X]
) In
K[[X])/X? - K[[X])/X°
comuta, entao
¢ X X? + p,
onde p € J3(k[[X]]). Como

Lyxyyxe = (X2 Iiyxgyxs =0,
Segue que
@ (Tnxpyx2) = 9 ((X?) € Lyxgyxs = 0.
Portanto, ¢ ¢ H(k[[X]]/X?,k[[X]]/X?).
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Aprofundando o caso n = 3

Considere HPAlg? a subcategoria de PAlg® com os mesmos
objetos e os morfismos entre duas élgebras ¥ e X9 sao os
morfismos em H (31, X9).

pseudocompactas



Aprofundando o caso n = 3

Considere HPAlg® a subcategoria de PAlg® com os mesmos
objetos e os morfismos entre duas élgebras ¥ e Y9 sao os
morfismos em #H (31, ¥9).

Defina:
Ql-] : HPAlg® — PAlg_,
by = k[[Qs]]/Is
¢ = P
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Aprofundando o caso n = 3

Considere HPAlg? a subcategoria de PAlg® com os mesmos
objetos e os morfismos entre duas élgebras ¥ e Y9 sao os
morfismos em H (31, ¥9).

Defina:
Ql-] : HPAlg® — PAlg_,
by = k[[Qs]]/Is
¢ = P

onde @' : k[[Qx,]]/Ix, — k[[Qx,]]/Is, é o tnico homomorfismo
tal que o diagrama

/

Qs )] — kQs.]]

comuta.
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Aprofundando o caso n = 3

Defina HPAlg, ., a subcategoria de PAlg_, do seguinte modo:
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Aprofundando o caso n = 3

Defina HPAlg, ., a subcategoria de PAlg_, do seguinte modo:

» 0s objetos sdo algebras A tais que existem
st AJJ(A) = A t:J(A))J*HA) = J(A)
satisfazendo

L5534y € kere,

onde ¢ : k[[Q4]] — A é o homomorfismo induzido de s e ¢
pela propriedade universal da algebra tensorial completa.
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Aprofundando o caso n = 3

Defina HPAlg, ., a subcategoria de PAlg ., do seguinte modo:

» 0s objetos sdo algebras A tais que existem
st AJJ(A) = A t:J(A))J*HA) = J(A)

satisfazendo

IA/J3(A) Q kergp,
onde ¢ : k[[Q4]] — A é o homomorfismo induzido de s e ¢
pela propriedade universal da algebra tensorial completa.

» os morfismos entre A e B sao os morfismos cuja a imagem
por F3 pertence a H(F3A, F3B).
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Aprofundando o caso n = 3

Considere os funtores

Qll-1]: HPAlg® — HPAlg.
by = k[[Qs]]/Is

2 = P+~

HF;: HPAlg., — HPAlg®
A = A/J3(A)

fH~s = O
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Aprofundando o caso n = 3

Considere os funtores

Q-]: HPAlg® — HPAlg.,
% = k[[Qs]]/Ix

® = P s

HF;: HPAlg,, — HPAlg®
A A J3(A)

f+~s o= O

O funtor Q[[—]] : HPAlg* — HPAlg_, ¢ adjunto a esquerda do
funtor HEF; : HPAlg., — HPAlg.
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Aprofundando o caso n = 3

A adjuncao é verdadeira para algebras A € PAlg da forma

k[[Qall

Iz—l-fg7

A

1%

onde Is é um ideal homogéneo de grau 2 e I3 é um ideal contido

em J*(k[[Qa])-
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Aprofundando o caso n = 3

A adjuncéo é verdadeira para algebras A € PAlg da forma

k[[Qa]]

A
I+ I3’

onde Is é um ideal homogéneo de grau 2 e I3 é um ideal contido
em J3(k[[Qa).

Nem toda algebra A € PAlg é dessa forma. Veja o exemplo a
seguir.
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Aprofundando o caso n = 3

Considere a algebra A = kQ/I, onde

Bt 3
Q: x A '_c\ A I = {(fa— edch).
4 2
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Aprofundando o caso n = 3

Considere a algebra A = kQ/I, onde

Bt 30
& A ’;\ A I = (fa — edch).
4 2

Como
F3A =kQ/(fa,dcb, fcb, eda, edc),

segue que
Iayg304) = (fa).

Se A € HPAlg,_,, entao existiria uma sobrejegao

kQ/(fa) — kQ/I.
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Aprofundando o caso n = 3

Considere a algebra A = kQ/I, onde

et 30
& A ’;\ \A I = (fa— edch).
4 2

Como
F3A =kQ/(fa,dcb, fcb, eda, edc),

segue que
Tayg3ay = (fa).
Se A € HPAlg,_,, entao existiria uma sobreje¢ao

kQ/(fa) — kQ/I.

Portanto, kQ/(fa) = kQ/I, absurdo! Concluindo que
A¢ HPAlg,,.
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Aprofundando o caso n = 3

A adjuncao é verdadeira para algebras A € PAlg da forma

k[[Qall

Iz—l-fg7

A

1%

onde Is é um ideal homogéneo de grau 2 e I3 é um ideal contido

em J*(k[[Qa])-

Fernando dos Reis Naves
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Aprofundando o caso n = 3

A adjuncao é verdadeira para édlgebras A € PAlg da forma

= Q)
I + I3
onde Is é um ideal homogéneo de grau 2 e I3 é um ideal contido
em J°(k[[Qa]])-
Exemplos:

> algebras homogéneas;

> Algebras 3-admissiveis.
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Aprofundando o caso n = 3

Exemplo

Considere a algebra A = kQ/I, onde

5% 44 1

Q: 3& A I = (da — dcb, eda).
2

O ideal quadratico de A/J3(A) = kQ/(da, dcb, edc) &

Layy3(a) = (da).
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Aprofundando o caso n = 3

Exemplo

Considere a algebra A = kQ/I, onde

5% 44 1

Q : 3& A I = (da — dcb, eda).
2

O ideal quadratico de A/J3(A) = kQ/(da, dcb, edc) &

Lay 534y = (da).
O homomorfismo de algebras ¢ : kQ/(da) — kQ/I levando
a+ (da) —a—cb+1

é uma uma aproximagao de A pela algebra quadratica de

AJJ3(A).
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