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Prefacio

Pode-se dizer que o que se conhece hoje por Geometria Finsler tem
suas origens nos trabalhos de B. Riemann a partir de 1854, porém
seu nome se deve ao matemdtico alemao Paul Finsler (1894-1970),
que estudou diversos fundamentos dessa geometria em céalculo das
variagoes, publicando sua tese em 1918. Variedades Finsler generali-
zam variedades Riemannianas onde a norma de uma forma quadratica
positiva definida é substituida por uma norma com propriedades mais
fracas, a chamada norma de Minkowski. Modelos dinamicos descri-
tos pela Geometria Finsler aparecem naturalmente em diversas areas
como mecanica classica, dtica geométrica, mecanica quantica etc. A
partir de Finsler, diversos matematicos tiveram importancia central
para o desenvolvimento desta teoria no século XX, como L. Berwald,
E. Cartan, S-S. Chern e outros.

Nestas notas fazemos uma breve introducao a Geometria Fins-
ler e estudamos alguns aspectos dinamicos de seus fluxos geodésicos.
Em particular, descrevemos algumas aplicacoes da teoria moderna de
dindmica simplética ao estudo dos fluxos geodésicos.

No capitulo 1 apresentamos alguns exemplos cléssicos de métricas
Finsler, e descrevemos o principio variacional que determina o fluxo
geodésico. O exemplo de Katok em S? possui apenas duas geodési-
cas fechadas e mostra como a dinamica do fluxo geodésisco no caso
Finsler pode diferir do caso Riemanniano. No capitulo 2, estudamos
estruturas geométricas associadas a métricas Finsler como conexoes
e curvaturas. Nossa abordagem é totalmente intrinseca e segue o for-
malismo de J. Grifone. A curvatura bandeira, que generaliza a cur-
vatura seccional em geometria Riemanniana, tem papel central para
o entendimento dos campos de Jacobi, ou mais precisamente, para
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o estudo do fluxo geodésico linearizado. No capitulo 3, adaptamos
para o caso Finsler os fundamentos da teoria de Morse classica para
geodésicas de métricas Riemannianas. Aqui o leitor deve estar atento
para algumas diferengas sutis entre os casos Riemanniano e Finsleri-
ano relacionadas com a falta de reversibilidade. No capitulo 4, faze-
mos uma rapida introdugao aos conceitos mais basicos em geometria
simplética e de contato, e exploramos algumas conexoes com a geome-
tria Finsler. Finalmente, no capitulo 5 estudamos o fluxo geodésico
do ponto de vista da dinamica simplética. Varias aplicagoes sao apre-
sentadas, destacando um teorema de Poincaré-Birkhoff para fluxos de
Reeb em S3.

Algumas referéncias foram fundamentais para a elaboracao deste
texto: os livros de S-S.Chern e Z. Shen [6], de Z. Shen [36] e de V. L.
Arnold [2], os artigos de J.Grifone [10, 11] e o artigo de J. Szilasi [37].

Esta é uma versao revisada daquela publicada pelo IMPA pelo
XXIX Coldquio Brasileiro de Matematica, realizado em 2013. Agra-
decemos Diego Sandoval Salazar pela leitura cuidadosa dos capitulos 1
e 2, e pela sugestao de diversas pequenas correcoes e melhoramentos.



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page vii — #7

vii

Dedicado a memoria de

Fernando Pinto Peixoto
Elza de Faria Peixoto



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page viii — #8



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 1 — #9

Capitulo 1

Meétricas Finsler

Métricas Finsler sao generalizagoes naturais de normas Rieman-
nianas onde a norma de um produto interno positivo-definido é subs-
tituida por uma norma de Minkowski. Varios fené6menos dinamicos,
que podem ser modelados pelo fluxo geodésico de uma métrica Fins-
ler, nao sao contemplados pelo caso Riemanniano. Uma caracteristica
peculiar é a nao-reversibilidade do fluxo geodésico. Como consequén-
cia, a questao da existéncia e multiplicidade de geodésicas fechadas
pode ser bastante distinta do caso Riemanniano. Neste capitulo,
apresentamos alguns exemplos de métricas Finsler bastante conheci-
das na literatura.

1.1 Meétricas

Seja M um conjunto qualquer.

Definigao 1.1.1. Dizemos que d : M x M — [0, +00) € uma métrica
em M se

(i) d(p,q) =0 < p=q,Vp,q € M.
(i) d(p,q) < d(p,r) +d(r,q),Yp,q,7 € M.
Se d ainda satisfizer

(iii) d(p,q) = d(q,p),Yp,q € M,
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entdo dizemos que d € reversivel. Caso contrdrio, dizemos que d €
nao-reversivel.

Exercicio 1.1.2. Seja V um espaco vetorial munido de um produto
interno positivo definido ( , ). Mostre que d(p,q) = \/{p —q,p — q)
€ uma métrica reversivel em V.

1.1.1 A métrica Funk

Em [36], encontramos o seguinte exemplo. Seja 2 C R? um aberto
limitado e convexo cujo bordo topoldgico OS2 é a imagem de uma curva
suave fechada simples com curvatura nao-nula. Dados p # ¢ € Q,
seja zpq a intersecgao de 02 com a semi-reta por p que passa em q.

Definimos
|2pg — P

dr(p,q) :=In > 0.
|2pg — 4
Definimos também dg(p,p) = 0, Vp € Q.
50 Zpg

Figura 1.1: A métrica Funk em €.

Exercicio 1.1.3. Mostre que dgr satisfaz a desigualdade triangular.

E sempre possivel encontrar p # ¢ tais que d(p, q) # d(g,p), veja
Figura 1.1. Portanto, dr é uma métrica nao-reversivel em (2, cha-
mada de métrica Funk em €.
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1.2 Espacos de Minkowski

Seja V um espaco linear real de dimensao finita.

Defini¢ao 1.2.1. Dizemos que a fun¢ao continua F :V — [0, 4+00)
€ uma norma de Minkowski em V se

(i) F éC>® em V \ {0}.
(i) F(\y) = AF(y),Yy € V,X\ > 0. Diz-se que F ¢é positivamente

homogénea de grau 1.

(iii) Yy € V\ {0}, a forma bilinear simétrica

1 9
gy(u,v) = 5886tF2(y+5u+tv)|S:t:0 (1.1)

é positiva-definida. Diz-se que F? é estritamente convera.
O par (V, F) € chamado de espago de Minkowski.

Em coordenadas y = (y,...,y") € R* ~ V, usamos a notacao

1
gij(y) = gy(ayi76yj) = iaj,y,F2(y)
Exemplo 1.2.2. Um produto interno positivo definido { , ) em V
induz uma norma de Minkowski F(y) := \/{y,y).

Exemplo 1.2.3. Considere a métrica Funk vista na se¢dao anterior.
Vamos construir uma norma de Minkowski em cada espago tangente
T,Q. Dados p € Q ey € T, ~ R?, nada mais natural do que
definirmos a norma de y por

. dr(p,p+ey)
lyllp = lim ———
e—0* 5
o LIl = G ey~ Infzy, — pl?
e—0t+t 2 e

1
= —§d(ln(<zpy — Xy Zpy — x>));l’ Y

_ <yazpy _p> _ ‘y|
|Zpy _p‘z |Zpy -l
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onde zpy € a interseccdo da semi-reta por p que passa em p+ey,e > 0,
com o bordo 9). Note que zp, ndo depende de € > 0. Segue que para
todo p € Q, o conjunto

Sy ={yeT,Q~R?: |y|r =1}
coincide geometricamente com Of).

Teorema 1.2.4 (Euler). Seja h : R™ \ {0} — R uma fun¢do su-
ave e positivamente homogénea de grau o > 0, ou seja, h(\y) =
A%h(y),Yy € R™\ {0}, A > 0. Entdo

hyi (y)y' = ah(y), Yy # 0. (1.2)
Demonstragao. Basta derivar a igualdade h(Ay) = A*h(y) em rela-
cao a A e fazer A = 1. O

Usamos sempre a notacao de Einstein. Por exemplo, em (1.2),
esta subentendida a soma em 1.

Exercicio 1.2.5. Seja h como no Teorema de Euler, onde oo > 1.
Definindo-se h(0) = 0, mostre que h é de classe C* em 0 e h'(0) =
... = h¥)(0) = 0 para todo inteiro 0 < k < a.

Como F? é homogénea de grau 2, Oyi I 2 ¢ homogénea de grau 1.
Usando o Teorema de Euler, obtemos

1 .
9i;y’ 25(851'3/]‘}72)3/]

1 .
25(82 F2)y

Yyt
1 . (1.3)
:5(83}] <6y1F ))yj
1
Concluimos que
1
9y(y,v) = 5dF*(y) - v. (1.4)

Exercicio 1.2.6. Use a homogeneidade de F para mostrar que

9y(y,y) = F*(y),vy € V. (1.5)
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Exercicio 1.2.7. Mostre que g;; € positivamente homogénea de grau
0, ou seja gi;(\y) = gi;(y), Yy # 0, X > 0. Conclua que se F €
uma norma de Minkowski em V e F? é C?, entio F? é uma forma
quadrdtica, ou seja, o

F? = giy'y,
onde g;; nio depende de y e, portanto, F? é C.
Exercicio 1.2.8. Mostre que

(i) F(y +v) < F(y) + F(v),Yy,v € V. Seque que d definida por
d(p,q) == F(p—q),Vp,q € V, é uma métrica em V.

(i) Vale a sequinte desigualdade de Cauchy-Schwarz:

gy (y,v) < F(y)F(v) Yy,v € V.

Exercicio 1.2.9. Seja F : R? — [0, +00) dada por

F(y1,y2) = {y} + 3cyiys + ya /%

Mostre que F é uma norma de Minkowski em R? se e somente se
0<c<2.

Chamamos o conjunto S := F~(1) C V ~ R" de indicatriz de F.
Pela definicao de F', S deve ser uma hipersuperficie suave difeomorfa
a S"~! C R™ e estritamente convexa, ou seja, todo hiperplano H,
tangente a S num ponto p € S é um hiperplano suporte singular com
contato de ordem 1 com S. Isso quer dizer que H, NS = {p} e para
toda curva «a(t),t € (—g,e) — S, satisfazendo a(0) = p e o/(0) # 0,
temos que o’ (0) € H, —p. Mais ainda, denotando por N : § — S"~!
a aplicagao de Gauss dada pela normal exterior unitéria a S, temos
que N é um difeomorfismo. O leitor estd convidado a verificar todas
estas afirmacoes, veja mais detalhes em § 4.3.6.

Seja S < V uma hipersuperficie suave estritamente convexa, di-
feomorfa & esfera S™~! e tal que a origem 0 € V esteja contida na
parte limitada de V'\ S. Entao S induz uma norma de Minkowski F'
em V, definindo-se F'(0) =0 e F(z) = c > 0 se e somente se £ € S.

Exercicio 1.2.10. Mostre que F' assim definida é uma norma de
Minkowski em V.
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Dado y € V \ {0}, seja S, = F~'(F(y)). Entao S, = F(y)S e
note que, por (1.4),
7,8, ={weV:g,(y,w) =0}

Como S, é uma hipersuperficie estritamente convexa e as fungoes g;;
sao homogéneas de grau zero, temos que a aplicacao

L:V\{0} =V*\{0}
Y= g9y(y,°),

é um difeomorfismo, que pode ser estendido a um homeomorfismo
V ~ V* definindo-se L(0) = 0. Acima, denotamos por V* o espago
dual de V.

(1.6)

Exercicio 1.2.11. Mostre esta dltima afirmacdo.

1.2.1 Normas do tipo Randers

Seja A = (a;;) € R™"™ uma matriz simétrica e positiva definida, e
seja f : R — R um funcional linear. Seja {e;} a base canoénica de
R™ de forma que B(y) = >_;—, Biy® para tnicos f3;, para todo vetor
y=> 1 ,y'e; € R". Seja F : R"™ — R dada por

F(y) = \/aiy'y? + B(y).

Denotemos a norma de 8 com respeito & matriz A por

191 = sup {50+ yforar =1}

Exercicio 1.2.12. Mostre que F' € norma de Minkowski em V se
e somente se ||Blla < 1. Nesse caso, F é chamada de norma de
Minkowski do tipo Randers.

1.3 Meétricas Finsler

Definigao 1.3.1. Seja M wuma variedade diferencidvel. Chamamos
uma fungdo continua

F:TM — [0,+0)

de métrica Finsler em M se I satisfaz
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(i) F é C™ em T My, o fibrado tangente com a se¢ao nula remo-
vida.

(i) F(Av) = AF(v),Yv = (z,y) € TM, X > 0, onde estamos deno-
tando v = (z, \y).

(iii) A forma bi-linear simétrica g, : T, M x T, M — R, definida por

1 092

g (u,w) := iatasFQ(x’y + su + tw)|s=t=0, Yu,w € T, M,

€ positiva-definida Vv = (z,y) € T M.
O par (M, F) é chamado de variedade Finsler.

Note que se F' é uma métrica Finsler em M, entdo F|r,p é uma
norma de Minkowski em T, M ,Vz € M.

Definicao 1.3.2. A reversibilidade de F ¢ definida por
r=sup {F(-v)|veF'(1)}.

Dizemos que uma métrica Finsler é reversivel se r = 1, ou seja, se
F(v)=F(-v), Yo e TM.

Exercicio 1.3.3. Mostre que sempre vale r > 1.

Definicao 1.3.4. O conjunto TAM = {v € TM | F(v) = 1} ¢
chamado de fibrado unitdrio da métrica Finsler F.

Exercicio 1.3.5. Mostre que THM € uma hipersuperficie reqular de
TMy e que, para todo x € M, T-EM N T, M é uma hipersuperficie
estritamente convexa S, C T,M contendo a origem no interior da
componente limitada de seu complementar.

Veremos a seguir alguns exemplos de métricas Finsler.

1.3.1 Métricas Riemannianas

O exemplo mais simples de métrica Finsler é a norma de uma métrica
Riemannniana g numa variedade M. Nesse caso, F(v) := y/g(v,v) é
uma métrica Finsler reversivel.
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1.3.2 Meétricas Finsler do tipo Randers

Seja g uma métrica Riemanniana em M e § uma l-forma em M.
Denote por ||B|lg = sup{B(v) | g(v,v) =1,v € TM}.

Exercicio 1.3.6. Mostre que F(v) := v/g(v,v)+8(v) é uma métrica
Finsler em M se e somente se |||y < 1.

Definigao 1.3.7. Uma métrica Finsler como no Ezxercicio 1.3.6 é
chamada de métrica Finsler do tipo Randers. Usamos também a
notagdo (M, g, B) para a variedade Finsler (M, F).

Denote por X(M) o espago dos campos de vetores em M e seja
¢ € X(M) o tnico campo de vetores em M satisfazendo 8 = g((,-).

Exercicio 1.3.8. Mostre que a reversibilidade da métrica Finsler do
tipo Randers (M, g, ) € dada por

s sup L@l

weM 1 — ||<(w)||g

1.3.3 Meétricas Finsler do tipo Zermelo
Sejam h uma métrica Riemanniana e W € X (M). Suponha que
sup{||W(z)||p:z € M} < 1.
Para todo z € M, seja S, := {y € T, M : h(y,y) = 1}. Entao
Sy =8, +W(zx),z € M,

induz uma métrica Finsler F' em M definindo-se F(S,) = 1,Vz € M,
ou seja, a indicatriz de F em T, M coincide com S, para todo z € M.
Chamamos a tripla (M, h, W) de dados de navegagao de Zermelo.

Um fato interessante é que o conjunto de métricas Finsler do tipo
Randers coincide com as do tipo Zermelo. No entanto, as métricas
Riemannianas associadas nao coincidem.

Sejam (M, h, W) os dados de navegagdo de Zermelo induzindo
uma métrica Finsler F' em M. Em coordenadas tangentes naturais

po(xt, ... 2",

(1.7)
p :(‘r17"'7$n7y17"'3yn)3

n .
Z y’awi
i=1
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temos h;; = h(0,i,0,:) e W = W3d,;. A correspondéncia entre
Zermelo (M, h,W) e Randers (M, g,f) é a seguinte: a métrica Ri-
emanniana g = g;;dz’ ® dz/ e a 1-forma B = B;dz’ em M sdo da-
das por Gij = %(hij + %Wsz) e B = —M;i, onde W; = hijo e
A=1—h(W,W).

Exercicio 1.3.9. Deduza as formulas acima para g;; e B;.

O campo de vetores W pode ser interpretado como um ‘vento’ que
interfere no fluxo geodésico original de g contribuindo ora a favor,
ora contra o movimento. Por exemplo, o movimento de um navio
na esfera terrestre é influenciado pelo vento e sua velocidade é maior
quando viaja a favor do vento e é menor quando viaja contra o vento.
Mais adiante discutiremos o exemplo de Katok onde ficard mais claro
o papel do campo W.

1.3.4 Métricas Finsler do tipo («, )

Sejam (M, o) uma variedade Riemanniana e f uma 1-forma em M.

Denote por ||ylla = Vau(y,y) a norma de y € T, M, para todo
zeM.
Assuma que
1Bzl :=sup{Ba () | lylla =1} <, (1.8)
para algum € > 0 e seja ¢ := (—e,€¢) = (0,00), uma funcdo suave
satisfazendo

#(s) — ¢/ (s) + (b — 5%)¢"(s) > 0,
para todo |s| < b < e. Seja

Ba(y)
F(z,y) = ¢ <

[ylla
Proposigao 1.3.10. A funcao F : TM — [0,00) definida em (1.9)
determina uma métrica Finsler em M, chamada de métrica Finsler
do tipo (o, 3).

Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [6].

) Ylla:V(z,y) € TMo. (1.9)

Exercicio 1.3.11. Fize ¢(s) =s+1 ee =1, e assuma que ||Bz]|a <
1, Vo € M. Mostre que a métrica («, ) coincide com a métrica
Randers associada a o e [3.
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1.4 Geodésicas - Um principio variacional
Sejam F : TM — [0,400) uma métrica Finsler em M, E = %FQ e
v :a, b = M
uma curva que é C'* por partes com relacdo a particao
P={a=ty<t; <...<ty =0},
isto é, v é continua e |, 4, ) ¢ C° Vi = 0,...,N — 1. Assuma
também que vy satisfaz F'(v,%) = 1.

Consideramos variagoes de y que respeitam a particao P e mantém
os extremos fixos, ou seja, fungoes continuas

H:(—¢,e) x [a,b] = M
satisfazendo
(i) H é C® em (—¢,€) X [ti—1,t],Vi=1,...,N.
(ii) v(¢t) = H(0,t), H(u,a) = vy(a) e H(u,b) = v(b), Vi, u.

Denote por
OH
V .—

T %(07 )

o campo “variagdo infinitesimal” induzido por H, e por 7, := H(u,-).
Seja

b N t;
)= [ Fowdat=3 [ Pousd
a i=1 7 ti-1

o comprimento da curva ~,. Podemos assumir, por simplicidade,
que cada (—e,€) X [t;—1,t;] é mapeado por H no dominio de um
sistemas de coordenadas (z?,...,2"), e fazemos a anélise do termo
correspondente em coordenadas tangentes naturais

(ml,...,wn,yl,...,y”)
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dadas em (1.7). Como dE = FdF ¢ E,. = gy, temos

0
Mz

ka + Eylc Vk) dt
1

-
Il

I
Mz

E k= E k) det+Ekak|t:_1

WC
N

1/t

-
I

I
Mz

ti—1

fz
/ ki ¥ — Eyryii9) VEdt + g VE)
1 ti—

.
Il

N t;
== / 95k (7 + 2G7 (v, A)VEdt + g3 VE:

=1

= _/ g5(W, V)dt
—1
+ ( 'y(ti‘)(/y(tii)vv(ti)) —gﬁ(tr)("y(t;r),V(ti))L

i

=

Il
s

onde vy =10,;, W = WIid,; = (5 4+ 2GI(,%))0,s com

@ (a,9) = 36" (Burys* — o)

1 (1.10)

= Zgjl(Qazkgrl - azlgrk:)yryk

e (¢') = (gj1)~'. Na tltima igualdade usamos (1.3) e (1.4). Temos

que ¢ (0) = 0 para todo campo variagdo V que se anula nos extremos
se e somente se

342G (7,4) =0, ¥j=1,...,n (1.11)

A7) =4, Vi=1,... k- 1. (1.12)

A igualdade (1.12) decorre do homeomorfismo (1.6). Segue que vy é
de classe C'. Por (1.11), obtemos que y é C*°.
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Definimos o campo geodésico S em TM dado em coordenadas
naturais por

S(z,y) =40y — 2G7 (w,y)0,s, (1.13)

onde G7 ¢ definido em (1.10). Embora néo seja evidente neste mo-
mento, tal campo fica bem definido globalmente, independentemente
do sistema de coordenadas. Isso ficard claro no Capitulo 2, onde S
ser4 definido intrinsecamente. Segue que S é C! em TM e é C*® em
T My, veja o Exercicio 1.4.2.

Definigao 1.4.1. Uma curva~ : [a,b] = M da forma ~(t) = n(T'(t)),
onde mw: TM — M € a projecdo no ponto base et — I'(t) é trajetéria
do campo S € chamada de geodésica.

A forma do campo S implica que I" = (vy,%), como o leitor facil-
mente verificara.

Os argumentos acima nos mostram que uma curva suave por par-
tes 7 satisfazendo F(v,%) = 1 é geodésica se, e somente se, £'(0) = 0
para toda variacao de . Na verdade, como o comprimento é invari-
ante por reparametrizacoes, as mesmas conclusoes sao obtidas apenas
assumindo que a velocidade de v nunca se anula.

O fluxo de 2 = Soz em T My é chamado de fluxo geodésico e suas
solugdes se projetam em M nas geodésicas, por defini¢ao.

Exercicio 1.4.2. Mostre que as funcdes GJ sdo positivamente ho-
mogéneas de grau 2 em y. Conclua que S se estende a um campo de

classe C* em TM.

Definicao 1.4.3. Uma métrica Finsler é chamada de métrica de
Berwald se G*(x,y) € quadrdtica em y para todo x € M, ou seja,

Gl(xvy) = iG;k(l‘)yjyk7V(l‘,y) € TMO

Exercicio 1.4.4. Mostre que métricas Riemannianas sdo de Ber-
wald.

Nem toda métrica de Berwald é Riemanniana.
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1.5 Outros exemplos de métricas Finsler

1.5.1 A métrica de Katok: apenas 2 geodésicas
fechadas em S?

Considere a esfera unitdria S? C R? com a métrica h induzida pela
métrica Euclidiana em R3. Em S2, considere o vento

W = ey = e(—y0y + x0y), |e] < 1,

onde (z,y, ) sdo coordenadas em R3 e (7, 6) sdo as coordenadas pola-
res (z,y) = (rcos@,rsinf). Seja F a métrica Finsler em S? associada
aos dados de navegacao de Zermelo (S2, h, W).

As geodésicas de h sdo curvas em S? que percorrem os grandes
circulos com velocidade constante. Assumimos que esta velocidade
seja igual a 1.

Para descrevermos uma geodésica da métrica Finsler F', considere
o fluxo em S? associado ao campo de vetores W. Em coordenadas
(z,y, z), temos

x(t) coset —sinet 0 x(0)
y(t) | = | sinet coset 0 y(0)
z(t) 0 0 1 z(0)

Dados pg € S? e vg € Sy, := {W(po) +v : h(v,v) = 1}, é possivel
mostrar que a geodésica (t) de F' com as condigdes inicias (pg,vg) é
dada por

Y(t) = Ye(0(t)), (1.14)
onde 7o(t) é a geodésica de h com condigoes iniciais pg € S? e
vo — W(po) € Tp,S% Note que as geodésicas de F sdo, portanto,
as geodésicas de h ‘arrastadas’ pelo vento W.

Existem 2 geodésicas de F' que percorrem o equador {z = 0} N S?
em sentidos opostos e com perfodos distintos (a geodésica que per-
corre o equador no mesmo sentido do vento tem periodo menor do
que a que percorre o equador no sentido oposto ao vento). Segue
também de (1.14) que todas as outras geodésicas intersectam o equa-
dor infinitas vezes. A variagao angular A entre dois cruzamentos
consecutivos de uma geodésica com o equador € igual a

A0 =7 +em.
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Concluimos que se ¢ é racional, todas as geodésicas sao fechadas. Se
€ é irracional, apenas as duas geodésicas que percorrem o equador
sao fechadas. Este fato mostra um contraste com fluxos geodésicos
de métricas Riemannianas em S2. Estes tltimos admitem sempre
infinitas geodésicas fechadas.

1.5.2 As métricas de Shen: a lagoa e o tanque de
peixes

Considere o disco unitario D := {x = (z!,2%) € R? : |z| < 1} munido
da métrica Euclidiana g. O vento em D é dado pelo campo de vetores

W= —220,1 + 210,2. (1.15)

Os dados de navegagao de Zermelo (D, g, W) determinam a métrica
Finsler F' em D dada por

VEPY TP A PO RP) %y - oy
1 |22 1— [z

F(x,y) =

ondez € D,y =Y y'0,: e |-| denota a norma Euclidiana em R?. Essa
é a chamada lagoa de peixes de Shen. Um peixe partindo da origem e
que deseja atingir a comida localizada no bordo 0D no menor tempo
possivel deve percorrer uma geodésica, que é uma espiral. Suponha
um polvo percorrendo essa espiral e deixando um rastro de tinta por
onde passa. Se o rastro de tinta continuar a se mover com o vento,
entao o rastro serd sempre um segmento de reta que gira junto com
o movimento do polvo.

Considerando T := D x [0,1] C R3 com a métrica Euclidiana g e
o mesmo vento (1.15), obtemos uma métrica Finsler em T com dados
de navegacao de Zermelo (T, g, W). E o chamado tanque de peixes
de Shen. Similarmente um peixe que sai de (0,0,0) e deseja atingir
os mosquitos em algum ponto (z,y, 1) no menor tempo possivel, deve
percorrer uma geodésica, que se projeta em D numa espiral.

Assim como no exemplo de Katok, as geodésicas de ambos os mo-
delos acima correspondem as geodésicas de g arrastadas pelo vento .
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1.5.3 A métrica de Matsumoto: inclinagao da
montanha

Considere f: € C R? — R uma funcdo suave e seja S C R3 o gréfico
de f. A métrica Riemanniana em ) induzida por S — R3 é dada
por

h = (14+f4)dr' @dz' + fo1 fo2 (do' @do? +dz? @dat )+ (14 2 ) dr* @da?,

onde (x!,2?) sdo coordenadas em R2.

Considere agora uma pessoa caminhando na superficie S sob o
efeito da forca da gravidade —kd,3, onde k > 0 é alguma constante e
(2,22, 2%) sdo coordenadas de R3. Para cada ponto p € S, considere
o plano tangente 7, a .S no ponto p. Se ndo houvesse a influéncia da
gravidade entdo a indicatriz em 7, seria dada pelo circulo unitario
centrado em p, que corresponde aos pontos alcangados a partir de p
em tempo 1 (em termos infinitesimais). A forca da gravidade em p se
projeta em m, ao longo de sua normal num vetor g, € 7, cuja norma

Euclidiana é dada por

. [ A+
ksina = ky | —&—2—,
1+ 2 + f2

onde a ¢é o angulo entre 7, e o plano x'z%. Seja 6 o angulo que

um vetor v € m, faz com g,, com orientacao dada pela normal su-
perior a S. Se no ponto p € S a pessoa caminha no sentido de 6,
entao a forca da gravidade contribui para seu movimento naquele
sentido com uma aceleracao de ksinacosf. A componente da forca
da gravidade na direcao perpendicular ao movimento é anulada pelo
atrito entre a pessoa e a superficie. Dessa forma considera-se que
a quantidade percorrida em tempo 1 (em termos infinitesimais) seja
de 1+ %k sinacos . Em coordenadas polares em 7,, obtemos desta
forma uma nova indicatriz em m, dada por

r =1+ ccosb, (1.16)

onde ¢ = %k; sina. Note que a curva (1.16), chamada de limagon,
é estritamente convexa se e somente |¢| < 1/2. Nessas condigoes,
obtemos uma métrica Finsler em S que por sua vez induz uma métrica
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Finsler em . Supondo k = 2, obtemos uma restri¢cao na inclinacao
da superficie S dada por

1
£21 +f122 < 3

As geodésicas dessa métrica Finsler ndo tem uma relagao simples com
as geodésicas da métrica Riemanniana h. Veja mais detalhes em [28].

Figura 1.2: As curvas limagcon r = 1+ ccosf, com ¢ = 0.45 (estri-
tamente convexo) e ¢ = 0.65 (néo estritamente convexo), respectiva-
mente.
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Capitulo 2

Conexoes e Curvaturas

Neste capitulo apresentamos as principais estruturas geométricas as-
sociadas a uma métrica Finsler. Inicialmente estudamos conexoes de
Grifone e suas diversas propriedades como tensao, torgao e curvatura.
Apresentamos uma conexao de Grifone canonicamente associada a
um spray, em particular a uma métrica Finsler. Feito isso, defini-
mos as chamadas conextes de Finsler, que sao conexoes no fibrado
bi-tangente, sendo as mais conhecidas as conexoes de Berwald, Car-
tan, Chern-Rund e Hashiguchi. Finalmente, discutimos a curvatura
de Riemann e a curvatura bandeira, importantes para o estudo de
fluxos geodésicos.

Todas as construgoes a seguir sao feitas de forma intrinseca. No
entanto, apresentamos também suas representacoes em coordenadas,
pois estas muitas vezes facilitam as demonstracoes. Para mais deta-
lhes sobre estes tépicos, veja [7, 10, 11, 36, 37].

2.1 Distribuicoes horizontais e a conexao
de Grifone

Seja M uma n-variedade diferencidavel. Os fibrados tangente e cotan-

gente
ey TM — M,

T M- T*M — _]\4-7

17
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sao exemplos de fibrados vetoriais sobre M com postos iguais a n. O
fibrado bi-tangente wppy : TTM — TM admite naturalmente um
subfibrado V — T'M, chamado de distribuicao vertical, definido por

V= keI‘(dﬂ'T}V[ :TTM — TM)

Definicao 2.1.1. Um subfibrado H C TTM ¢é chamado de distri-
buicdo horizontal se
TTM =V & H. (2.1)

Os postos de V e de uma distribuicao horizontal H sdo iguais a

n. Denotamos por
v:TTM =V,

h:TTM — H,

as projegoes induzidas pela decomposicao (2.1), ou seja, v|y = I|y,
’U|7.[ = 0, h|7.[ = I|7.[ e h|v =0.

™
v

*H

Figura 2.1: TTM =V ®H

Definigao 2.1.2. Uma conexao de Grifone em M ¢ uma aplicac¢do
de fibrado T' : TTM — TTM sobre a identidade tal que T? = I e
ker(T'+ 1) =V.

Observagao 2.1.3. Uma conexdo de Grifone I' em M determina
uma distribui¢cao horizontal H := ker(I' — I). Reciprocamente, uma
distribui¢cdo horizontal H determina uma conexdo de Grifone I’ decla-
rando-se Ul = Iy e Ty = —1|y.

Por hora, nao temos uma escolha canonica para a distribuigao ho-
rizontal H e apenas assumimos sua existéncia. Veremos mais adiante
que estruturas adicionais em M induzem uma tal escolha.
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Para cada w = (z,y) € TM, temos o isomorfismo candnico

d
ty Ty M =V tu— —t(x,y+ut)|t:0.

d

A distribuigao vertical V admite uma segdo natural C' € I'(V) dada
por
C(w) = iv(y), Yoo = (2,y) € TM.

A aplicacao
J:TTM =V, (—iyodn(() (2.2)

é chamada de endomorfismo vertical, ou também de estrutura quase
tangente. E imediato que ImJ = ker 7 = V e, portanto, J?2 = 0.

Exercicio 2.1.4. Mostre que se I' € uma conexao de Grifone, entao

Jr=J el J =-J.

Definigdo 2.1.5. Uma k-forma L € QF¥(TM,TTM) em TM com
valores em TTM ¢ chamada de semi-bdsica se

(i) J oL =0, ou seja, L assume valores verticais.
(ii) Se X' € vertical para algum i, entdo L(X*,...,X"*) =0.

Exercicio 2.1.6. Mostre que o tensor J € QYT M, TTM) é semi-
bdsico.

Observe que a projegao mrys induz um isomorfismo candnico
igg = (drla,) ™"t TrguyM — Hau, Vw € TM.

A projegao h : TTM — H satisfaz h(¢) = iy o dn(¢) e é chamada de

endomorfismo horizontal. E imediato que hJ =0e Jh=J.

Sejam (x!,...,2™) coordenadas locais no aberto U C M e

(xl,...,x",yl,...,y")

coordenadas naturais tangentes em TU. Entao
Vi =span{0y:,i =1,...,n},Vw = (z,y) € TU,
e existem fungoes I'l : TU — R, i,k € {1,...,n}, tais que

H. =span{d,i,i =1,...,n}, onde §,i := Jpi — I‘f(w)ayk (2.3)
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Em (2.3), estamos usando a convencao de Einstein para a soma. Os
coeficientes T'¥ sdo também chamados de coeficientes da conexio de
Grifone I' associada a H. Temos entao que

v(a'dy: +0'9,) = (a’ + Tpb%)0,,

h(a'yi + b'04i) = b0, = b (0ps — TFO,0),
iv(a'd,i) =
i3(a'0yi) = a6, = a' (D Ffayk),
C(z,y) =
Seja o
dy* == dy" + I'yda’ (2.4)

e note que {dz’,dy’} ¢ a base dual de {d,:,0,:}.

Definicao 2.1.7. Seja X € X(M) um campo de vetores em M.
Entdo a se¢io XV € I'(V) dada por X" (z,y) = iyv(X(x)) € Vi) €
chamada de levantamento vertical de X. O levantamento horizontal
X" de X € definido de forma similar. Sejam ¢; o fluzo em M de
X e iz, y) := (d1(x),doe(2)(y)) o fluzo linearizado em TM asso-
ciado a ¢y. Entdo 1y determina um campo de vetores X¢ € X(TM),
chamado de levantamento completo de X.

Exercicio 2.1.8. Dado X € X(M), mostre que JX¢ = X" e que
[C,X"] = —=X", onde [-,-] denota o colchete de Lie em TM. Dica:
use coordenadas.

Observagao 2.1.9. Em coordenadas locais (z*,...,2") de uma va-

riedade, dados campos de vetores locais X = X'0,:,Y =Y"'9,:, con-
vencionamos que

[(X,Y] = (X790, Y" — Y70, X")0,:.

Associados a uma distribuicao horizontal H (ou & uma conexdo
de Grifone, equivalentemente) temos intrinsecamente diversos outros
objetos.

Definigao 2.1.10. 7y := [h,C] € QY (TM,V) é chamada de tensio
de H. Aqui, [h,C] denota o colchete de Frolicher-Nijenhuis entre h
e C, definido da sequinte forma: dado X € X(TM), entdao
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onde os iltimos [-,-]’s denotam o colchete de Lie usual. Quando 7 =
0, dizemos que a distribuicao horizontal H é homogénea.

Exercicio 2.1.11. Verifique que Ty estd bem definida. Dica: use
h+v = I e a sequinte propriedade do colchete de Lie: se f,g €
C>®(TM),X,Y € X(TM), entdo

[FX,9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (/)X

Exercicio 2.1.12. Mostre que Ty € semi-bdsico. Dica: note que a
distribui¢do vertical V = span{0,:} € integrdvel, ou seja [Y1,Ys] €
L'(V),vY1,Ys € (V).

Exercicio 2.1.13. Mostre que 734 = 0 se e somente se, em coorde-
nadas naturais, as funcoes T¥(z,vy), definidas em (2.3), sdo positiva-
mente homogéneas de grau 1 em y.

Definigao 2.1.14. ty := [J,h] € Q*(TM,V) é chamada de tor¢do
fraca de H. Novamente, [J,h| € o colchete de Frélicher-Nijenhuis
entre J e h, e € definido da seguinte forma: dado X,Y € X(TM),
entao
7, B (X,Y) =[T X, hY] + [hX, TY] + T o h[X, Y]
+hoJX,)Y]|-TJ[X,hY] - T[hX,Y] (2.6)

Exercicio 2.1.15. Mostre que ty é semi-bdsico. Conclua que
ty(X,Y) =vhX, JY]+0[TX,hY] — J[hX,hY]. (2.7)

Veja a demonstracao do Teorema 2.3.4 para uma expressao da
torcao fraca em coordenadas.

Definicao 2.1.16. Ry := —1i[h,h] € Q*(TM,V) é chamada de
forma de curvatura de H. Aqui, [h,h] é definido como em (2.6)
substituindo-se J por h. Nesse caso, como h?> = h, temos

% [h,h] (X,Y) =[hX, hY] + h[X, Y]
— h[X,hY] — h[hX,Y],

(2.8)

VX,Y € X(TM).
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Exercicio 2.1.17. Mostre que Ry é semi-bdsico. Conclua que
Ry (X,Y) = —v[hX,hY].
Exercicio 2.1.18. Mostre que em coordenadas naturais temos
Ry (041, 043) = =041, 005] = (8517 — 055 1) Oy,
onde 0,:I'7" = 0, 17" — I’fayk .

Exercicio 2.1.19. Mostre que [J,C| = J e [J,J| = 0, onde os
colchetes de Frélicher-Nijenhuis sao definidos como em (2.5) e (2.6),
respectivamente. Dica: use coordenadas.

Definigao 2.1.20. Definimos F : TTM — TTM,F? = —1I, a estru-
tura quase-complexa em T M determinada por Fh = —-J e FJ = h.

Exercicio 2.1.21. Mostre que JF = v, Fv = hF e que, em coor-
denadas naturais, temos

.F(Sxi = —6yi € ]—"83,1 = 5zz‘.

2.2 Sprays

Nesta se¢ao vemos que sprays determinam uma conexao de Grifone
cuja distribuicao horizontal é livre de tensao e de torgao.

Seja TMy = {(z,y) € TM : x € M, T,M > y # 0} o fibrado
tangente de M com a sec@ao nula removida. Sabemos que T'M, tem
estrutura de variedade suave e denotamos por mrjs, a restricao de
mry a T My. Naturalmente, temos a decomposigao TT My =V ® H
induzida pela restricao. Muitos dos objetos a seguir sao definidos em
T My porém, na maioria dos casos, estes podem ser estendidos a T'M
possivelmente com um ordem de diferenciabilidade menor.

Definigao 2.2.1. Um semi-spray numa variedade M € um campo de
vetores S € X(TM) de classe C*, suave em T My, que satisfaz

JS =C. (2.9)

Se S ainda satisfizer
[C,S] =S5, (2.10)

entao dizemos que S € um spray.
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Exercicio 2.2.2. Em coordenadas naturais (x,y) seja
S(z,y) = ' (2,9)0p — 2G*(2,9)0y,

um campo de vetores, onde o', G%,i = 1...n, sdo funcdes de classe
Cl. Mostre que as condi¢oes (2.9) e (2.10) sdo equivalentes, respec-
tivamente, a

al(z,y) =y

Gz, \y) = NG (z,y),
Y(z,y),A\>0,i=1...,n.

s

Teorema 2.2.3. Seja S um semi-spray em M. Entao T :=[7J,S] é
uma conexdo de Grifone em M e a proje¢do

1

determina uma distribuicao horizontal H = ker(I' — I) cuja torg¢ao
fraca se anula. Mais ainda, se S € um spray, entdo a tensao de H
também se anula.

Demonstragao. Seja X € X(T'M). Entao em coordenadas naturais
(z,y),y # 0, temos X = X'9,: + Y9, e S = y'0,: — 2G'9,:. Logo
JX =Xy e
(X, 8] =(Y" — 970, X' 4+ 2G990, X")0yi + (%)0yi,
[TX, 8] =X"04i + (—2X70,,G" — 70, X' + 2G99, X")0,:.

Logo
I'(X) =1[7,5](X) = I X, 5] - T[X, 5]

) ) , ) (2.11)
=X'0, + (-Y" — 2Xj(9yj Gz)ayi.

Segue que ker(I' + ) = span{0,:} =V e

I*(X) = X0, + (—(-Y" - 2X79,,G") — 2X70,,G")0,s = X.
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De (2.11), temos

h(X) = (T +T(X))
=X'0, — X70,,G'0,
= X', — X'0,,G70,, (2.12)
= X0y —T0,5)
= X"0,,

onde T = 9,:G’ sdo os coeficientes da conexao de Grifone e 8, :=

Ogi — Fg Oyi. Fica a cargo do leitor verificar que a torcao fraca de H
se anula.

Assuma agora que S é um spray. Pelo Exercicio 2.2.2, G* é po-
sitivamente homogénea de grau 2 em y, o que implica que F;- é po-
sitivamente homogénea de grau 1 em y, o que por sua vez implica
que y*9,:T'% = T%, pelo Teorema de Euler. Usando (2.12) e que
C= yiayi, encontramos

[(X,Cl=—y0,; X' 0pi + (Y' =4 0,, Y0y,
hX,0] =~y 0ys X' (0ps — TFOx)
= 40y X 0yi + y' T30, X7 0
[hX,C] = =47 0, X'y + (= XIT% + y* 0, (XT%))0,i
=~ 0y X0y + (= XIT + XIT% 4+ ¥ 00,0 X7)0,
=~y 0y X0y + y*T00,. X7 0y,

Concluimos que 74 (X) = [k, C](X) = [hX,C] — h[X,C] = 0. O

2.3 Meétricas Finsler

Uma métrica Finsler determina vérias estruturas na variedade, em
particular, determina um spray munido de propriedades adicionais.
Sejam F' uma métrica Finsler em M e F := %Fg a energia associada.

Exercicio 2.3.1. Mostre que C-E = 2F, ou seja, E € positivamente
homogénea de grau 2 na fibra.
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Definicao 2.3.2. w = d(dE o J) € Q*(TMy) é chamada de forma
fundamental da variedade Finsler (M, F).

Proposigao 2.3.3. A 2-forma w € uma forma simplética (exata) em
TMy. Mais ainda, valem

(i) icw=dEo J.
(i) Low = w.
(iii) W(TX,Y) = w(JTY, X),¥X,Y.

Demonstragao. w é fechada pois é exata, bastando mostrar que é
nao-degenerada. Em coordenadas naturais (z,y),y # 0, temos

dE = E,dx’ + E,dy’,
dE o J = E,da’, (2.13)
w=d(dEoJ) = Eyiyidx’ Ndx' 4+ Eyiidy’ Ndx'.
Segue que
w™ = (=1)"n! det(Eyi,i)daxt Ady' A...Adz™ Ady™.

Como det(Eyi,;) # 0, temos que w™ é uma forma de volume em 7'M
e, portanto, w é nao-degenerada.

Como FE é positivamente homogénea de grau 2 em y, temos que
E,i é positivamente homogénea de grau 1 em y e, portanto, 1y Eyiyi =
E,:. Usando que C' = y?9,;, temos de (2.13) que icw = Yy Eyiyida’ =
Eyidx* = dEo J. As propriedades (ii) e (iii) sdo deixadas a cargo do
leitor. O

Pela Proposicao 2.3.3, existe um unico campo de vetores S €
X(TM) determinado por

isw=—dE. (2.14)

Teorema 2.3.4. Seja (M, F) uma variedade Finsler e S o campo
de vetores definido em (2.14), onde E = 1F? ¢ a energia e w € a
forma fundamental de (M, F). Entdo S € um spray e coincide com o
campo geodésico definido em (1.13). Seja H a distribuicdo horizontal
determinada por S como no Teorema 2.2.53. Entdoty =0 ey =0,
onde ty e Ty sdo a torg¢do fraca e a tensdo de H, respectivamente.
Além disso, H é conservativa, ou seja, dE o h = 0.
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Demonstragao. Em coordenadas naturais (z,y),y # 0, seja S =
X0, — 2G'0,:. Usando (2.13) e (2.14), obtemos

(Byigs —EByipi) X7 —2E,i,;G7)da' — By i X7 dy' = —Eidz’ — Eyidy'.
Segue que para todo i fixo vale

Eyjinj = Eyi = Eyiyj yj = Eyjyiyj, (2.15)
sendo a peniltima igualdade vélida pois E,: € positivamente ho-
mogénea de grau 1 em y. Como det(E,;,:) # 0, obtemos X7 = y7,Vj,
0 que prova que S é um semi-spray. Segue também que para todo 4
fixo vale 4 4
2Eyiyj G’ = E.i+ (Eyixj - Eiji)X‘?
=F, + (Eyzw — Eyjzi)yj

=F, —2F, + Eyizj yj

=—-F, + Eyizjy‘j.

(2.16)

A peniltima igualdade segue de E,: ser positivamete homogénea de
grau 2 em y. Como det(Ey;,:) # 0, Eyi,; é positivamente homogénea
de grau 0 em y e o lado direito de (2.16) é positivamente homogéneo
de grau 2 em y, podemos resolver o sistema (2.16), obtendo fungoes
G’ positivamente homogéneas de grau 2 em y. Isso mostra que S
é um spray. Sejam g;; = Eyi,; e (¢") a matriz inversa de (gi;).
Multiplicando ambos os lados de (2.16) por g7*, obtemos

. 1 ..
G = S (~ B + Bygey) (2.17)

Concluimos que S coincide com o campo geodésico definido em (1.13).

Pela definigdo de S em (2.14), temos dFE - S = —w(S,S) = 0, ou
seja, E,iy7 — 2GjEyj = 0. Derivando esta expressdo em relacio a °,
1 fixo, obtemos

E,

Jizjyj + Exi —2F

yiyiG? = 2E,:0,:G7 = 0. (2.18)
De (2.16) e (2.18), obtemos

E,i = E,;GJ,Vi fixo, (2.19)
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onde GJ = 0,iGI. Se X = X0, + Y9, entdo de (2.12) temos

hX = X0y — GI0,;).
Logo, usando (2.19), obtemos
dE -hX = X'(E,i — E,;G]) =0.

Como G? é positivamente homogénea de grau 2 em y, temos que
I, = G € positivamente homogénea de grau 1 em y. Pelo Exercicio

2.1.13, a tensao 7y de H é nula.

A torcao fraca é dada por tyy = [J,h], onde h = %(I +TI)e
I' = [J, 5] é a conexdo de Grifone associada a S. Como [, h] é semi-
bésico, vamos assumir que X,Y sao campos horizontais quaisquer.

Usando (2.6) e que Jh = J, obtemos

tn(X,Y)=[JX, Y]+ [X,TJY]+ Th[X,Y]
—JX,) Y] -JX, Y] - h[X,TY] - h[TX,Y]
=0[JX, Y] +v[X,TJY] - TJ[X,Y].
Em coordenadas locais, temos
X = X0y — X'}0y = TX = X0y,
Y =Y'0, —YT,0, = JY =Y'0,,

onde I‘; = 0y G'. Logo

TX, Y] =(X70, Y — X 10,V — Y70, X' + Y110, X

(TX,Y]=X70,,Y"0,:

+ (= X*0, (YY) = Y70, X' + Y10, X")0,

V[ TX, Y] =(=X* Y79, T% = Y70, X + Y*T10,, X')0,s,
(X, TY]=—Y70,; X',
F (X790, Y = XMT0,: Y + Y90, (XFT)0,,
v [X,TY] =(X70,:Y" — X*100,, Y +YIX*9,,T})d,:

Usando (2.20) e (2.21), obtemos
tu(X,Y) = (0T}, — 0,: T X*Y 79, =0,

(2.20)

)axiv

(2.21)
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.. 9°Gt  _ 9:G¢
POIS 55507 = Byioyr- O

Exercicio 2.3.5. Mostre que em coordenadas naturais temos
w= gijéyj A dxt,

onde §y7 = dy’ + G{cdxk e gij = Eyiyi. Conclua que as distribuicoes
horizontal e vertical sdo distribui¢des Lagrangeanas, ou seja, w|y =
w|v =0.

Definicao 2.3.6. Seja (M, F') uma variedade Finsler com forma fun-
damental w e distribuicao horizontal H como no Teorema 2.3.4. De-
finimos uwma métrica Riemanniana g em TMy da sequinte forma:
dados X,Y € X(TMy), seja

9(X,)Y) =w(ITX,)Y)+wwX,hFY).
A métrica g é chamada de métrica prolongada em T M.
Exercicio 2.3.7. Mostre que em coordenadas naturais
g = gi;j(da' @ da? + oy’ ® §y?), (2.22)
onde gi; = Eyiyi e oyt = dyt + G;dxj. Conclua que g € de fato uma

métrica Riemanniana em TMy e que g(C,C) = 2E.

O Tensor de Cartan

Definicao 2.3.8. Seja (M, F) uma variedade Finsler com métrica
prolongada g. Definimos o tensor de Cartan C, de (M, F) por

C(X,Y, 2) = S (Lax T g)(Y, 2),VX,Y, Z € X(TMp)  (2.23)

1
2
onde L denota a derivada de Lie usual.

Proposigao 2.3.9. Em coordenadas naturais, temos

C, = Ciip da' @ da’ @ da®, 2.24
J

onde Cyji, = %aykgij. Em particular, C, € totalmente simétrico.
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Demonstragao. Sejam X = X'0,: + Uiayi, Y = Y0, + W’Byi
e Z = Z'0, + Siayi. Pelo Exercicio 2.3.7, temos J*g(X,Y) =
g(TX,TY) =g(X'8,:,Y"0,:) = g;;X'Y7, e, portanto, J*g = g;;dx’
® dx?. Temos entdao

LoxT"g Z(ﬁjxgij)dﬂii ®da? + Gij ijdxi ® d’
+ 9ij da' ® [,jxdl‘j.
Como Ede.Ti = ijxddl'i + dijxdxi =0= £jxd$j e
Engij = Z'degij = 8ykgink = QCiijk,

concluimos que C, (X, Y, Z) = C;j, X*Y'ZI = C;;,X'YI Z". Portanto,
C, = Cijkdxi ® da? @ dx*. O

Defini¢ao 2.3.10. Seja C : X(T' M) x X(TMy) — X(TMy) o dnico
tensor satisfazendo

(i) C é simétrico e semi-bdsico.
(ii) 9(C(X,Y),TZ) = C\(X,Y, Z),¥X,Y, Z € X(TMy).
O tensor C também é chamado de tensor de Cartan.

Em coordenadas naturais, C = ijdxi@)dxj ®0yr. Se X = X6, +
Ulay“Y = Y’éw + Vlayz e Z = ZZ(sz + Wiayi, temos C(X, Y) =
ijXinayk. Logo

g(CEXYI 0,

Yy

Zm0ym) = gumCiX'YIZ™ = Cijm X'YIZ™.
Segue que os coeficientes de C sao dados por

ij = gkmcz‘jm

O tensor de Landsberg

Definicao 2.3.11. Seja (M, F) uma variedade Finsler com métrica
prolongada g. O tensor L, em T My definido por

L(X.Y,2) i= 5 (Lixg) TV, T2),YX, Y, Z € X(TMy),  (225)

é chamado de tensor de curvatura de Landsberg de (M, F).
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Definigao 2.3.12. Uma métrica Finsler é chamada de métrica de
Landsberg se L, = 0.

O tensor de Landsberg é também chamado de segundo tensor de
Cartan.

Proposigao 2.3.13. Em coordenadas naturais, temos

L, = Lijrdz’ @ do? @ da®, (2.26)
onde Liji, = %gmsys%. Em particular, L, € totalmente simé-
trico.

Demonstragdo. Sejam X = X0, + U'0yi, Y = Y05 + W'y e
Z = Z'0yi + S'0yi. Entao hX = X'0,:, JY =Y'0yi e JZ = Z'0.
Pelo Exercicio 2.3.7, temos

Lixg(TY,TZ) =Lpx(gijdr" @ dz’ + g;;6y" @ 6y )(TY, T Z)
=Lnx(9i0y" © 8y’ (TY, T Z),
pois L x (gijdx' @ dz?)(JY, T Z) = 0 (verifique!). Temos
(Lnx9ij)8y" @ 6y =(020955 X" + giji(~G7 X"))by" @ 6y,
onde g;jx := Oyrgij. Portanto,
(Lnxgi)0y" @ 6y’ (TY, T Z) = (0,091, X* + giji(~GI X))V Z7.
Temos ainda

Lnxdy' =(inxd(dy") + d(inxdy"))
=inxd(0y’)
=inx (0pr Gida® A da' + 0,.Gldy* A da')
=0,+Gi(X"da' — X'da®) + 0,0 G} (—GE X™dz' — X'dy)

(- i 902G’
Denotando Gy, := 9y G} = 5757, temos

9is Luxdy’ @6y (TY, T7) = —gii Giu X'V 27
913 0y ® Lixdy’ (TY, T Z) = =95, G}, X'V 2"
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Finalmente

Linx(9i50y" @ 6y’ ) (TY, T Z) = (Laxgi;)0y’ @ 6y (TY, T Z)
+ij Lnx0y' @6y (TY,TZ) + 9i 0y' @ Laxdy’ (TY, T Z)
= (8m’“gij - giijZL - gijZ; — GJim Z})XkYiZj

Por (2.19), sabemos que para todo k fixo, vale
Ep = EynGy. (2.27)
Derivando (2.27) em relagio a y* e depois em relagdo a y’, obtemos

L ) o 63G7n
onde G, := 9,; GJ; = IR Segue que

1 o
Ly(X,Y, Z) = 5 Byn G, XMV 7

1 S, ym 7 1
= SmsY G X'YizZ",

Logo _ _
Lb = Lijkdxl ® dl‘j ® d$k7

onde L;j;, = %gmsySGZ’;k. O]
Corolario 2.3.14. Toda métrica de Berwald é de Landsberyg.

Demonstragao. Se F' é de Berwald, entdo, por definicao, G™ é
quadrética em y e, portanto, G}, = 0. Segue que L, = 0. O

Exercicio 2.3.15. Mostre que
Lijk = =y 0pmCiji, + 20ymCijG™ + Crnjk G + Cimi G5 + Cijm G

Definicao 2.3.16. Seja L : X(TMy) x X(T'My) — X(T'My) o dnico
tensor satisfazendo

(i) L é simétrico e semi-bdsico.

(ii) g(L(X,Y),TZ) = L(X,Y, 2),YX,Y, Z € X(TMy).
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O tensor L é também chamado de tensor de Landsberg.

Em coordenadas,
L= ijdzi ®dr’ ® Oyt

Se X = Xlémi + UlayL,Y = Yléml, + Vzﬁyl e Z = ZZ(SW + W@yl,
temos L(X,Y) = L§; X'Y70,x. Logo
g(LEX Y0y, ZM0ym ) = g L XY I Z™ = Lijm XY Z™.

yk

Segue que os coeficientes de L sao dados por

k km
Lij =g Lij?rL~

2.4 Conexoes

Nesta secao apresentamos algumas conexoes associadas a uma varie-
dade Finsler (M, F'), conhecidas como conexoes de Berwald, Cartan,
Chern e Hashiguchi. Fixamos a distribuicao horizontal associada a
(M, F) como na Proposicao 2.3.4 e definimos axiomaticamente todas
estas conexoes no fibrado bi-tangente TT My — T My. Continuamos
a usar as definicoes e notagoes das secoes anteriores.

Conexoes em fibrados vetoriais

Conexoes generalizam a derivada direcional de fungoes reais em R”™
para fibrados quaisquer, permitindo construir uma nocao de para-
lelismo. Para cada secao X de um fibrado F — B e cada Z €
T, B,z € B, desejamos associar um elemento Dz X € FE, tal que esta
associacao satisfaga propriedades usuais de derivacao. Definimos uma
conexao linear da seguinte forma.

Definigao 2.4.1. Seja E — B um fibrado vetorial. Uma conexdo
linear em E é uma aplicagao D : X(B) x I'(E) — T'(E),(Z,X) —
Dz X satisfazendo as sequintes propriedades

(i) Dz(X +Y)=DzX + DY,
(1)) Dz(fX)= fDzX + Z - fX(Regra de Leibniz),
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(7’“) DfZ1+Z2X = fD21X+DZ2Xﬂ

VZ, 21,2, € X(B),f € C=(B),X,Y € I(E). Se Z € X(B), entdo
a aplicagao Dz : T(E) = T(E) : X — DzX € chamada de derivada
covariante ao longo de Z.

Se D é uma conexao linear no fibrado tangente TW — W, po-
demos definir para cada Z € X(W) e T um tensor qualquer em W,
uma derivada covariante Dz 7T ao longo de Z, com mesmo tipo de T,
da seguinte forma: se f € C*°(W), entao

Dyf:=df-Z=2-f.
Se a é uma 1-forma em W, definimos
(Dza)(Y) :== Dz(a(Y)) — a(DzY).
Indutivamente, se 71 e T2 sao tensores quaisquer em W, definimos
Dz(Ti®Tz) = (DzTh) T2 +T1 @ (DzTz). (2.29)
Exercicio 2.4.2. Seja T um tensor de tipo (1,1) em W. Mostre que

DyT(Y) = Dy(T(Y)) = T(DzY). (2.30)

Derivadas covariantes e conexoes nao-lineares numa varie-
dade Finsler

Vimos que uma métrica Finsler F' em M determina uma distribuigao
horizontal H C TT'M que, em coordenadas naturais, ¢ dada por
H = span{d,:}, onde 0,: = 0,i — G109, e G} = GI(x,y) sdo fungdes
positivamente homogéneas de grau 1 em y, definidas em (2.17).

Se y(t) : [0,1] — M é uma curva regular e v € T’ )M, entdo seja
4 :[0,1] = T'M o tnico levantamento de « tal que 5(0) = (v(0),v) e

(t) € sy, V. (2.31)

Em coordenadas naturais temos J(t) = (v(t),v(t)). A restrigio (2.31)
impde que 6y*(¥) = 0, onde dy* = dy* + G¥dx'. Portanto,

S (8) + GE(Y (1), v()7 (1) = 0, V. (2.32)
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Teoremas de existéncia e unicidade de solugbes de E.D.O’s como
(2.32) garantem uma udnica solugao

7(t) = (v(t), v(t)), t € [0,1],v(0) = v,

e definimos dessa forma o transporte paralelo de v ao longo de v como
o vetor v(1) € Ty M.

Essa construcao induz uma nocao de derivada covariante ao longo
de uma curva: se U é uma campo de vetores ao longo de uma curva
regular y(t), definimos a derivada covariante DsU(t) de U ao longo
de v por

D;U(t) = (UR(t) + GE((t), U(1)5 (1)) Dy,

de modo que U ¢é chamado de campo paralelo ao longo de 7 se
D,y(t)U(t) =0, Vt. _

Se tentarmos encontrar uma conexdao D em T'M — M a partir
dessa derivada covariante, obtemos

DyzX = (dX* - Z + GF(X)Z")Oy,
onde X, Z € X(M). E imediato verificar a seguinte linearidade de D
.521+fZ2X = EZIX + fﬁZ2X,

VZ1,Z5,X € X(M), f € C*(M). No entanto, ndo valem em geral as
propriedades (i) e (ii) na Definicao 2.4.1 e, portanto, D nao é uma
conexao linear.

Exercicio 2.4.3. Mostre que se U(t) é um campo paralelo ao longo
de v =~(t), entio LF(v(t),U(t)) =0,V

Vamos tentar novamente construir uma conexao linear em 7 :
TM — M, agora usando uma outra nocao de paralelismo. Como an-
tes, seja v : [0,1] — M uma curva regular sem auto-intersecoes e v €
Ty)M. Para todo t € [0,1] e todo w € T,y M, seja Xo(y(t),w) €
H(+(t),w) O levantamento de (), ou seja, Xo(y(t),w) é o tinico vetor
horizontal em (y(t),w) tal que dm(y(¢),w) - Xo(y(t),w) = ¥(t). Pode-
mos estender Xy a um campo de vetores em T' My, também denotado
por Xg, que define um fluxo ¢; em T'My. Escolha w € T, oM e
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seja U = iy(v) € Viy0)w)- Seja 0(t) := do¢(7(0),w) - v. O trans-
porte paralelo linearizado de v ao longo de « é entao definido por
v(1) == iy," (v(1)) € T1yM. Note que v(1) ndo depende da extensdo
de Xy e é necessariamente vertical, j4 que o campo Xo(v(t),w) se
projeta em ¥, Vw € Ty, M.

Essa construcao também induz uma nocao de derivada covariante
ao longo de uma curva: se U é uma campo de vetores ao longo de
uma curva regular v(t), definimos a derivada covariante DA-YU (t) de
U ao longo de y por

DyU(t) = (U*(t) + GF(y(t), () U (£)) Dy,

de modo que U é chamado de campo linearmente paralelo ao longo
de v se DsypU(t) = 0, VL.

Exercicio 2.4.4. Sejam Uy (t) e Us(t) campos de vetores linearmente
paralelos ao longo de uma geodésica 7 : [a,b] — M. Mostre que

2 9.y (UL(t), Ua(t)) = 0, V2.

Como antes, podemos tentar construir uma conexao a partir da
derivada covariante D por

DzX = (dX* - Z 4+ G¥(Z2) X)),
onde X, Z € X(M). E imediato verificar que
Dz(X1+ X3) =Dz X1 + Dz Xo,
Dz (fX1) =(df - Z)X1 + fDz X,
DyzX1 =MDz X1,

VZ, X1, X1 € X(M), f € C®(M),\ > 0. No entanto, a igualdade
Dz 132, X = Dz X + ADz,X,\ € R, nem sempre ¢ satisfeita e,
novamente, D nao é uma conexao linear.

Exercicio 2.4.5. Mostre que D € uma conexdo linear se e somente
se F' é uma métrica de Berwald. Nesse caso, mostre que D = D.

Exercicio 2.4.6. Verifique que
(DzX)° =[Z" XV|,VX, Z € X(M), (2.33)

onde Z", XV sdo os levantamentos horizontal e vertical de X e Z,
respectivamente.
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O transporte paralelo de D construido acima claramente depende
da escolha de w. Porém, antes de projetarmos de volta a M, temos
uma correspondéncia linear entre as fibras verticais Vy, € Vy, (). Isso
motiva considerarmos o fibrado V — T'M, ou, equivalentemente, o
fibrado tangente pull-back

wra, TM = {(v,w) : v € TMo, w € TyyM},

e tentarmos encontrar conexoes lineares nesses fibrados que de al-
guma forma se projetem em M com propriedades razodveis. Note
que T M estd naturalmente identificado com V via iy. Mais ge-
ralmente, construiremos nas préximas segbes conexoOes lineares no
fibrado bi-tangente TT M, — T M, que naturalmente induzem co-
nexoes lineares em V — T Mj.

2.5 Conexoes Finslerianas

Definicao 2.5.1. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Uma conexdo
de Finsler em M € uma conexdo no fibrado bi-tangente 7w : TT My —
TMy, D: X(TMy) x X(T'My) — X(TMy) satisfazendo:

(i) D é redutivel, ou seja, Dh = 0.
(ii) D € quase-complexa, ou seja, DF = 0.

As derivadas covariantes Dh e DF nas condigoes (i) e (ii), respec-
tivamente, sdo definidas como no Exercicio 2.4.2, ou seja, Dh(Y) =
D(hY) — hDY e DF(Y) = D(FY) — FDY. Segue que

D(hY) = hDY
D(FY) = FDY,

VY € X(TMy).

Exercicio 2.5.2. Sejam X,Y secoes horizontal e vertical, respecti-
vamente, ou seja, X € T'(H) C X(TMy) e Y € T'(V) C X(TMy).
Mostre que Dz X € I'(H) e DzY € T'(V),VZ € X(TMy), ou seja, a
derivada covariante de uma se¢ao horizontal € horizontal e a derivada
covariante de uma se¢do vertical € vertical. Dica: use (i).



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 37 — #45 ﬁ}

[SEC. 2.5: CONEXOES FINSLERIANAS 37

Exercicio 2.5.3. Mostre que DJ = 0. Dica: use o Exercicio 2.4.2 e
as relagoes h=F o J e Foh = —7J para mostrar que —(DJ)(X) =
F(Dh)(X) + (DF)(hX). Conclua que

D(JX)=JDX,VX € X(T'My).
Proposicao 2.5.4. Para todo X,Y € X(T'My) valem

Dyx (hY) =FDyx (JY)

Dpx (hY) =FDpx(JY). (2:34)

Em particular, a conexao D esta determinada por sua agao em V.

Demonstragao. Como DF =0e h = F o J, segue que D(hY) =
D(FJY)=FD(JY). O

2.5.1 Torcao de uma conexao
Seja D uma conexao de Finsler. Definimos o tensor de torcao
T : X(TMy) x X(TMy) — X(T M)
associado a D por
T(X,Y):=DxY — Dy X — [X,Y].
Exercicio 2.5.5. Mostre a propriedade tensorial de T, ou seja,
T(fX,9Y)=fgT(X,Y),VX,)Y € X(TMy), f,g € C(TM,).

Denotamos as seguintes componentes de 7 por

onde X,Y € X(T'My).
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Proposigao 2.5.6. A tor¢do T estd completamente determinada pe-
las aplicacées A, B, R, P, S!.

Demonstragao. Temos

T(X,Y) =T (hX +vX,hY +Y)
=T (hX,hY) + T(hX,vY)+ T (wX,hRY) + T (vX,0vY)
=AX,Y)+RYX,Y)+ B(X,Y)+PHX,Y)
—B(Y,X) - PHY,X)+SYX,Y),

VX,Y € X(TMy), onde usamos a anti-simetria de 7 e que T (vX,vY)
¢é necessariamente vertical. O

2.5.2 A conexao de Berwald

Definigao 2.5.7. Definimos a conexdo de Berwald B como a co-
nexao de Finsler em (M, F) determinada por

DyxJY = J[JX,)Y], (2.35)

DixJY = 0hX,JY], (2.36)
VX,Y € X(TMy). A tor¢ao de D e suas componentes também sdo
denotadas acrescentando-se o simbolo o acima.

Em coordenadas naturais temos

Do Oy :j[ yj’axi} =0,

Doyi 8yi :D(smj +GRO 8yi
=Ds_; 3y71 + G?Dayk ayi
:D(;Ij 8yz
=v [53“ ; 81,1]
=0 (05 — G50, 0]
=[-G¥9,.,0,:]

7Y
:G;? 8y'm .
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Proposigao 2.5.8. A torcao 70' da conexao de Berwald satisfaz
T(X,Y) = Ry(X,Y),YX,Y € X(TMp),
onde Ry € a forma de curvatura da distribuicdo horizontal H. Em
particular, R'= Ry e _,(Zl:l%zplzslz 0.
Demonstragao. Temos
7O'(X, Y) :_5hXhY + Byth + thvY + BUXUY
— DryhX — DyyhX — DpyvX — DyyvX — [X,Y]
=FDnxJY + FDuxJY + DpxvY + DyxvY
— fﬁthX — fﬁijX - BhY’UX - lo?uYUX - [X,Y]
=FulhX,TJY]+ FTIwX,Y] +v[hX,0Y] + J[vX,Y]
— FolhY, T X] — FJY, X]| — v[hY,vX]
- Iy, X] - [X,Y],

o B (2.37)
onde X e Y sao campos horizontais tais que v.X = JX e vY = JY,
respectivamente. Como a torgao fraca t4; se anula, sabemos por (2.7),
que

v[hX, TY ]+ v[TX,hY] = J[hX,hY]. (2.38)

Como [J, J] = 0, temos
WX, 0Y] =[JX,TJY] = JITX, Y]+ TX,JY] (2.30)

=JwX,Y] - J[Y, X]. '
Temos ainda que
[X,Y] = [hX,hY] + [RX,0Y] + [vX,hY] + [vX,vY]. (2.40)
Como FJ = h, usamos (2.38), (2.39) e (2.40) em (2.37) para concluir
—®
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que

o]

T(X,Y) =h[hX,hY] + h[vX,Y] + h[X,vY] + v[hX,vY]
+o[vX,hY] + [vX,0Y] - [X,Y]
—h[hX,hY] + h[vX, hY] + h[hX,vY] + v[h X, vY]
+o[oX,hY ]+ [vX,0Y] - [X,Y]
=h[hX,hY ]+ [vX, Y] + [hX,vY] + [vX,vY] — [X,Y]
= —o[hX, hY]
=Ry (X,Y).

o o o o
Como Ry, é semi-bdsica, segue que A=B=P'=8'=0e¢

R (X,Y) = vT[hX,hY] = vRy(hX,hY) = Ry(X,Y),
VX,Y € X(TM). O

Teorema 2.5.9. A conexdo de Berwald € a unica conexdo de Finsler
D em (M, F) cujas componentes de tor¢io P! e B sdo identicamente
nulas.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.5.8, sabemos que as componen-

o o o
tes P! e B da torcao de D se anulam, bastando provar a unicidade.
Seja D uma conexao Finsler em (M, F'). Se sua componente de torgao
B =0, entao hT (hX,vY’) = 0,VX,Y”. Isso implica que

h(DpxvY' — Dyy'hX — [hX,vY']) = 0. (2.41)

Como o primeiro termo de (2.41) é vertical e o segundo é horizon-
tal, concluimos que D,y hX = FDy,yJX = —h[hX,vY’]. Mul-
tiplicando por F e usando que F? = —I e Fh = —J, obtemos
D,y JX = JvY',hX]. Como v = JF e J é semi-bésica, obte-
mos Dyry: JX = J[JFY' hX] = J[JFY’, X]. Como F é iso-
morfismo, qualquer campo Y é da forma Y = FY’ e, portanto,
DyyJX =J[JY, X],¥X,Y e (2.35) é satisfeita.
Se a componente de torcio P! também se anula, entdo

vT (hX,vY") =0 = v(DpxvY' — DyyhX — [AX,vY']) =0,VX,Y".
(2.42)
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Como o primeiro termo do lado direito de (2.42) é vertical e o segundo
é horizontal, obtemos

DpxvY' = v[hX,vY'| = Dx JFY' = v[hX, JFY').

Como F é isomorfismo, qualquer campo Y é da forma Y = FY'.
Logo DpxJY =v[hX,JY],VX,Y, e (2.36) é satisfeita. Concluimos

que D = D. O

2.5.3 A conexao de Cartan

c
Definigao 2.5.10. Definimos a conexdo de Cartan Da como a co-
nexao de Finsler em (M, F) determinada por

%aJX JY = JIX,Y]|+C(X,Y), (2.43)
Clj)ahX JY = v[hX,JY]+ L(X,Y), (2.44)

VX,Y € X(TMy), onde C é o tensor de Cartan e L é o tensor de
Landsberyg.

Em coordenadas naturais temos

Ca
Ds,; Oy =T [ay“‘sﬂ] + C(8zi,049)
k
Ca
Ds.. 0y =0[d0,0,5] + L(0ys, 0,5) (2.45)
:’U[axi — Gfﬁyk,ayj} + L(dw, 530])
= (G} + L) 0,
Teorema 2.5.11. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Entao a co-
nexdo de Cartan é a Unica conexdo de Finsler D em (M, F) tal que

(i) D é métrica, ou seja Dg =0 onde g é a métrica prolongada em
T M.

(ii) As componentes de tor¢io A e S sdo identicamente nulas.
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Demonstracao. Em coordenadas naturais, seja D uma conexao de
Finsler como no enunciado e determinada por
m
Dtszi ayj =5 A” 8ym
Am
Dayia A7 Oym.

Yy =
Entéao sua componente de tor¢do A se anula se e somente se

0=h(Ds_,0pi — Ds_;0pi — [0i,044])

=h(FDjs_, 0y — FDs_,0yi — [0yi — GOy, 0ps — G Oym])

:h(A,];jéxk — Afiéxk + termo vertical)

=Alb,e — Abide,
ou seja,

A=0 A} =AK Vi j k. (2.46)
Da mesma forma, S' = 0 se e somente se
0 :v(Dayi Oyi — Dy, Oyi — [0yi, 0yi)
=v(AJ;0yx — A0n)

1] Yy J? Yy
Ak Ak
=A7;0yr — AZ;0yr,
ou seja,
S' =0« A, =AY, Vi, k. (2.47)

Ca
Pela simetria dos tensores C e L, a conexao de Cartan D, determinada,
por (2.45), satisfaz (2.46) e (2.47).
Como g = g;j(dz’ ® da? + y' ® dy’), temos

Dg =Dg;;(dz' ® da’ + 6y" @ 6y7)
+gi;(D(da") @ da? + do’ ® D(da?) (2.48)
+ D(dy") @ 0y? + 8y @ D(6y7)).

Temos
D.gi; = Ourgijda® - +gijrdy” - (2.49)
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Se X = X785, + Zjayj7 entao
D(dz")(X) =d(dz" (X)) — da'(D(X7 6,5 + Z70,:))
=dX" — dz" (X' Db,i + dX? 8,5 + Z7 D0,y + dZ70,,)
=— X’d2" (D) — Z7da"(D0y;)
= — XIdz"(Dds).
Logo 4 4 4
D.(dz*) = —dx*(D.0y;)da’ . (2.50)
Também temos
D(oy’)(X) =d(5y’ (X)) — by’ (DX)
=dZ7 — 5y’ (D(X*6,0 + ZFO,r)
=dZ7 — 6y (dX*6,x + X¥ Db, + dZ*0, + Z¥DO,r)
=— X"y (DS,) — ZF5y7 (DO,x )
=— Z¥5y/ (D).
Logo , ,
D.(6y7) = —6y? (D.0,r)dy". (2.51)
Usando (2.49), (2.50) e (2.51) em (2.48), concluimos que Dg = 0 se
e somente se
Oyr gijda® - +gijdy® - —gi;da*(D.6,:) — gixda™(D.6,5) = 0, (2.52)
0o gijda® - +gijrdy” - —gi;0y*(D.0y:) — gikdy™(D.0,:) = 0, (2.53)
para i,j fixados. Como D é uma conexdo de Finsler, temos que
Dé,; = FDOyx e, portanto,
dz*(Dd,s) = dz*(FDo,;) = F*da" (D9, ) = 6y* (D3, ).
Segue que Dg = 0 se e somente se vale (2.53). Aplicando d;m e Jym
em (2.53) temos que Dg = 0 se e somente se
Oam Gij — Gijk Gy — GujMii — gieAl; =0, (2.54)
Gijm — gkj]\]:m - gikA]:nj =0, (2'55)
G
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Vi, j,m fixados. Rotacionando os indices i, j,m, em (2.55) e usando
a simetria de g;;,, obtemos também
Gijm — G6il\jm — gmiAf; = 0, (2.56)
Gigm — gkm/_\fj - giehy, = 0. (2.57)
Usando a simetria (2.47) e fazendo (2.55)+(2.56)-(2.57), obtemos

_ _ 1 .. .
Gijm = QgikA;?m = Afm = 0" Gimi = 9" Cijmi = Cfm. (2.58)

2
Da mesma forma, rotacionando os indices i, j, m, em (2.54) obtemos
Owi Gjm — Gimk Gy — GrmAY; — gjell, =0, (2.59)
amj 9mi — g’mikG_]; - gkiA_];m - gmkAfl =0. (260)

Usando a simetria (2.46) e fazendo (2.54)+(2.59)-(2.60), obtemos

29k AL, =0um gij — 9ijkGE, + Opi Gjm — 9jmiGY, 561
v ! (2.61)

Por (2.28), sabemos que
Oum gij — GikGiy = Gk Gri + 9ik Gy + Eyp Gl
a:zzigjm - gﬂ"kGf = gkafj + gjkGi'cm + EykG?jm7 (262)

Pela simetria de g;;, G, etc, usamos (2.62) em (2.61) e chegamos a

291j A i = 291G + By Gy (2.63)

mijo

Vi, j, m fixados. Segue que

1 .
Ay, =Gr, + §9kJEySGfmj
j 2.64
=Gy + 9" Linij (2.64)
:ani + Lfni'
As expressoes de AJ; e AF; em (2.58) e (2.64) implicam que D coin-
cide com a conexao de Cartan. Deixamos a cargo do leitor verificar
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que (2.58) implica (2.55) e que as equacoes (2.62) e (2.64) implicam
(2.54). Segue dai que a conexdo de Cartan é métrica. Isso conclui a
demonstracao do teorema. O

Ca
Exercicio 2.5.12. Mostre que B (X,JY) = —-FC(X,Y) e também
Ca
que P (X, JY) = L(X,Y), para todo X,Y € X (T My).

2.5.4 A conexao de Chern-Rund

CR
Definicao 2.5.13. Definimos a conexdo de Chern-Rund D como a
conexao de Finsler em (M, F) determinada por

C5%‘7)( JY = JITX, Y], (2.65)
Dax TY = o[hX,TY]+ L(X,Y), (2.66)

CR
VX,Y € X(TMy). A tor¢cio de D e suas componentes também sao
denotadas acrescentando-se CR acima.

Conforme calculado para as conexdes de Berwald e de Cartan,
temos em coordenadas naturais
Do, 0y =Do. By =0
5, 0yi = Do , 0y =0,
T (2.67)
CR Ca " k
Ds ; Oy = D5, Oy = (Gjj + Li;)Oyk.
Teorema 2.5.14. A conexdao de Chern-Rund é a dnica conexao de
Finsler D em (M, F) tal que

(i) DgxJY = J[TX,Y].

(i) D é horizontalmente métrica, ou seja, Dpxg = 0,VX €
X(TMy), onde g é a métrica prolongada em T M.

(iii) A componente de tor¢ao A € identicamente nula.

Demonstragao. Em coordenadas naturais, seja D uma conexao de
Finsler como no enunciado, e determinada por

D(;zi 8yj = A?;—Laym
__AmMm
Do, 0ys = AJ10ym.



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 46 — #b54

46 [CAP. 2: CONEXOES E CURVATURAS

A condicao (i) é equivalente a
Do 0y =T [0y, 0]
=T [0yi, 0y — GEO,]
=0,
ou seja, (i) é equivalente a
A¥; =0,V 5, k. (2.68)

Sabemos pela demonstragao do Teorema 2.5.11 que a componente
de torgao A se anula se e somente se

Aij - Aji7VZv.73 k. (269)
Aplicando 6.+ em (2.53) temos que Dyxg = 0 se e somente se
Oam i — Gijk Gy — Gri Mo — giniy; = 0. (2.70)
Usando (2.68) e (2.69), vimos também que (2.70) é equivalente a
E _ ik k
A =G+ L.

Portanto, D deve ser a conexao de Chern-Rund que, por sua vez,
deve satisfazer as condigoes (i), (ii) e (iii) do enunciado. O

CR ¢g CR
Exercicio 2.5.15. Mostre que S'=B=0¢ P! (X,JY) = L(X,Y)
para todo X, Y € X(T'My).

Uma boa referéncia para mais detalhes sobre esta conexao é [26].
2.5.5 A conexao de Hashiguchi

H
Definigao 2.5.16. Definimos a conexao de Hashiguchi D como a
conexao de Finsler em (M, F) determinada por

Dax JY = JITX,Y] +C(X,Y), (2.71)
ghX JY = v[hX,JY], (2.72)

H
VX,Y € X(TMy). A tor¢ao de D e suas componentes também sao
denotadas acrescentando-se H acima.
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Em coordenadas naturais

H Ca k
Da ; Oyi = Do, Oyi = Ci5 0,k

i A (2.73)
Ds_, 8yj =Ds_, 6yj =GFon.

Y

Teorema 2.5.17. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Entao a co-
nexdo de Hashiguchi é a dnica conexdo de Finsler D em (M, F) tal
que

(i) D € verticalmente métrica, ou seja, Dyxg = 0,YX € X(T M),
onde g é a métrica prolongada em T M.

(ii) As componentes de tor¢io S* e P! sdo identicamente nulas.

Convidamos o leitor a demonstrar o Teorema 2.5.17, seguindo
passos analogos aos das demonstragoes dos Teoremas 2.5.9 e 2.5.11.

Definicao 2.5.18. Chamaremos de conexdo de Finsler classica qual-
quer uma das quatro conexoes de Finsler vistas acima.

2.5.6 Conexoes Finslerianas simétricas

Definicao 2.5.19. Dizemos que uma conexao de Finsler D em
(M, F) é simétrica se

DxJY — Dy JX = J[X,Y], (2.74)
VX,Y € X(TM,).

Note que esta definicao nao coincide com o sentido cldssico de
conexao simétrica onde se exige que sua torgao seja identicamente
nula.

Proposicao 2.5.20. Sao equivalentes:
(i) A conexao de Finsler D é simétrica.

(ii)) DyxJY = JTX,Y],VX,Y € X(TMy). Em particular, em

coordenadas naturais, vale Dy ,0,; = 0. Além disso, I‘Z-L =

I, Vi, 3, k, onde Ds ;0,5 = F:;Lyaym.
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Demonstragao. Suponha que vale (2.74). Substituindo X por JX
em (2.74), obtemos DsxJY = J[JX,Y]. Isso implica que para
X = 6,:.,Y = 0,5, temos Day,ﬂy]‘ = 0. Substituindo X = d,: e
Y =0, em (2.74), obtemos

L7 Oym — Li0ym = Ds_,0ys — Ds_, 0yi = T [0gi, 053] = 0

e, portanto, '/} = I'7},Vi,j,m. Logo (i) implica (ii). Fica como

exercicio provar que (ii) implica (i). Isso termina a demonstragao. [

Corolario 2.5.21. As conexdes de Berwald e de Chern-Rund sao
simétricas.

Demonstragio. Ambas as conexdes satisfazem a condigao (ii). O

Note que em geral as conexoes de Cartan e de Hashiguchi nao sao
simétricas.

2.5.7 Levantamentos regulares da conexao de Gri-
fone

Seja (M, F) uma variedade Finsler. A conexao de Grifone I' associada
a (M, F) estd fixada conforme a Proposigao 2.3.4, onde ' =2h — I e
h é projecao horizontal. Lembre que C' = yjayj.

Definigao 2.5.22. Uma conezxdo de Finsler D em (M, F') é chamada
de levantamento reqular de T' se a aplicacdo DC : TT My — TT M, :
Z +— DzC € tal que

(i) DCly, é um isomorfismo.
(ii) ker DC = H.

Em coordenadas naturais denotemos Ds , 9,

i =17} 0ym. Temos
Dayi C :Df)yq‘, (yj 8y1) = 8y1 + yj Dayi 6y,-
Ds ,C =Ds_,(y’0y)

:(Sxiyjayj =+ ij(szi 6yj

= — GOy + YT Oym.

(2.75)

Temos entao a seguinte proposicao.
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Proposigao 2.5.23. Seja D uma conexao de Finsler cldssica. Entao
DC =wv. Em particular, D € um levantamento reqular de T.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que 3’ Dam 0y = 0 para as
quatro conexdes de Finsler cldssicas, j4 que vale um das possibilida-
des: Dy 0, = 0 ou Dy 8, = CEO,x. Como yICE = 0, segue a
afirmacao. Por (2.75), isso implica que

Dy ,C =0, (2.76)

Também por (2.75), segue que D ,C' = /T dym — G} Oym. Para as
quatro conexoes sabemos que vale uma das possibilidades: I} = G
ou Iy = G + Lj}. Como G ¢é positivamente homogénea de grau 2

em y, temos que

- 1 PG™
LM =y g™ By ————— =
) (%] ) 29 Y 8ylay]ayk

Concluimos que em todos os casos vale y7 = Y Gl = GI" e,
portanto,

Ds ,C =0. (2.77)
Por (2.76) e (2.77), concluimos que DC = v. O

Exercicio 2.5.24. Seja D uma conexao de Finsler simétrica. Mostre
que se D € um levantamento regular da conexdao de Grifone, entdo
DC =w.

2.5.8 Derivadas covariantes e transporte paralelo

Sejam (M, F) uma variedade Finsler e v : R — M uma geodésica.
Seja V/(t) um campo de vetores ao longo de v, ou seja V'(t) € T, )M,
Vt. Vamos definir uma derivada covariante D;V de V' ao longo de vy
utilizando uma conexao de Finsler em (M, F)). Seja V uma extensao
local de V e seja V¥ = iy(V) o levantamento vertical de V. Seja D
uma conexao de Finsler em (M, F). Definimos

DV (t) =iy, (DsV") ()50 Yt

onde S é o campo geodésico associado a (M, F). Em coordenadas,
S = yjémj.
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Proposigao 2.5.25. Seja D uma conexdo de Finsler cldssica em
(M, F). Entao, em coordenadas locais, temos

D5V = (VF + GF (7, 9)V")0,x,

onde V(t) = VF(1)d,. é um campo de vetores ao longo da geodésica
v(t). Em particular, DsV ndo depende da extensio V e nem da
escolha de D, entre uma das quatro conexdes de Finsler cldssicas.

Demonstragdo. Denote V = V‘“a,k uma extensao local de V e
VY = Vk(a:)ﬁyk. Denote também Ds ;0yr = F;kayi. Logo

v —k
DsV' =Dy5 V"0,
:yj Démj Vkﬁyk
—y? (0, V" Dy + V" Dy, 0,0

:yj 3zij8yk + kajFékayi .

Como y/T"%, = G, para qualquer uma das quatro conexdes de Finsler
classicas, temos

D3V =i, (0, V" + GEV ) (55
=(VE+ G (3 A)V) 0o
O
Exercicio 2.5.26. Mostre que para qualquer conexdo de Finsler clds-
sica, vale D4V =i, (v[S, V?]).

Proposigao 2.5.27. Sejam v: R — M uma geodésica e V,W cam-
pos de vetores ao longo de ~y. Seja D uma conexdo de Finsler cldssica.
Entao

%%(V(t), W (t)) = g5 (D4 V (1), W (1) + g5 (V(t), DsW (1)) , VE.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.5.25 podemos assumir que D é a
conexao de Chern-Rund. Como D é horizontalmente métrica, temos
que Dgg = 0, pois o spray S € horizontal. Em coordenadas naturais,
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. . . . . — —k — —k
g = gij(de’ ® da) + dy* ® dy’). Sejam V = V O, W = W Oyk
levantamentos verticais de extensoes de V, W proximos a v(¢), para
todo t. Como V, W sao verticais, temos

0= Dsg(V,W) =((Dsgi;)8y’ ® 6y’ + gi;Dsdy’ ® 6y’

4 A (2.78)
+ 910y’ ® Dsdy’)(V, W)
Pela demonstracao da Proposicao 2.5.11, sabemos que
Dsgij =S - g5,
9 =2 g (2.79)

Dséyi = — 5yi(D58yk)§yk.
Usando (2.79) em (2.78), chegamos a
0=S- gijVin — gijéyi(Dsayk )VkWJ — gijviéyj(Dsayk )Wk
—i—=] i 5k 5] i i =k
=S gijV W] - gijéyl(V Dsayk-)WJ — gijV 5yj (W Dsayk).

(2.80)
Por outro lado, sabemos que
Ds(V*0,0) = S - V*0, + V' Dsd,. (2.81)
Usando (2.81) em (2.80), obtemos
0=5-g; VW’ — gi;oy' (Ds(V' 0,) — 8- V"0, )W’
— g, V'oy (Ds(W*d0) = S - T 0,) .2)

=5 gii VW + gi(5 - VYW + g, V' (5 - W)
i —k —j —i —k
— 910y (Ds(V" 0, ) )W — g5V 637 (Ds(W ,e))
Calculando (2.82) em (v,%), obtemos finalmente

d
0=—95(V(t), W(2)) — g5 (D;V(8), W (1)) — g5 (V(2), Ds W (), V1,
finalizando a demonstragao da proposicao. O

Note que a derivada covariante D4V definida acima coincide com
a derivada covariante EA-YV definida no inicio da Secao 2.4 e, como
antes, dizemos que um campo de vetores V ao longo da curva vy é
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linearmente paralelo se D;V(t) = 0,Vt. Como a partir de agora
utilizaremos apenas esta nogao de paralelismo, omitiremos a palavra
‘linearmente’ para campos paralelos ao longo de geodésicas. Também
usaremos a notagao DJtV para a derivada covariante de V' ao longo
de uma geodésica ~.

2.6 O tensor de Curvatura de uma co-
nexao de Finsler
Definigao 2.6.1. Sejam (M, F) uma variedade Finsler e D uma co-
nexao de Finsler em (M, F), isto €, uma conexao linear em TT My —
T My conforme a Definicao 2.5.1. Definimos o tensor de curvatura
K X(TMy) x X(TMp) x X(TMy) — X(T'My) associado a D por
K(X,Y)Z = DxDyZ — Dy DxZ — Dix v\ 2,
VX,Y,Z € X(TMo,).

Exercicio 2.6.2. Mostre que IC € um tensor.

Proposigao 2.6.3. A curvatura K estd determinada pelos sequintes
tensores:

R(X,Y)Z =K(hX,hY)J Z,
P(X,Y)Z =K(hX,TY)TZ,
QX.Y)Z =K(JX,TY)TZ.

Demonstragao. Como DF = 0, temos que D(FX) = FDX. Além
disso, sabemos que DhZ = FD(J Z). Portanto,

K(X,Y)hZ =DxDyhZ — Dy DxhZ — Dix y}hZ
=DxFDyJZ — DyFDxJZ — FDixy\JZ
=FDxDyJZ — FDyDxJZ — FDxy|TZ
=FK(X,Y)JTZ.

Usando a anti-simetria (Y, X)Z = —K(X,Y)Z e que v = JF,
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obtemos
K(X,Y)Z =K(hX,hY)hZ + K(hX,hY)TFZ + K(hX,vY)hZ
+ K(hX,0Y)ITFZ + K(wX,hY)hZ + KwX,hY)TFZ
+ KX, vY)hZ + K(vX,vY)TFZ
=FKhX,hW)JTZ + K(hX,hY)JTFZ
+ FKMWX, TFYYTZ +K(hX, TFY)TFZ
—FKMWY, JFX)JTZ - K(hY,JFX)TFZ
+FK(ITFX, TFYVITZ+K(ITFX, TFY)TFZ
=FR(X, Y)Z+R(X,Y)FZ+ FP(X,FY)Z
+P(X, FY)FZ - FPY,FX)Z - P(Y,FX)FZ
+ FOFX,FY)Z + Q(FX,FY)FZ,

0 que termina a demonstragao. O
Exercicio 2.6.4. Mostre que os tensores R, P, Q sdo semi-bdsicos.

Exercicio 2.6.5. Mostre que as componentes do tensor de curvatura

da conexao de Berwald 5 satisfazem
R (8ais 801)8ur =(5,0 Gk + GG — 8,5 G — GG Dy,
P (Ot 0 )0t = — Gl Oym,
O (D103 ) Dy =0,

Vi, j, k.

2.6.1 A curvatura de Riemann

Seja D uma conexao de Finsler em (M, F), T e K, os tensores de
tor¢ao e de curvatura associados. Para cada v = (z,y) € T My defi-
nimos uma aplicacao linear RV : T, M — T, M por

R”(u) = i;lR(yh,uh)yh,Vu el M,

onde y, = iy (y),ur = iy (u) € H, sdo os levantamentos horizontais
de y e u em H,, respectivamente. A familia de aplicagoes {R",v €
T My} é chamada de curvatura de Riemann.
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Proposicao 2.6.6. Seja D uma conexdo de Finsler em (M, F). Se
D ¢ um levantamento reqular e simétrico da conexdo de Grifone T’
associada a (M, F), entao, em coordenadas naturais, temos

R"(u) = w (' 0,:GT" — 20,,G™ — 2G G + GEGT) Oy,

ondey = 4" 0y, u =10, € TryM. Em particular, R® ndo depende
do levantamento regular e simétrico de I'.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.5.20, vale Dé)yi Oyi =0el} =
I, onde Ds ,9y; = Ttdym. Por (2.75), temos ainda y*T7; = G
Desta tultima igualdade, concluimos que

yrO, T+ T = G, (2.83)
Observe que
(6215 805] = [0at — G Oym, s — G5 0ye] =[G Dy, G O],
e, portanto, [0,i,d,] é vertical. Isso implica que
Dis ;5,10 = 0,Y4, 5, k. (2.84)
Temos

Ds,,Ds 8, =Ds ,T.0,n

=(0pi Tk — G7 0y T} + T3, 155) Oy

Usando (2.84) e (2.85), temos

R(&:z’ s 5333')5301@ ZDtswiD(st 6yk — D5m1‘, D‘Szj 8ylc - D[(;N’gwj]ayk

=(0,: T — G50, T + T3, I (2.86)
— O0p Uik + G0y Ti — T3T70) Oy
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Usando (2.83) e (2.86), concluimos que

R (u) =i, (R(Y 0 0 5,05 )yF O )
:ujyiyki;1 (R((saﬂ ; 5:cj )5:1:k )
=uly'(0,:GT" — G3(G. —T) + GiT ]

— 0 G+ GG — ) — GETT) Dy

=y (0,1 G — 0,5 G — GEGT + GIGT) Dy
= (40, G — 20, G™ — 2G° G + GEGT) Dy

O

Corolario 2.6.7. Nas condi¢coes da Proposi¢ao 2.6.6, valem as se-
guintes propriedades:

(i) RN = A2R",Yv € TMy, A > 0.
(it) R*(y) = 0,Yv = (z,y) € T M.

Demonstragao. A primeira afirmacao é imediata a partir da Pro-
posigdo 2.6.6 pois G™ é positivamente homogénea de grau 2 em y.
Similarmente, temos

R(y) =y (' 0,: G} — 20, G™ — 2G°GJ2 + G5GT)Opm
=(2¢"0,iG™ — 2y 0,; G™ — 2G*G™ + 2G*G™) Dy
=0.
O

Exercicio 2.6.8. Nas condig¢oes da Proposi¢do 2.6.6, mostre que
RY(u) = iy, (Ru(S,up)),Yv € TMoy,u € T, M, onde Ry € a forma
de curvatura de I', S = '8, — 2G'0,i € o spray de (M, F) e uj, =
i3(u) € Hy € 0 levantamento horizontal de u em H,.

Pelo Corolario 2.5.21 e Proposigoes 2.5.23 e 2.6.6, podemos es-
tudar as propriedades da curvatura de Riemann {R",v € TM;},

considerando a conexao de Berwald D. Seja R;,™;; definido por

)

R (6301, 6w])§xk = kaijay’”-
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Exercicio 2.6.9. Mostre que Vi, j, k,m valem
(i) Ri"ij = 00 GT} — GG+ GGl =00 G+ GG — GG
(ii) Ry™ ;i = —R™y;.
(iii) Ry™;; + R j, + R;™ ., = 0. (Identidade de Bianchi)
Definimos
R™; = yiagCiG’]?1 —20,;G™ = 2G°GY, + GG (2.87)

Note que _
RY(u) = R™;ju’ Oym.

Definimos também as seguintes contragoes:

R™; =y Ry ; =0, G + G3GYY — 0, G} — GG

Ry™; = Ry =0, Gy + GLGY — 7 0, Gl (2.88)
+2G°G, — GG
Exercicio 2.6.10. Mostre que
(i) R™i = —R™y.
(ii) R™;; = £(9,:R™; — 8,; R™;)
Lema 2.6.11. Valem as segquintes igualdades:
(i) EymR™;; = 0.
(i) gpmR™j = Ey’"Rpmj-
(111) gpmR™j = gimBR™"p.
Demonstragao. Temos
By =y By (2.89)
=0, G + GiG — 0, G — GG

Por outro lado, sabemos que para todo 7 fixo, vale
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Logo
Eivi = Eymyi G+ Eym 0, G,
E,ji = EymxiG;n + Eym i G
0 que implica que
Ey'maa:iG — E 7718ij + Ey :E7G - Eyrnwj G;n - 0. (2.91)
Da mesma forma, temos
Egiym = gsmG + E Gjm, (2.93)
0 que implica que
Eymyi G} — Eymyi G =gsm GG + Ey:G7, GT*
= 9sm GG — By G, G (2.94)
Usando (2.89), (2.91) e (2.94), obtemos
0=Eym(0,:G}" — 0, GI" + GG — GTLGY)
:Eym Rmij,
o que prova (i).
Derivando (2.92) em relagéo a y? , obtemos

Oz Gmp = GmpsGi + 9smGip + 9spGim + By Gi,ppp- (2.95)
Derivando (2.91) em relagao a y?, chegamos a
ImpOi G;n + EymOyi G;’; — GmpOyi G — Eym 0, GZZ

= wjgmpG;n + Ey»m,w_j G;Z — awigmpG;'n — EyquGy;

(2.96)

Contraindo (2.96) com y’ e depois usando (2.92) e (2.95), temos

Gmpy' O G7 + Eymy'0, G = 29mp0zi G — Eym 045 G
= 2(gmp9GS' + gsmGj'p + gspG + E Gjmp)Gm (2 97)
H(gsm G5 + By G5 Gy — (205mG° + By G)GY,

—(2gmpsGS + gsmG; + gsstm)G;n
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Simplificando (2.97), chegamos a
Gmp(y' 05 G — 20,,G™ — 2G°GT: + G3G™)

. (2.98
=Eyn (—y' 0 GY), + 00 G + 2G75,G° + GJLGp — G GE). )
Comparando (2.98) com (2.87) e (2.88), concluimos que
gpmR™j = Eymemj'
Isso prova (ii).
Pela identidade de Bianchi (veja Exercicio 2.6.9), temos
R+ R™y, + Ry = 0. (2.99)
Contraindo (2.99) com y*, temos
m m k k m
Ry™ ;== Bi7 u" =y By,
=R;" " — R™y; (2.100)
=R;" — R"p;.
Usando (i), (ii) e (2.100), concluimos que
IpmR™ :Eymemj
=Eym (ijp - Rmpj)
:gijmp7
provando (iii). O

Proposigao 2.6.12. A curvatura de Riemann RY é auto-adjunta
com respeito a g,, ou seja,

9o(R*(u), w) = gu(u, R"(w)),
Yo = (z,y) € TMy,u,w € T, M.

Demonstragao. Denote u = u/0,;,w = w/d,; € T, M. Pelo Lema
2.6.11-(iii), temos

G (R (u),w) =g, (R™ ju? Oym , wP Oy )
=gpm R jul WP
:gijmpujwp
=gy (Wi, R™ pwP Oy
=g, (u, R"(w)).
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2.6.2 A curvatura bandeira

Seja F' uma métrica Finsler em M e {R”,v € TMy} a curvatura de
Riemann. Dados v = (x,y) € TMy e P C T, M um plano contendo
y, seja u € P tal que P = span{y,u}.

Definigcao 2.6.13. Definimos a curvatura bandeira associada a v =
(z,y) € TMy e ao plano P C T,M,y € P, por

(R

9v (yu y)gv (u, ’LL) — 9o (y7 u)2
Exercicio 2.6.14. Mostre que

(i) K(P,v) nao depende de u.

(ii) K(P, )= K(P,v),YA>0.

K(Pw):

A curvatura bandeira de uma superficie

No caso em que M é uma superficie, entao a curvatura bandeira
K(P,v) é uma funcdo escalar K(v) em T My pois nesse caso P =
T.M. Dado v = (z,y) € F~1(1) C TMy, seja 0 # y*+ € T,M um
vetor tal que g,(y,y*) = 0. Pelo Corolério 2.6.7 e Proposicio 2.6.12,
temos
9o(R(y1),y) = gu(y™, R (y)) = gu(y™,0) = 0.
Segue que
R(y") = ay™,

para algum « € R, ou seja, y~ é um autovetor de RY associado a a.
A seguir mostramos que « coincide com a curvatura bandeira K (v).

Proposigao 2.6.15. A curvatura flag K(v) € o autovalor de R
associado ao autovetor yJ-.

Demonstragcao. Temos que

g(R"(y"), y) _ golaytyh)

Kv) = 90U, 9)90(yt y) — 9oy, yH)? — F2(0)gu(yt,yh)

= Q.

O
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Capitulo 3

Teoria de Morse e
algumas aplicacoes

Neste capitulo discutimos as aplicagoes mais rudimentares da teoria
de Morse do funcional de energia ao estudo da topologia de uma
variedade munida de uma métrica Finsler. Nosso intuito é dar um
panorama rapido e intuitivo da teoria e, sendo assim, em diversos
momentos apenas daremos um esbogo das demonstragoes.

3.1 Rudimentos em teoria de Morse

Sejam X uma variedade diferencidvel e f : X — R uma funcao
diferencidvel. Talvez possa ser dito que teoria de Morse estd ocupada
principalmente com dois tipos de questoes:

I) O que podemos concluir sobre a topologia de X se tivermos
informacao sobre a estrutura do conjunto dos pontos criticos
de f?

IT) O que podemos concluir sobre a estrutura do conjunto dos pon-
tos criticos de f se tivermos informagao sobre a topologia de X ?

Sob este ponto de vista se justifica pensar teoria de Morse como
uma espécie de cdlculo variacional global, termo este que foi usado
originalmente por Morse [31].

60
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Passemos agora as nogoes mais rudimentares da teoria. Denote-
mos n = dim X.

Definicao 3.1.1. Um ponto p € X € dito um ponto critico de f
se df|, = 0. Um nidmero ¢ € R é dito valor critico de f se existe
algum ponto critico p de f tal que f(p) = ¢. Se ¢ € R nao € valor
critico entao ¢ é chamado de valor regular. O ponto critico p € dito
nao-degenerado se a Hessiana

dflp: TyM x T,M — R
de f em p dada por

n an
200 _
& flp = Z 0xi0xI

,j=1

da’ @ da’
p

tiver nicleo trivial. Aqui as derivadas parciais sao tomadas em relacdo
a um sistema de coordenadas (z',...,x™) em torno de p. O indice de
Morse de p, denotado por u(p), € a dimensao do subespago mazimal
de T,M onde d?f|, € negativa-definida.

Exercicio 3.1.2. Mostre que a definicdo da Hessiana de f em um
ponto critico dada acima nao depende da escolha do sistema de coor-
denadas.

Definicao 3.1.3. f € dita uma funcao de Morse se todos os seus
pontos criticos sao nao-degenerados.

Exercicio 3.1.4. Considere S? = {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 22 =1}
e f: 8% = R dada por f(x,y,z) = z. Mostre que f é Morse e calcule
o indice de Morse de seus pontos criticos.

Para cada a € R considere X=% = {z € X | f(x) < a}. A ob-
servacao fundamental em teoria de Morse é a seguinte:

Sob hipéteses razodveis, a topologia de X< muda somente
quando a passa por um valor critico de f e, quando isto
ocorre, existe uma boa descrigao de como se da esta mu-
danca.

O seguinte enunciado nos d4 uma versao mais precisa deste fato
fundamental.
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Teorema 3.1.5. [29, teoremas 3.1, 3.2 e 8.5]
Seja X uma variedade sem bordo. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes.

a) Se f~Y([a,b]) é compacto e livre de pontos criticos de f entdo
existe uma aplicacdo suave h : [0,1] x X< — X<t tal que,
denotando hy(z) = h(t,x), temos ho(x) = x Vo € X<, hy(z) =
x V(t,z) € [0,1] x X=, hy é um mergulho para todo t < 1,
hi(X<) = XS Além disto, X=% e X<V sdo difeomorfos.

b) Sejam ¢ um wvalor critico de f e € > 0 tal que ¢ € o dnico valor
critico de f em [c—e,c+e]. Se f~1([c—¢,c+e€]) é compacto con-
tendo somente pontos criticos ndo-degenerados, entdo X <¢te ¢

homotopicamente equivalente ao espaco obtido pela adi¢do de

uma pu(p)-célula a X==¢ para cada ponto critico p € f~1(c).

¢) Suponha que X =% é compacto para todo a € R, e que f é Morse.
Entao X € homotopicamente equivalente a um CW-complexo
com precisamente uma p(p)-célula para cada ponto critico p.

Para uma definigdo precisa das nogoes de célula, CW-complexo
etc referimos o leitor a [13]. O teorema acima nos dé os exemplos
mais bdsicos de respostas para as questoes I) e II) feitas acima.

Exercicio 3.1.6. Use o teorema acima para provar que o nimero de
pontos criticos de uma fungao de Morse em uma variedade compacta e
sem bordo € pelos igual a soma dos seus nimeros de Betti. (Dica: use
o fato de que a homologia celular de um CW-complexo € isomorfa a
sua homologia singular.) Esta cota minima sempre pode ser atingida?
(Néo, dé um contra-exzemplo.)

Observagao 3.1.7. No estudo do funcional de energia associado a
uma métrica Finsler faremos uso do fato que o teorema acima vale
sob as sequintes hipdteses mais fracas:

o [ éde classe C', e todos os pontos criticos de f estio contidos
em um aberto U C X tal que f|y € de classe C°.

Sob estas hipdteses, no item a) serd apenas possivel dizer que h e o
difeomorfismo X<t ~ X=% sdo de classe O, e no item c) precisamos
pedir que flu seja Morse.
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3.2 Geometria Finsler: uma rapida re-
visao
Para conveniéncia do leitor tomamos um momento para fixarmos a
notacao a ser utilizada neste capitulo, e revisar algumas defini¢oes
discutidas nos capitulos anteriores.
Seja M uma n-variedade munida de uma métrica Finsler F', que
sera fixada pelo restante deste capitulo. Denotando por 7w : TM — M

a projecao no ponto base e por Z a se¢ao nula, para cadav € TMy =
TM \ Z temos o produto interno g,(-,-) em Ty, M dado por

1 02 9
gv (w1, we) = 3 Bs0t s F=(v+ swy + tws). (3.1)

A forma de Hilbert Ay € Q*(T'My) é dada por
Ailv - ¢ = gu(v,dm - Q) (3.2)

para todo v € TMy e ( € T,TM. Lembre que w = d\g é uma forma
simplética em T'Mj e associado a funcao energia cinética

E:TMy—R  E(v)=31F?%(v) (3.3)
temos seu campo Hamiltoniano S, que é determinado pela equagao
igd\yg = —dFE.

Relembremos o isomorfismo linear i3, : Ty (,yM — V), dado por

in(w) = pn . (v + tw). (3.4)

Sabemos que S é um spray, isto é, satisfaz
JS=C LcS =8 (3.5)

onde J denota a estrutura tangente canonica em TTM definida
em (2.2), e C é o campo vertical em T'M definido por C|, = i},(v).
S é chamado de spray geodésico associado a F'.
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Lembremos que o spray S induz uma conexao de Grifone por
FS = —»CSJ (3'6)

que pode ser vista como uma 1-forma tomando valores em TT M
definida em T'Mj. Isto segue do fato que as equagoes (3.5) implicam

(Ts)?2=1 ker(ls +1)=V. (3.7)
Temos entao a decomposicao
TTMy=H®V onde H=ker(l's—1I) (3.8)
que determina projegoes
Py :TTMy —H Py :TTMy—V (3.9)

que variam suavemente com o ponto base v € T M.
Em coordenadas naturais (v,y) = (z,..., 2%, y',...,y") de TM

associadas a um sistema de coordenadas z = (z!,...,2™) em M os
coeficientes de S sao denotados por
S = yZ i 2G18yi (3.10)

e, como S é spray, vale que os G*(x,y) sdo funcoes positivamente
homogéneas em y de grau 2: Gi(z,ty) = t2G*(z,y) Vt > 0. Por
conseguinte, a funcoes

I =0,G" (3.11)
sao positivamente homogéneas em y de grau 1. Também valem
Ts 0y =0y  Dg-0p =0y — 2000, (3.12)
e
Py -0y =04 = 0y — 1005 Py -0y =T170,. (3.13)

Definigao 3.2.1. Se M € conexa entdo definimos a funcdao distancia
associada a F por

6: M x M —[0,4+00), 6(p,q) = inf [, F(5)dt (3.14)

onde o infimo acima € tomado sobre todas as curvas diferencidveis
v :[0,1] = M satisfazendo v(0) = p, v(1) = q. Se M ndo € coneza
entdo 6 também assume o valor +00. Note que, em geral, 8 nao é
simétrica: 0(p,q) # 0(q,p).
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Observacgao 3.2.2. No interessante trabalho [38] sdo estudadas e-
tensoes de resultados cldssicos da teoria de submersoes Riemannia-
nas para o contexto de sistemas Hamiltonianos mais gerais através de
curvas fanning. Em particular, sdo obtidas formulas de O’Neill neste
contexto mais geral. Além disso, [38] também serve como uma boa e
rdpida introducdo aos conceitos mais bdsicos em geometria Finsler.

3.3 Derivada covariante ao longo de uma
geodésica

Dado um campo de vetores Y em uma variedade ) qualquer, pode-
mos definir a derivada de Lie de um campo de vetores W (t) € Ty M
ao longo de uma trajetéria c(t) de Y (¢ =Y o ¢) pela férmula

LYW (o) = lim W(t) - d¢,;l~ W(t—h)

(3.15)

onde aqui denotamos por ¢; o fluxo de Y.

Apliquemos esta defini¢do & nossa situacao. Se y(t) é uma geodési-
ca de F entao podemos levantar um campo qualquer W (t) ao longo
de y para um campo vertical W (t) = z;’,(W(t)) ao longo da trajetdria
t — §(t) € TyyM do spray geodésico S. Deste modo definimos a
derivada covariante de W ao longo de ~ por

DWW

= )Py L), (3.16)

O seguinte lema nos serd 1til para calculos explicitos em coordenadas.

Lema 3.3.1. Em coordenadas naturais de T M associadas a um sis-
tema de coordenadas de M temos
DWW
dt

(t) = (W' + T (, )W),
onde x(t) sio as coordenadas de y(t), W(t) = W*(t)dy: e T} sdo os
coeficientes da proje¢do vertical como em (3.13).

Demonstra¢ao. Em coordenadas naturais (z,y) o campo S é repre-
sentado como S(z,y) = (y, —2G(z,y)). Denotando por ¢} o fluxo de
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S, o fluxo linearizado associado satisfaz

d 0 I

S _ S S _ S
%D% = DS(¢;)Dyy = (—2DmG —2DyG> Dy (3.17)

onde as matrizes D,G e D,G sao avaliadas em (z,&). O campo verti-
cal W (t) = il,(W (t)) é representado nestas coordenadas por (0, W (t))
onde W (t) = (W(t),...,Wn(t)). Derivando

his DS, - (0, W (t + h))

em h = 0 e usando a EDO linear (3.17) satisfeita por Dy? concluimos
que o vetor LgW é representado nestas coordenadas por

Esw ~ —Wi(azi + (VVZ + 2(8yj GZ)W])(()yz
De (3.11) e da férmula (3.13) para Py - J,: segue que
Py LsW = (W' +TiW7)0,:.

Pela definigao de 7y temos a conclusao desejada. O

3.4 Campos de Jacobi e o fluxo geodésico
linearizado

Aqui estudamos as relagbes entre o endomorfismo de curvatura de
uma meétrica Finsler e o fluxo linearizado do spray geodésico. Asso-
ciada a distribuigao horizontal temos a forma de curvatura R dada
pela férmula

R(X,Y) = Py[PyX, PyY] (3.18)
onde XY sao campos de vetores em TMy. A expressao acima é
C*°(T My)-linear e, consequentemente, define uma 2-forma em T My
tomando valores em V.

Exercicio 3.4.1. Mostre que H € integrdvel se, e somente se, R = 0.

Exercicio 3.4.2. Suponha que F(v) = \/g(v,v) onde g é uma métrica
Riemanniana em M. Se R = 0 entdo numa vizinhanca de todo
ponto de M podemos encontrar coordenadas (ul,...,u™) tais que
g=>" du'@du’.
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Definigao 3.4.3. O endomorfismo de curvatura de F' na dire¢ao de
v € TMy € o operador linear

RY : TryM — TryM  dado por i},(R"(u)) = R(S,up) (3.19)
onde up, € H, € unicamente determinado por dm - up = u.
O lema seguinte nos sera bastante ttil.

Lema 3.4.4. Sejam v € TMy e u € Ty, )M, e tome coordenadas
(x',....2") de M em torno de w(v). Se v = y'0yi e u = u'd,: entdo
vale

RY(u) = {(20,4G" — 4 (05 T) + 2G% (0, T5) — T30 uF 10, (3.20)

Demonstracdo. Sejam X = X0, —&-Yiayi e J=J0, —i—Ki(“)yi cam-

pos em T Mj representados em coordenadas naturais, de forma que
temos Py X = X0, e PyJ = J*0,:. Aqui §,: sdo os campos dados
em (3.13). As propriedades do colchete de Lie nos dao

[PrX, PyJ] = X' (00 J%)0pn — JF (600 X )60 + X T¥[041,6,5]

onde usamos a convenc¢ao de Einstein em cada termo separadamente.
Segue imediatamente que

R(X,J) = X J*R(6,:,0,n). (3.21)

E claro que a identidade acima segue também do fato de R ser um
tensor. O vetor [d,:,0,x] tem coordenadas

(015 0] =[O — L5 0yr, Oy — anys]
= [amia 8zk] - [0351'71“231/5] - [Ffayra 8zk] + [Ffaymf‘i@ys]
= (0 T7)0ys — Ti[00s, 0ye] + (9,4 T7)0yr
+ T [Opk, ByT} + Ff((’“)yrfi)ays — F‘,Z(Bysl"f)ayr
- FZF; [ays’ay”‘]
= (0p+ 1 = 00: Ty + 15(9ysTy) = T5(9y=17)) Oy
(3.22

)
Tomando X = S temos X* = y'. Plugando em (3.21) e usando (3.22)
obtemos

R(S,J) = {y' J* (0T} — 8T +T5(8,:T%) — T3(0,T7))} 0.
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Substituindo as identidades y'T'7* = 2G™ e y'9,:I'; = I'" obtemos
R(S,J) = {J* (20, G" — y'0,: Ty + 2G*(0ysT) — T5I7)10,- (3.23)
como desejado. O

Seja y(t) uma geodésica nao-constante de F. Um campo de Jacobi
ao longo de v é um campo de vetores J(t) ao longo de v que satisfaz

a EDO linear
DyJ +RY(J)=0 (3.24)
dt? - '

chamada de equagao de Jacobi.

Exercicio 3.4.5. Dado v € TMy, seja vy, o unico vetor em H,
satisfazendo dm - vy, = v. Mostre que vy, coincide com S avaliado em
v. Conclua que R”(v) =0, Yv € TMy e que t — (t) et — t¥(t) sao
campos de Jacobi ao longo da geodésica (t).

Usando as projegoes (3.9), podemos definir um isomorfismo linear
0, : T, TMy — Tﬂ.(,u)M X TW(,U)M (325)

para todo v € TMj, que é bastante conveniente para representar
vetores no fibrado bitangente. Este isomorfismo é definido por

(")U'CZ ((i%)_10Pv~C,d7TOPH-<) CET,UTM(). (326)

A relacao entre o fluxo linearizado de S e os campos de Jacobi
estd contida no seguinte enunciado.

Teorema 3.4.6. Seja 7 o fluzo do spray geodésico S em TMy, e
fize v € TMy. Considere um vetor ((0) € T,TMy qualquer e defina
C(t) = dp? - €(0). Sejav(t) a geodésica determinada por %(0) = v, e
seja J o campo de Jacobi ao longo de v unicamente determinado por
0, -¢(0) = (Dd”t‘] (0), J(O)). Entao vale que

0310 ) = (270,90 vt (3.21)
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Demonstragao. Como na demonstracao do Lema 3.4.4, o campo S
se escreve em coordenadas naturais como S(z,y) = (y, —2G(x,y)).
Defina J(t) = dmo Py -((t). Representando ((t) = J*(¢)9,: + K" (1),
nestas coordenadas temos J(t) = J*(¢)0,:. Considerando

—

C(t) = (J(t), K(t)) € R" x R™

onde J = (J',...,J") e K = (K',...,K™), temos a equagdo do fluxo
linearizado J
¢ =D5(x,i) - (
onde z(t) é a representacdo de . Usando a expressdo local de DS
descrita em (3.17), obtemos K" = J” e a EDO para ¢ é um sistema
linear de segunda ordem para os J":
0=J" +2(8,G")J" +2(9,:G")J"
. ( ) _ ( v ) (3.28)
=J" +2(0,G")J +2I].J°

onde as derivadas parciais dos G" sdo avaliadas no ponto (z,).
Usando a expressao da derivada covariante dada pelo Lema 3.3.1
obtem-se

. d [(DyJ\' .

r_ ¢ .

J dt{(dt) ’“‘]}
p2J\" D.J\* d

_ Y . Y 771-wrk
<dt2> k(dt) at T

p2J\’ .
=< A ) =T (JF 4+ T3

dt?
— ((BuT)dt + (8, T)F) J* — Ty J*
D'2yJ r r Tk ril k PN A - |k

onde na tltima igualdade substituimos i’ + 2G'(z,i) = 0. Pela
equacio (3.28) podemos somar 2(0,xG")J* + 2I'7 J* nos dois lados
da identidade acima e obter 0, isto é,

D’%/J ' T I l .l 1l k
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Comparando com (3.20) e escrevendo RY(.J) = R7(J)"0,r esta iden-
tidade se reescreve como

p2j\"
0={— ] +R(J) (3.30)

ou seja, J(t) é campo de Jacobi. Como K" = .J" usamos (3.13) e
obtemos (iy,) ~*(Py - ¢(t)) = DJtJ como desejado. O

Corolario 3.4.7. Seja v : (—¢€,€) X [a,b] = M uma variagao suave
da geodésica nao-constante vyo(t) = v(0,t) por geodésicas. Entdo t —
0957(0,t) € um campo de Jacobi ao longo de 7o.

3.5 Pontos conjugados, aplicacao
exponencial e seus pontos criticos

Assumamos que o fluxo de S é completo, por exemplo este é o caso
quando M é compacta e sem bordo. A aplicacao exponencial associ-
ada a métrica Finsler F' é dada por

exp: TM — M v+ exp(v) = 7oy (v) (3.31)

onde 7 denota o fluxo do spray geodésico S. Geometricamente,
exp(v) = v(1), onde (¢) é a geodésica com condicao inicial 4(0) = v.
O mapa exp estd bem-definido e é de classe C'! pois o spray S é campo
de classe C! em TM. E 6bvio que S e exp sao C*° em T My. Como
exp é a composta de um difeomorfismo e uma submersao, segue que
exp nao tem valores criticos. Fixando p € M denotaremos por

exp, = exp |r, v : TpyM — M (3.32)
a restricao de exp a T, M.

Lema 3.5.1. Suponha M fechada. Para § > 0 suficientemente pe-
queno a aplicacao

7 xexp: F71([0,0)) = M x M, v (n(v),exp(v))

define um difeomorfismo C* entre F~1(]0,4)) e uma vizinhanca aberta
As da diagonal.
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Demonstragio. E ébvio que dexp, o : To(T,M) ~ T,M — T,M é
a identidade, para todo p. Logo a diferencial da aplicagao m X exp
calculada no espago tangente de T'M em um ponto da segao nula
é isomorfismo linear. A conclusdo segue usando a compacidade da
secao nula e o teorema da fungao inversa. O

Observagao 3.5.2. Efdcil demonstrar que existe &' € (0,8) tal que
0(p,q) < 8 = (p,q) € As. Nas proximas secoes seremos capazes de
provar que As = {(p,q) € M x M | 6(p,q) < d}.

E bastante relevante e interessante estudar quanto que exp, fa-
lha em ser um difeomorfismo. Por exemplo, exatamente como em
geometria Riemanniana, é possivel usar a equagao de Jacobi para
estudar relacoes entre curvatura e os pontos criticos de exp,. A
conexao se dé da seguinte forma: dado v € T,M \ {0}, um vetor
CeT,(T,M)=V, C T,TM é vertical e, como tal, se representa por
0, - ¢ = (w,0) através do isomorfismo (3.25). Deste modo segue do
Teorema 3.4.6 que

D.,J
030 ¢t ¢ = (222 0,70

onde y(t) é a geodésica satisfazendo §(0) = v e J(¢) € o tinico campo
de Jacobi ao longo de v satisfazendo J(0) =0 e DJtJ (0) = w.

Lema 3.5.3. Vale a férmula
dexp, | -tw=J(t) Vt>0 (3.33)
onde aqui identificamos T,(T, M) ~ T,M.
Demonstracao. Para cada A € R\ {0} temos o difeomorfismo
oy :TM —TM dado por ¢y(v) = Av
que é representado em coordenadas naturais por ¢y (z,y) = (x, \y).
De S(z,y) = (y, —2G(x,y)) conclui-se que So ¢y = dpy - AS pois G é

positivamente homogénea de grau 2 em y. Integrando esta identidade
obtemos 7 oy = ¢y 0 9035:1: para todo A # 0 e t. Substituindot =1¢
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chamando A de t encontramos ¢f o ¢; = ¢; 0 7, Vt > 0. A inclusdo
Tp,M ~T,(T,M) C T,TM é dada por

w0, (w,0) = iHw).

Notando que ¢t} (tw) = d¢; - % (w) finalmente obtemos

Na pentltima igualdade o Teorema 3.4.6 foi usado. O

Motivados pelo lema acima fazemos aqui a seguinte definicao
cléssica.

Definicao 3.5.4. Sejam v € T,M\{0}, v(t) a geodésica satisfazendo
4(0) =wv, etog > 0. O ponto q = (ty) € dito conjugado a p ao longo
de v se existe um campo de Jacobi J(t) ao longo de v que ndo é
identicamente nulo e satisfaz J(0) =0, J(tg) = 0.

Como consequéncia do Lema 3.5.3 obtemos

Lema 3.5.5. O ponto q € M € um valor critico de exp,, se, e somente
se, for conjugado a p ao longo de alguma geodésica v(t) satisfazendo

7(0) = p.

Corolario 3.5.6. Para todo p € M o conjunto dos pontos conjugados
a p por alguma geodésica tem medida nula.

Demonstragao. Aplicagao direta do teorema de Sard para aplicagoes
C! entre espacos de mesma dimensdo. O

Observagao 3.5.7. Note que, diferentemente do caso Riemanniano
ou reversivel, t — exp,,(tv) coincide com a geodésica y(t) satisfazendo
4(0) = v somente para t > 0. Quando t € negativo este fato nao é
verdade em geral devido a nao-reversibilidade.
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3.6 Espacos de caminhos

Seguimos assumindo que M é compacta e sem bordo. Como de cos-
tume, diremos que uma curva vy : [0,1] — M é suave ou C* por

partes se « for continua e existir uma particdo P = {to,t1,...,tn}
de [0,1], 0 = tg < t; < - <ty = 1, tal que v|p, ,,,] é suave Vi.
Denotaremos a norma da particdo P por ||P| = max; |[t;41 — ti]. A

energia de uma tal curva é

1

1
BO) = [ PG (3.34)

Nosso objetivo é estudar a teoria de Morse de E em espagos de
curvas em M. Neste sentido, fixados p,q € M denotamos

Qp,q) ={v:[0,1] = M continua | v(0) =p, v(1) = ¢} (3.35)
A(p,q) = {v € Q(p,q) | v ¢ C™ por partes} (3.36)

e dada uma particao P = {tg,...,tn} de [0, 1] denotamos

Ap(p,a) = {7 € AP, @) [Vt t:11) € suave Vi}. (3.37)

Note que nao descartamos a possibilidade de p = q. Escrevendo (2,
A e Ap por simplicidade, consideramos os conjuntos

AS*={yeA|E(y) <a}, A3 = {y€Ap | E(7) < a}
A<={yeA|E(ny)<a}, A ={y€Ap | E(y) <a}

para a > 0. Dotamos 2 com a topologia C° e A, Ap com a topolo-
gia W12, Os espacos de caminhos entre p e ¢ descritos acima nao
admitem estrutura de variedade de dimensao finita. Para aplicar-
mos o Teorema 3.1.5 & nossa situacao precisamos de “aproximagoes”
destes espagos com dimensao finita. Seguindo [29] definimos

Bp ={v € Ap | V|{t, 1.4, € geodésica Vi}
BE" ={y€Bp| E(y) < a}
B ={y € Bp|E(y) <a}.

As topologias em Bp,BE“,BIEQ sao herdadas de A. As curvas em
BP serdio chamadas de geodésicas quebradas, e daqui para frente
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poderemos chamar uma geodésica de suave para enfatizar que ela
nao é quebrada.

Note que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz estimamos para
todo v € AS® e particio P = {a = to,t1,...,tx = b}:

B(3(t:) 2 (tis1)) < / PG ()t

i

< \/ bty [ mGwpa O
< V2P

Tomando § > 0 como no Lema 3.5.1, ¢ como na Observacao 3.5.2,
fixando a e supondo que a particao é suficientemente fina de modo
que +/2a||P|| < §'/2, concluimos que para todo i = 0,..., N—1 existe
tinico v; € Ty (;,)M satisfazendo F(v;) < & e exp,,y(vi) = Y(tiy1).

Desta maneira se v € Bga entdo os N — 1 vetores (vg,...,Un—_2)
determinam v unicamente e, sendo assim, o espago B5® tem natural-
mente estrutura de variedade suave de dimensao n(N —1) compativel
com a topologia W2, No entanto, note que E : B5* — R é apenas
de classe C' com relacdo a esta estrutura diferencidvel em vista da
férmula

N-1

1 F2(’l}i)
E(vy) =2 —_— .
(") 2; T (3:39)

Esta férmula também deixa claro que F é C'°*° no subconjunto aberto
e denso de B5® que consiste das geodésicas quebradas v tais que cada
Yts,t:41) € NAO-constante.

Lema 3.6.1. Para todo b < a o conjunto ng ¢ compacto em Bp®.

Demonstragio. Sejam 7, € B5® tais que sup,, E(7y,) < b. Pela com-
pacidade de M podemos supor que, a menos de uma subsequéncia,
os pontos 7,(t;) convergem para pontos ¢;. De acordo com nos-
sas estimativas acima, feitas sob a hipdtese de que /2a|P| < ¢,

concluimos que os pontos p = v, (¢0), .- -, Yn(tN-1),9 = Yn(tn) sa-
tisfazem 0(y,(t:), Yn(tiv1)) < 0’'/2. Logo 6(qi,¢i+1) < ¢'/2. Desta
forma os vetores v, ..., v% _; em F~1(]0,4)) unicamente determina-

dos por exp., (;,)(v;') = Yn(tit1) convergem para vetores vo, ..., UN—1
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em F~'([0,6)) unicamente determinados por exp,, (v;) = gi4+1. Note
que v = (ti+1 — t;)¥n(t;). Definindo v € Bp por

t—1;

Uz‘) em [ti,ti+1], Vi = 0, .. .,N -1
tit1 — 1

0o,

temos que 7, — v em Bp e

3.7 Primeira variacao da energia

Considere uma particao P = {tg = 0 < t; < --- < ¢ty = 1} do
intervalo [0,1], e seja v : [0,1] — M uma geodésica quebrada, isto
é, v é continua e |y, ;,,,] ¢ geodésica suave, Vi. Consideraremos
também varia(;éeb h:(—€€) x[0,1] - M da curva ~ tais que cada
restrigao hf_ ] € suave, Vi.

[tutH»l

Lema 3.7.1. Se y(t) € geodésica quebrada como acima e (t) nunca
se anula entdao para qualquer variagcao h de y temos

d

ds E(h(s’ ))

v (3.40)
Z 950 G V() = g5 G, V(E)

onde V(t;) = 0sh(0,t;).

A demonstracao é um exercicio deixado para o leitor, que pode se
referir ao capitulo 1 para o caso do funcional de comprimento.

3.8 Segunda variacao da energia

Fixe p,q € M e uma particio P = {txc = 0 < t; < ...,ty = 1}
de [0,1]. Para cada v € Ap(p,q) = Ap denotamos por TyAp o
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espago dos campos de vetores continuos X : [0,1] — M ao longo
de v tais que X (0) = 0, X(1) = 0 e que cada restricio X/, 4,.,] ¢
C*°. Uma variagao de vy com extremos fixos é uma aplicagao continua
h:(—€,€) x[0,1] — M tal que h(0,t) = ~(t) ¥Vt € [0,1], h(s,0) =pe
h(s,1) = q Vs € (—¢,¢), e que cada restricao h|(_cc)x [t t,,,] € Suave.
Deste modo 05h(0,t) € Ty Ap, e todo campo em T, Ap é obtido desta
forma.

Por definigao, uma geodésica de F' ligando p a q é a projegao
~(t) de uma trajetéria do fluxo do spray geodésico associado a F,
trajetéria esta que comeca em p e termina em gq.

Seja 7y : [0,1] — M uma geodésica ligando p a ¢. Uma variacdo
a dois parametros de v com extremos fixos é uma aplicagao continua
h:(—€,€)?x[0,1] — M tal que h(s,u,0) = p, h(s,u,1) = q para todo
(s,t) € (—¢€,€)?, (s,t) = h(s,0,t) e (u,t) = h(0,u,t) sdo variagoes
de 7, e a restricdo hl(_c,e2xt,,t,,,] € Suave, Vi. Para quaisquer dois
campos X,Y € T, Ap existe variagdo de v a dois pardmetros h(s,u, t)
com extremos fixos satisfazendo 9s;h(0,0,t) = X (t) e 0,h(0,0,t) =
Y (t).

Observagao 3.8.1. As variacoes de v discutidas acima dependem
também da particao P, mas por simplicidade na notacdo nao faremos
explicita esta dependéncia.

Lema 3.8.2. Se h(s,u,t) € varia¢do a dois pardmetros da geodésica
v nao-constante suave que liga p a q entao

62
E .
5egu|__ Bllls.u)

1 2
0 dt .
N-1
D, X DX 6 _
- Z%(n)( () = ——(t, ),Y(ti))
i=1

onde X,Y € TyAp sdo os campos X = 0,h(0,0,t) e Y = 95h(0,0,1).

Observagao 3.8.3. A hipdtese de v nao ser constante € necessdria
para trabalharmos longe da secdo nula, e assim podermos derivar F>
livremente quantas vezes quisermos. Em particular, E(h(s,u,-)) €
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C? para (s,u) prézimo de (0,0). Este tipo de preocupacio ndo €é
necessdaria no caso Riemanniano.

Demonstragao. Nao hé perda de generalidade em supor que a particao
é fina o suficiente de forma que cada y([t;, t;11]) estd contido em uma
carta de M com coordenadas x = (z!,...,2™). Sobre esta carta T M
tem coordenadas naturais (z,y) = (z!,...,2", y',...,y"). Nao ha
perda de generalidade em fazer as contas em coordenadas para cada
intervalo [¢;,t;41]. Sendo L a Lagrangiana %F 2 a primeira variacio
no intervalo [t;, t;41] fica

ti41
:/ : (aziL_jt(ayiL)> B dt + A [(9,L) ]
t

- —/tmgijhg (nh, +267) dt+A[ginini] =0

t;

d
ds

s=0

onde todas as fungoes g;;, GY etc, sdo avaliadas no ponto com coorde-
nadas z° = h', y* = hi, e as fungdes h' e suas derivadas sao avaliadas
ems =u =0 Aquil = 0,...,N — 1 esta fixado, e para uma
dada funcio f suave em [t;,#,11] denotamos A [f] = f(t, ;) — f@&h.
Prosseguindo com o calculo temos

0°FE b (o - .
= — . Kt ] ]
ouds|,_,— /tl 9ishs <htt“ + 2000 Gy + 20 G )ht“) dt
d o
du|,_, [ I t]

Aqui foi fortemente usado que hf, + 2G9 = 0 quando s = u = 0.
Analisando o integrando acima temos

(A) = by, +2(002 GT)R + 200Gy,
= hlp, + 202G by — 2(025, 2 GT )R/ 1

) d .
B A
— 2025, 2 G?)highyy + o (2(0,2G7)h})
= By + 2002 G0 — 20, TR 1

. d .
TG R J pA
+4(0,sT3)G" hy; + g (2F>\hu)
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onde novamente usamos que hft +2GP =0 em s = u = 0. Também
usamos que J,»G?7 = I'}. Para o campo X7 := h) em s = u = 0
vamos substituir a identidade

, D2X I ID.x1" d _.
Xi=nl, =|—"—| -/ || — (VX"
h’ttu [ dtQ ] T |: dt :l dt( T )
p2x|” . , d
= | —TIXT —TIrN XN — —(TV X"
[ dt2 ] T A dt( r )

na equagao anterior e obter

2
DX
dt?

(4) =

j
] —DIX" —DIr X — %(rgﬁxr) + 29,2 GH X

20, T X + 40, TG X + 4 (ar4 %)

Note que 72 = hP, 4% = hf em s = u = 0. Usando a expressao de
R7(X) dada em (3.20) obtemos finalmente

J

D? . . . d .
(A)=|—z | +R(X) - X+ a(rp@)

— (05T X +2(9,s1%)GP X
J
+ RY(X).

2
_ DI X
dt?

Denotando Y* = Al em s = u = 0 o substituindo (A) na férmula

para gjgs R acima temos
0°E wao[px )
18 ls=u=0 b (3.42)
d .
il A [gi; Y377 .
+ du we0 [gJ v ]

A andlise to termo | _ A[g;;Y'47] é facil e deixada a cargo do
. u U7O ~
leitor. Somando em [ a conclusao segue. O
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Fagamos uma pausa em nossa discussao para provar a simetria do
endomorfismo de curvatura usando argumentos variacionais. Como o
leitor podera ver, esta nova demonstragao usa aspectos de geometria
simplética por tras da geometria Finsler.

Lema 3.8.4. Vale a formula

go(R"(w1), w2) = gy (w1, R"(w2))
para todos os vetores v € TMy e wy,ws € Tr)M.

Demonstracao. Sendo os cédlculos locais é ébvio que esta afirmagao
sera provada para qualquer métrica Finsler em qualquer variedade.
Fixe dp > 0 tal que a geodésica (t) satisfazendo 4(0) = v estd defi-
nida em [0, dg], e escolha varia¢do a dois parametros suave h(s,u,t)
definida para (s, u,t) € (—¢,€)? x [0,50] — M satisfazendo h(0,0,t) =
(), h(0,0,0) = wy, hs(0,0,0) = wy. Nao hé perda de generalidade
supormos que h toma valores no dominio de um sistema de coorde-
nadas (z',...,2") de M. Estas coordenadas induzem naturalmente
coordenadas (z!,...,2", y',...,y") em TM. Além disso podemos
ainda supor que os campos t — X(t) = h,(0,0,t) e t — Y(¢) =
hs(0,0,t) sdo paralelos, isto é,

Integrando por partes a férmula (3.42) no intervalo [0, 4], com
0 < 6 < dg, e subtraindo o resultado obtido trocando X por Y, e
usando o Lema 2.5.27 encontramos

B 0’FE
_o 0s0u

_ 0’E
T Juds

s=u s=u=0

§
- _/0 95(Y,RV(X)) — g5(X, R'(Y)) dt

d
+ —

Tu Algsy (Y, 5)]

u=0

Algs (X, 7))
s=0

Cds

onde A(f) = f(6)— f(0). Dividindo por ¢ e tomando o limite quando
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6 — 0 obtemos
0 = gy(wa, R (w1)) — go(w1, R (w2))

d d d
- i (Y. ) — —
+ t=0 [ du),_, 95 (Y, %) I

dt o |
= gu(w2, R"(w1)) — go(w1, R*(w2)) + (B).
Resta provar que (B) = 0. Para tal considere a aplicagdo
(s,u,t) = f(s,u,t) = hid, € TM

onde hi estd avaliado em (s,u,t). Considere também os campos ao
longo de f dados por

(s,u,t) — X(s, u,t) = h' 6, € Tr(supyTM
(s,u,t) — Y’(s,u, t) = hiézi € T(s,unyTM

onde novamente h, h% estdo avaliadas em (s,u,t). Aqui 8, sdo os

u? S

campos horizontais (3.13). Consideremos também as derivadas par-
ciais fy = hy, 0y + hy, 0yi e fs = hy0yi + hi 0yi. Note que

Py fu = (detx)iayi =0, Py-f,= (%)ay =0 em (0,0,t)

e Py -fu= X, Py fs = Y de onde segue que f, = X, fs = Y quando
avaliamos em u = s = 0. Sendo assim

GEF cia e Tl o]
_ jtt_o di wen)f- 2 S_@(AHof%fu}
- % . [d(f* i) (Ous O5)] y—s—o
-4 N@wenx ]
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onde Ay é a forma de Hilbert. A prova termina notando que X,Y e
H e que H é Lagrangiano em relacio & forma simplética' dAg, de
onde se conclui que t — (dAg o f)(X,Y) se anula identicamente
quando u = s = 0. ]

Seja v uma geodésica suave ligando p a q. Se p = ¢ assumamos
que v nao é constante. Dados X,Y € T,Ap denotaremos

82
0s0u|,_,_,

d’El,(X,Y) = E(h(s,u,")) (3.43)

onde h(s,u,t) é variacdo a dois parametros de v com extremos fixos
satisfazendo X (t) = 9,h(0,0,t) e Y (t) = 95h(0,0,t). Entao d*E|,
define forma bilinear simétrica no espago vetorial T, Ap.

Observagao 3.8.5. Sejam P, P’ duas parti¢oes de [0, 1]. Se P’ refina
P entao vale que Ap C Ap/. Analogamente, se c € Ap entdo T.Ap C
T.Apr. Note que {0,1} € parti¢do trivial de [0, 1], de modo que Ay 1y
€ o conjunto das curvas suaves ligando p a q e, dado ¢ € Agg 1},
TeA o1y € o conjunto dos campos de vetores suaves ao longo de c que
se anulam nos extremos.

Definicao 3.8.6. O indice de uma geodésica suave e nao-constante
v :10,1] = M ligando p a q € a dimensdo do subespaco de T, A 1y
que € mazimal com relagdo a propriedade de d*E|, ser negativa-
definida. Tal indice serd denotado por p(7y).

Fixemos v como na Definigdo acima. Nao é 6bvio que u(y) < oo.
Para demonstrar este fato precisamos de mais alguns enunciados.

Sejaa > 0 e escolha partiggo P = {tg =0 < t; < --- <ty =1} de
[0, 1] satisfazendo 1/2a||P|| < ¢’, onde 0 < ¢’ < § é pequeno suficiente
para que 0(z,y) < &' = (z,y) € As com ¢ dado pelo Lema 3.5.1.
Também supomos que &’ < §, veja a Observacao 3.5.2. Concluimos
que B35 se torna uma variedade diferencidvel de dimensao n(N —1).

1Para mais detalhes sobre esta tltima afirmacio veja o Capitulo 4.
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Lema 3.8.7. Os pontos criticos de E : B5* — R coincidem com
as geodésicas suaves ligando p a q com energia estritamente menor
do que a. Sendo vy uwm ponto critico de E|B;a que € geodésica nao-
constante, e identificando T,B5® com o subespago de TyAp que con-
siste dos campos que satisfazem a equagdo de Jacobi em cada [t t41],
a Hessiana de E|B;a em vy € a forma bilinear

d*E|, : T,Bp* x T,B5* -+ R
discutida anteriormente.

Demonstragdo. Seja v € B5® um ponto critico de ElB;a. Se v é
constante (neste caso p = ¢) entdo, obviamente, v é suave. Assuma-
mos que 7y nao é constante.

Pensando ingenuamente, gostariamos de usar a primeira variagao
da energia para concluir que 7 é suave, como é costumeiro fazer no
caso Riemanniano. No entanto, a férmula de primeira variagao dada
pelo Lema 3.7.1 é demonstrada tomando derivadas de F'? de ordem 2
e, consequentemente, se ¥(t) = 0 para algum ¢ € [0, 1] tais derivadas
nao estao definidas e esta estratégia nao pode ser implementada. Esta
é a razao pela qual no Lema 3.7.1 fazemos a hipdtese de que ¥ nao
se anula.

Entao, nossa primeira tarefa é eliminar a possibilidade de ¥ se
anular. Como v é geodésica quebrada, % se anula se, e somente se,
existir algum intervalo [t;, #;11] tal que |, ,,,) = 0. Tratemos o caso
em que [ > 1, o caso [ = 0 é tratado de maneira analoga. Neste caso
podemos assumir também, sem perda de generalidade, que ¥(¢) # 0
para todo ¢ € [t;_1,%].

A estrutura diferencidvel em B5* é dada pela identificacao da
curva v com (¢1,...,qn-1) € M x --- x M dado por g = (tx),
k=1,...,N—1. A energia E(v) é

k=

—

onde os vy, sdo determinados por Y(tx41) = exp.,)(vk), e Aty =
tk+1 — tx. Em outras palavras, vy = ﬁ(t;‘)Atk. Estamos assumindo
que v; = 0, v;_1 # 0, e queremos chegar a uma contradicao com a
hipétese de «y ser ponto critico.



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 83 — #91

[SEC. 3.8: SEGUNDA VARIACAO DA ENERGIA 83

Fixemos € > 0 bem pequeno e consideremos a variacao de v pa-
rametrizada por s € (1 — ¢, 1] associada aos pontos

o Ja=(tk)sek#1
% = Y(ti—1 + sAt;—1) se k =1

Vamos agora calcular os vy dados por expye (vi) = q§,1- Obviamente,
vy = v para k &€ {l — 1,1}. Note que para toda geodésica suave ¢
vale que ¢t +7) = exp.(T¢(t)) se* 7 > 0. Aplicando este fato a
geodésica suave v|f,_, 4] encontramos

Y(ti—1 + sAt;_1) = expw(tl_l)(sAtl,lf'y(tlJr_l)) = exPy(y,_,)(svi-1)
Y(ti1) = expyr,_ psar_,) (L= 8)Ati_1¥(ti—1 + sAli-1))

ou seja, vj_; = svj_1 e vj = (1 —s)At;_19(t;—1 + sAt;_1). Definindo
~*® pelos pontos ¢f,...,q%_1, para s € (1 — ¢, 1], encontramos

21 B
|:F2(S”Ul_1) + F2((1 — S)Atl_l’.)/(tl_l + SAtl_l)):|
1 At Aty
F2(3(t",))
Aty

s=

1

2F2(Ulfl)

L 2Af2
Al +(1—s)°Aty_,

1

a
2 ds
1d
T 2.ds

s=
s=

1

F2(Ul_1)
=——>=>0.
Aty ~

Aqui foi usado que F2(§(tj—1 + sAt;—1)) = F2(3(t},)), j4 que a
curva |, _, 4] ¢ geodésica. Isto é uma contradigao pois se vy é ponto
critico entao a derivada acima deveria se anular. O caso [ = 0 é
analogo pois v é assumida nao-constante.

A concluséo é que os pontos criticos de E| pge estao contidos no
subconjunto aberto e denso de B5® correspondendo as geodésicas
quebradas para as quais 7|, ,,,] ndo é constante Vk, ou, equiva-
lentemente, com velocidade sempre nao-nula. Neste caso podemos

2No caso reversivel, em particular no caso Riemanniano, esta mesma férmula
valeria para 7 < 0. No entanto para o caso Finsler, em geral, s6 podemos tomar
T nao-negativo.
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usar a férmula de primeira variagdo da energia dada pelo Lema 3.7.1
e concluir que um tal ponto critico é de fato uma geodésica suave
ligando p a gq.

As outras afirmacoes do lema sdo faceis e deixadas a cargo do
leitor. O

Corolario 3.8.8. Dados quaisquer p,q € M existe uma geodésica
suave e minimizante ligando p a q.

Exercicio 3.8.9. Prove o coroldrio acima. Dica: combine o Lema 3.6.1
com o Lema 3.8.7.

Corolario 3.8.10. Sejam § > 0 e As obtidos pelo Lema 3.5.1. Entao
As ={(p,q) € M x M | 6(p,q) < d}.

Demonstragdo. Sejam p,q € M tais que 0(p,q) < 6. Pelo Co-
rolario 3.8.8 existe geodésica v : [0,1] — M satisfazendo v(0) = p,
v(1) = g e 2E(7) = 0(p,q)*. Logo g = exp,(¥(0)) com F(}(0)) =
0(p,q) < 0, ou seja, (p,q) € As. A outra inclusio é bvia. O

Seja X € T, Ap arbitrario. Pela defini¢do de 6 e pelo Lema 3.5.5,
existe um tnico campo Y € T, B35 satisfazendo Y (t;) = X(¢;), Vi.
Por outro lado, usando as propriedade de ¢ verificamos que se Y €
T, B5® satisfaz Y (¢;) = 0 Vi entdo Y = 0. Fica demonstrado que vale
a decomposigao

T,Ap =T,B5* & W,

onde W, é o subespaco formado pelos campos que se anulam nos ¢;.
Do Lema 3.8.2 segue que

Lema 3.8.11. A decomposi¢io Ty Ap = T,,B5* ©®W, € ortogonal em
relagao a forma bilinear d*E|.,.

O ntcleo de 6132E|V tem papel central na teoria de Morse de F.

Lema 3.8.12. O nicleo de d*E|, em T, Ap coincide com os campos
de Jacobi ao longo de v que sao suaves e se anulam nos extremos.

Demonstragao. Exercicio. Dica: use o Lema 3.8.2. L]
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Como consequéncia do lema acima e do Lema 3.5.3 obtemos o
Corolario 3.8.13. Sao equivalentes:

e O ponto q nao € conjugado a p ao longo de qualquer geodésica
ligando p a q com energia < a.

e E: Bs® — R é Morse no subconjunto aberto e denso de Bp®
que consiste das geodésicas quebradas tais que cada 7|y, é
nao-constante.

tiv1)

O préximo enunciado é importante.

Lema 3.8.14. Se H C T, Ap € subespaco onde d2E|nY € negativa-
definida entao H N W., = {0}. Também vale que d*E|., é positiva-
definida em W, .

Demonstragio. Seja X € W.,. Se d*E|,(X,X) < 0 entdo existiria
variagao de v em B deixando os pontos ¢; estaciondrios, ao longo
da qual E decresce estritamente. Mas isto seria uma contradigao com
a fato de que |y, 4, ,) ¢ geodésica minimizante ligando (t;) ay(tiy1).
Fica provado que d*E|,(X,X) > 0 VX € W,,. Logo, um vetor X €
H NW, nao-nulo satisfaria d>E|, (X, X) < 0 e d?E|,(X, X) > 0, um
absurdo.

Suponha que X € W, satisfaz d>F|, (X, X) = 0. Pelo Lema 3.8.11
vale que d?E|,(X,Y) = 0 para todo Y € T,B3*. Seja Z € W,
arbitrario. Como

0<d’E|(X +¢cZ,X +cZ)=2c d’E|,(Z,X)
+c2 d’E|,(Z,2)
Ve € R, concluimos que d*E|,(Z,X) = 0. Logo d’E|,(X,Y) =

0VY € T, Ap. Aplicando o Lema 3.8.12 concluimos que X é campo
de Jacobi que se anula em todos os ¢;, de onde segue que X =0. [

Coroldrio 3.8.15. u(y) < oo para toda geodésica (nao-constante)
ligando p a q, e u(7y) coincide com o indice de Morse de v vista como
ponto critico de E : B5* — R.

Observagao 3.8.16. Os argumentos dados em [29, §15] no caso Ri-
emanniano podem ser adaptados para demonstrar também no caso
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Finsleriano que o indice de uma geodésica v : [0,1] — M (suave e
nao-constante) ligando p a q € o nimero de pontos v(t), t € (0,1),
conjugados a p ao longo de 7|j,,, contados com uma certa multipli-
cidade. Este é um bom exercicio para o leitor, que ndo faremos aqui
por ser uma repeticao dos argumentos de [29, §15].

3.9 Teoria de Morse para a energia

Aqui fixaremos pontos p # ¢ em M tais que ¢ ndo é conjugado a
p ao longo de qualquer geodésica ligando p a q. Pelo Lema 3.5.5 e
pelo teorema de Sard, fixado p entao quase todo ponto g tem esta
propriedade.

Fixe também § > 0 dado pelo Lema 3.5.1, a > 0 e uma partigao
P = {t;}1=0,....n de [0,1] satisfazendo 4/2a||P| < §. Desta forma,
se ¢ € AS%(p,q) = A= entdo, pelo Corolério 3.8.10 e pelas estima-
tivas feitas na se¢do 3.6, todo par de pontos (c(t;),c(t;4+1)) estd na
vizinhanca Ajs dada pelo Lema 3.5.1 e, consequentemente, os pontos
c(ty) e e(tj41) estao ligados por uma tnica geodésica minimizante ao
longo da qual eles nao sao conjugados. Como jé discutido, decorre
destes fatos que o espago B5® é variedade de dimensao n(N — 1).

Definamos
T:[0,1] x A<* 5 A<e
(3.44)
(u,c) = Tu(c)
por
ex <t_tlv ) se t € [t + ult]
T,()(t) = { TP uag, b Y (3.45)

c(t) se t € [t+ult;, ti1]

seu>0et€[t,t41], onde Aty = t;41 —t; e vy, é 0 vetor definido
por vy, = GXPC_(%L)(C(U + ulty)), e por Ty(c) =c.

Note que esta aplicagao é diferente daquela usada em [29]: aqui de-
formamos a curva ¢ simultancamente em todos os intervalos [¢;, t141].
Vé-se facilmente que T é continua na topologia W12. O seguinte
lema é facil e deixado para o leitor.
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Lema 3.9.1. T ¢ uma retragio por deformagio de A< em B5®, ou
seja, T2 [0,1] x A< — A< ¢ continua e T,(c) = ¢ Ve € B5®. Segue
que A<* e B5® sio homotopicamente equivalentes.

Corolério 3.9.2. O espaco A<? é homotopicamente equivalente a um
CW-complexo que tem exatamente uma p-célula para cada geodésica
(suave) v ligando p a q satisfazendo E(v) < a e u(y) = u.

Demonstra¢ao. Lembre que p # ¢ por hipdtese. O Corolario 3.8.13
diz que E é Morse quando restrita a um certo subconjunto aberto
e denso de B5® onde E é suave. O fato crucial é notar que o
Lema 3.8.7 diz que este subconjunto aberto e denso contem todos os
pontos criticos. A Observagao 3.1.7 diz que o Teorema 3.1.5 pode ser
aplicado com pequenas modificagoes para provar que o espago B5® é
homotopicamente equivalente a um CW-complexo com as proprieda-
des requeridas. Pelo lema anterior temos a conclusao desejada. [

A partir daqui apenas observamos que os argumentos de [29] po-
dem ser dados de maneira ligeiramente diferente. Como p e ¢ nao
sao conjugados por nenhuma geodésica, vale que para todo b > 0 o
conjunto das geodésicas suaves ligando p a g com comprimento li-
mitado por b ¢é finito. Logo encontramos sequéncia a; < as < ...
satisfazendo a; — oo tal que a; nao ¢ energia de nenhuma geodésica
suave ligando p a q. Pelo Corolédrio 3.9.2, cada A<% ¢ homotopi-
camente equivalente a um CW-complexo K7 contendo precisamente
uma p-célula para cada geodésica suave de indice i e energia < a;.
Argumentando como em [29, §17], vé-se que o espago A é o limite
direto de homotopia da sequéncia ) C A% C A<%2 C ... C A.
Além disso, é possivel argumentar como em [29, §3] e “organizar” os
CW-complexos K7 dentro de um CW-complexo K> com as seguin-
tes propriedades: se j < m < oo entdo K7 é subcomplexo de K™, e
K*° tem exatamente uma p-célula para cada geodésica suave ligando
p a g com indice pu. Finalmente, é possivel construir indutivamente
uma aplicacdo continua A — K°° que induz equivaléncia homotoépica
A<% — KJ, Vj < oo. Como K> é o limite direto de homotopia da
sequéncia ) € K' ¢ K? C --- C K*, os resultados de [29, apéndice]
nos dizem que A é homotopicamente equivalente a K°°. Como A e
) sao homotopicamente equivalentes, temos o seguinte importante
enunciado.
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Teorema 3.9.3 (Teorema fundamental da teoria de Morse). Se M
€ variedade compacta e sem bordo com uma métrica Finsler entao
para quaisquer dois pontos p # q¢ € M que ndo sdo conjugados®,
o espago Q(p,q) € homotopicamente equivalente a um CW-complexo
com exatamente uma p-célula para cada geodésica ligando p a q de
indice (.

Observagao 3.9.4. A hipdtese p # q somente apareceu para garan-
tir que podemos “trabalhar longe da secao nula”, pois desta forma
todas as geodésicas suaves ligando p a q sdo necessariamente ndao-
constantes e, portanto, imersées. No caso Riemanniano nao é ne-
cessdario tomar este cuidado.

Observagao 3.9.5. Note que o teorema acima pode ser demonstrado
filtrando pela componente conexa de (p, q), isto €, dados pontos p, q
nas hipoteses do teorema e dada uma classe de homotopia k de cur-
vas conectando p a q, o espago Q(p,q;k) C QUp,q) das curvas na
classe Kk tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexro com
exatamente uma p-célula para cada geodésica ligando p a q de indice
u na classe k.

3.10 Aplicacgoes

Guiados por [29] e [33], colheremos aqui alguns dos frutos dados pelo
Teorema 3.9.3.

3.10.1 Geodésicas em esferas

Teorema 3.10.1. Seja F' uma métrica Finsler em uma variedade
M compacta, sem bordo e homotopicamente equivalente a S™, com
n > 3. Se p # q sao pontos em M que ndo sdo conjugados, entao
existem infinitas geodésicas ligando p a q.

Demonstragao. Dados dois pontos p,q € M o espago Q(p, q) é obvi-
amente homotopicamente equivalente a

QM, = {c:[0,1] = M continua | ¢(0) = ¢(1) = p}

3Mais precisamente, nio existe geodésica ligando p a g ao longo da qual ¢ é
conjugado a p.
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que, por sua vez, tem seu tipo de homotopia determinado pelo tipo
de homotopia de M. A topologia em QM,, é a C°. Assim sendo, se
p # ¢ sdo como no enunciado do teorema, concluimos que (p, ) tem
o mesmo tipo de homotopia que 1S}, para algum zq € S™. Agora
fixemos x1 € S™, 1 & {x0,—x0} e estudemos o conjunto Q' dos
mapas continuos ¢ : [0,1] — S™ tais que ¢(0) = xo, ¢(1) = x1, munido
da topologia C°. Equipando S™ da métrica Riemanniana induzida
pela inclusdo S™ C R"*!, onde R"*! estd dotado de sua métrica
euclidiana, concluimos do Teorema 3.9.3 que €2’ tem o mesmo tipo
de homotopia que um CW-complexo com uma pu-célula para cada
geodésica ligando zy a x1 de indice . Como as geodésicas de S™ sao
arcos contidos em grandes circulos, segue que ha pelo menos uma tal
geodésica com indice igual a k(n — 1) para cada k =0,1,2,.... O

3.10.2 Teorema de Auslander: uma versao Finsler
para o teorema de Bonnet-Myers

O escalar de Ricci na diregao de v € T'My € o trago do endomorfismo
de curvatura na diregao de v, isto é,

Ric(v) =tr R". (3.46)

Seja {e1,...,e,_1} uma base g,-ortonormal do subespago comple-
mentar g,-ortogonal de Rv em T,yM. Da Definicao 3.4.3 segue
facilmente que RY(v) = 0. Logo

n—1

n—1
Ric(v) =Y go(R"(e;),e;) = F2(v) Y K(IL;,v)
i=1

i=1
onde II; é o plano gerado por v e e;.

Teorema 3.10.2 (Auslander [4]). Seja M uma n-variedade munida
de uma métrica Finsler satisfazendo a sequinte propriedade: quais-
quer dois pontos sdo ligados por uma geodésica minimizante. Se § > 0
e Ric(v) > §(n —1)F?(v) para todo v € TMy entdo

diam M :=sup{0(p,q) | p,g € M} <

7
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Demonstrag¢ao. Sejam p,q pontos de M e assuma, por contradigao
que £ = O(p,q) > 7/V5. Seja v : [0,1] — M geodésica mini-
mizante ligando p a ¢, que necessariamente satisfaz F(%(0)) = /.
Considere {ey,...,e,1} uma base g;(o)-ortonormal do complemen-
tar gsy-ortogonal de R¥(0) em T, M, e sejam E;(t) os campos pa-
ralelos ao longo de 7 satisfazendo E;(0) = e;. Definindo X;(t) =
(sinmt)Es(t) € TyAfo,1}, usamos o Lema 3.8.2 para estimar

n—1

> B (X, X)

i=1
n—1 1
D.X; D,X; .
= ' —— | — g9y (R7(X:), X
> [ (P B) o (o). x)
1

= / (n — 1)7? cos® mt — (sin® 7t) Ric(¥)
0

(3.47)

1
< / (n — 1)7? cos® wt — (sin® wt) 03 (n — 1)§
0
1
<(n-— 1)/ 72(cos® it — sin® 7it) = 0.
0
A conclusao é que para algum i vale d*E| (X;, X;) < 0, contradizendo

a propriedade minimizante de . O

Em particular, uma n-variedade Finsler como no Teorema 3.10.2
é necessariamente compacta.

3.10.3 Uma versao Finsler para o
teorema de Cartan-Hadamard

Daremos aqui apenas uma versao do teorema bem mais fraca do que
a sua versao Riemanniana, de carater ilustrativo.

Teorema 3.10.3. Seja (M, F) uma variedade Finsler conexa, com-
pacta e sem bordo, tal que todas as curvaturas bandeira sdo ndo-
positivas. Entao M nao € simplesmente coneza.

Demonstrag¢ao. Sejam p # q pontos de M, e seja v : [0,1] = M uma
geodésica ligando p a ¢q. Se J(t) é campo de Jacobi ao longo de
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satisfazendo J(0) = 0 entdo para a fungdo f(t) = 2g:)(J(t), J(t))
se pode calcular usando a Proposicao 2.5.27

p_ D.,J
fg,y(dt ,J

D,J D7J>

>0

f//g"/(R&(J)aJ>+g"/( i dl

Logo se J(t) = 0 para algum ¢ > 0 entdo J = 0, isto é, nenhum
ponto (t) é conjugado a p ao longo de 7ljp,. De acordo com a Ob-
servagao 3.8.16, o teorema do indice para métricas Finsler garante
que toda a geodésica ligando p a ¢ tem indice 0. Sendo assim, Q(p, q)
tem o mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo somente com
células de dimensao 0, isto é, de um espaco discreto. Se M fosse sim-
plesmente conexa entdo este CW-complexo teria somente um ponto,
ou seja, para cada ponto ¢ s6 existiria uma geodésica ligando p a q.
Como nenhum ponto é conjugado a p, exp,, seria um difeomorfismo de
classe C'!. Isto seria uma contradicio com a compacidade de M. [

No caso Riemanniano, o teorema de Cartan-Hadamard diz que
se M for geodesicamente completa, simplesmente conexa e tiver cur-
vaturas seccionais nao-positivas entao para todo p a aplicacao expo-
nencial exp,, : T,M — M é um difeomorfismo. Para a versao Finsler
deste enunciado precisariamos ter definido e estudado a nogao de
completude geodésica.

3.10.4 O teorema da esfera de Rademacher

Para o enunciado precisamos recordar a nogao de reversibilidade de
uma métrica Finsler F.

Definicao 3.10.4. Em um ponto p a reversibilidade em p €
rp =sup{F(—v) |v e T,M e F(v) =1}.
A reversibilidade de F' é

r=sup{r, | p € M}.
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Exercicio 3.10.5. Prove que r, > 1, para todo p € M.

Teorema 3.10.6 (Rademacher). [33, Teorema 1] Seja (M, F) uma
variedade Finsler conexa, compacta, sem bordo e simplesmente co-
nexa, de dimensdo n > 3 e com reversibilidade r. Se todas as curva-
turas bandeira K satisfazem

2
( " ) <K<1
r+1

entao M ¢é homotopicamente equivalente a S™.

A prova se baseia nos lemas 3.10.8 e 3.10.9 abaixo. O Lema 3.10.8,
que explora as relagdes entre comprimento e curvatura para estimar
indices de geodésicas, tem uma demonstracao facil e interessante. O
Lema 3.10.9, por outro lado, tem uma demonstragao nao-trivial e um
tanto técnica, embora baseada em ferramentas elementares. Essen-
cialmente é uma espécie de “lema de longas homotopias” como em
geometria Riemanniana. Somente demonstraremos o Lema 3.10.8,
para uma prova do Lema 3.10.9 veja [32, 33]. Dados estes dois le-
mas, descreveremos completamente o restante da demonstracao do
Teorema 3.10.6 baseada no Teorema 3.9.3 e em fatos bem conhecidos
de topologia.

Lema 3.10.7. Considere para cada o € R a forma quadrdtica

1 .
QX) = / X (]2 — (X (1) Pt

definida no espago V das aplicagées suaves X : [0,1] — R™ satisfa-
zendo X (0) = X (1) = 0. Se a? > 72 entdo Q € negativa definida em
um subespaco de V de dimensdo pelo menos m. Se o® < w2 entdo
Q(X) > 0 para todo X # 0.

Demonstracdo. A demonstracdo é um exercicio com dicas:

e No caso a? > 72 verifique que Q(X) < 0 para todo X no espaco

gerado pelos vetores da forma X (t) = (sinwt)v onde v € R™ é
um vetor constante.

e No caso o? < 72 expanda X € V como uma série de Fourier

para verificar que Q(X) > 0 se X # 0.
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O

Como a equagao de Jacobi é dada em termos da curvatura, pode-
mos usé-la para estimar a distancia até p dos pontos conjugados a p.

Lema 3.10.8. Seja y(t) uma geodésica ligando v(0) =p a (1) = ¢,
sejam A, § nimeros positivos, e seja £ > 0 o comprimento de 7.

e Suponha que para todo t > 0 e todo plano I1 C T, )M contendo
A(t) as curvaturas bandeira satisfazem K(IL,4(t)) < A. Se
¢ < 7/VA entio p(vy) = 0.

e Suponha que para todo t > 0 e todo plano I1 C T, ;)M contendo
A(t) as curvaturas bandeira satisfazem K(I1,%(t)) > § > 0. Se
0> 7/\/6 entio p(y) >n— 1.

Demonstragdo. Considere ey, ..., e,_1 uma base g )-ortonormal do
espago gs(o)-ortogonal de R¥(0). Usando transporte paralelo defini-
mos a partir dos e; campos paralelos F;(t) ao longo de -, isto é,
E;(0) = e, DthEi = 0. Deste modo, todo campo X € T, Ay 1y se
escreve como X = X'FE; onde as fungoes X*(t) sdo suaves e se anu-
lam em 0 e 1. Abaixo escreveremos X (t) = (X1(¢),..., X" 1(t)).

Aplicando o Lema 3.8.2 obtemos

1 D2X .
d2E|7(X,X):—/ 95 ﬁ—#R”(X),X
0

— <d X X> P 5K, (1) X1

dt?’
1
-

2
— CEII(t), %) X]?
onde (-,-) e | - | denotam o produto interno e norma euclidianos de
R™~1, respectivamente. Assumindo K (II(t),%(t)) < A el < /A
estimamos

dX

dt

2
— PAIX|?

o
PE,(X.X) > / X
o |
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onde £?A < 7%, Pelo Lema 3.10.7 temos que d*E|, (X, X) > 0 sempre
que X € T, Ao,1y nao for nulo. A segunda afirmagao segue analoga-

mente: se K (II(t),%(t)) > 0 e £ > 7/+/3 entdao estimamos

11 .22
dX -
d*Bl,(X,X) < / ‘ — 25| X2 (3.48)
onde £2§ > 72, e a conclusdo novamente do Lema 3.10.7. O

Lema 3.10.9 (Rademacher). [82, 33] Seja (M, F) uma variedade
Finsler nas hipoteses do Teorema 3.10.6. Entdo para todo p € M e
€ > 0 existe ¢ € M tal que 0(q,p) < € e 9(p,q) +0(q,p) > w(1+r~1),
onde ¥(p,q) denota o comprimento da geodésica nao-minimizante
mais curta ligando p a q. Além disso, o ponto q nao € conjugado
a p ao longo de qualquer geodésica ligando p a q.

Diz-se que um espaco topoldgico conexo por caminhos com um
ponto marcado (X,x), € X, é n-conexo se m;(X,x) é trivial, para
todo 7 = 1,...,n. Esta nocao nao depende da escolha de x.

Lema 3.10.10. Seja M wma n-variedade compacta, sem bordo e
conexa, com n > 2. Entdo M é (n — 1)-conezxa se, e somente se, M
é homotopicamente equivalente a S™.

Demonstra¢do. A prova é uma miscelanea de teoremas bésicos e bem
conhecidos em topologia. Fixe p € M e assuma que 7,;(M,p) = 0
para todo j = 1,...,n — 1. Necessariamente M ¢é orientavel pois
é simplesmente conexa. Logo H,(M,Z) ~ Z. Pelo isomorfismo de
Hurewicz m,(M,p) ~ H,(M,Z) ~ Z. Logo, para algum zy, € S,
existe aplicacdo continua f : (S™, z9) — (M,p) induzindo isomor-
fismo H,(S™,Z) ~ H,(M,Z). Pelas nossas hipGteses e pelo isomor-
fismo de Hurewicz, f induz isomorfismo em H;(S™,Z) ~ H,;(M,Z)
para todo j = 0,...,n pois para 0 < j < n estes grupos sao tri-
viais. Logo f induz isomorfismo H;(S™,Z) ~ H;(M,Z) para todo
j > 0 jad que M e S™ sao n-variedades. Pelo teorema de Whi-
tehead (M é simplesmente conexa por hipdtese!) f induz isomor-
fismo 7;(S™, x¢) ~ 7;(M,p), para todo j > 0. Em outras palavras, f
é uma equivaléncia homotopica fraca e, portanto, é uma equivaléncia
homotodpica. O
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Demonstra¢ao do Teorema 3.10.6. Pelo Lema 3.10.9 para todon > 0
encontramos ¢ # p arbitrariamente préximo de p tal que

e Toda geodésica ndo-minimizante ligando p a ¢ tem comprimento
0> (m—n)(1+r71).

e Nao existe geodésica ligando p a ¢ ao longo da qual ¢ é conju-
gado a p.

Seja & entre (r/(r+1))? e 1 tal que § < K < 1 para toda curvatura
bandeira K. Tomando 7 suficientemente pequeno tal que

T -1

7 <(m=n)14+r7)
podemos aplicar o Lema 3.10.8 e concluir que toda a geodésica ligando
p a ¢ nao-minimizante tem indice > n — 1. O Teorema 3.9.3 garante
que Q(p,q) tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo
Y com células de dimensao 0 ou > n — 1. Como toda aplicagao
continua $7 — Y é homotdpica a um mapa celular, conclui-se que
para todo j = 1,...,n — 2 vale que todo mapa continuo S/ — Q(p, q)
é homotodpico a uma aplicagdo constante. Como M é simplesmente
conexa vale que €(p,q) é conexo por caminhos, de onde podemos
finalmente concluir que Q(p, q) é (n — 2)-conexo. Consequentemente
QM, é (n — 2)-conexo. Logo M é (n— 1)-conexa e a conclusao segue
do Lema 3.10.10. O
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Capitulo 4

Variedades simpléticas e
de contato

A nocao fisica de espaco de fase é descrita matematicamente pela
nocao de variedade simplética. Neste capitulo estudamos os fatos
mais bésicos sobre variedades simpléticas, que sao os espacos onde
estao bem definidos os sistemas Hamiltonianos. Também fazemos
uma rapida introdugao aos fundamentos da geometria de contato,
motivados pelo fato de que hipersuperficies com tipo de contato for-
mam uma classe especial de niveis de energia que podem ser estuda-
dos usando métodos modernos de topologia simplética.

4.1 Algebra linear simplética rudimentar

Definicao 4.1.1. Um espago vetorial simplético (V,w) € um espago
vetorial real V- munido de uma forma bilinear w : V xV — R, que €

o anti-simétrica: w(u,v) = —w(v,u) para todo u,v € V.
e ndo-degenerada: w(u,v) =0 para todo v € V = u=0.

A forma w € dita uma forma bilinear simplética em V.

96
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Definicao 4.1.2. Sejam (Vi,w1) e (Va,wa) espagos vetoriais simplé-
ticos. Dizemos que uma transformagao linear T : Vi — Vo € simplética
se T*wy = w1, ou seja we(Tu, Tv) = wi(u,v) para quaisquer u,v €
Vi. Se Vi e Vo tém a mesma dimensdo entao dizemos que T € um
stmplectomorfismo, e que (Vi,w1) e (Va,wa) sao simplectomorfos.

O exemplo mais importante de espaco vetorial simplético é R2"
equipado com a sua forma simplética canonica

n
wp = Z dq N\ dpg. (4.1)
k=1
onde (q1,-..,qn,P1,---,Pn) sdo coordenadas. Seja (-,-) o produto

interno Euclidiano canénico de R2". A forma simplética wy se escreve
como wo(+, ) = (Jo+, ), onde Jy € R?"*2" ¢ a matriz dada em blocos
n X n por

%[?'g} (4.2)

Denotamos por Sp(2n) o grupo das transformagoes lineares simpléticas
de (R?", wy).

Definicao 4.1.3. Seja (V,w) um espago vetorial simplético e L C W
um subespago vetorial. O ortogonal simplético de L € o conjunto

Lt ={ueV]|wu,v)=0VYve L}
E claro que Lt € subespaco vetorial. L é dito um subespaco
e isotrépico se L C L*,
e coisotrépico se L+ C L,
e Lagrangiano se for isotrdpico e coisotropico, i.e., L = L+,

e simplético se w for nao-degenerada em L, i.e., (L,w) € espago
vetorial simplético.

Proposigao 4.1.4. Na notacao da defini¢do acima vale que

dim L + dim L+ = dim V.
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Demonstragdo. Considere o espaco dual V'’ de V e o anulador L° =
{8 e V! | L C kerf}. A aplicagdo

T:V — V' dada por T(v) = w(v,") (4.3)

é linear e tem ntcleo trivial pois w é nao-degenerada. Logo T é
isomorfismo. Note que L+ = T~(L°) e que dim L+dim L° = dim V.
A conclusao segue. O

Exercicio 4.1.5. Na notagdo acima, prove que se L tem codimensao
1 entdo L ¢é coisotrdpico, que L & L+ = V se, e somente se, L ¢
simplético, e que sempre vale (L*+)+ = L. Mostre também que se L
€ isotrdpico entdo 2dim L < dim V.

Proposicao 4.1.6. Seja (V,w) um espago vetorial simplético nao-
trivial. Entao existem n > 1 e uma base

{elv"'7€n7f17"'afn}

de V tal que
w(eue]):w(fwfj):ov w(ei7fj):6ij
para todo i,j € {1,...,n}. Em particular, dim'V € par.

Uma base com estas propriedades é chamada de uma base sim-
plética de (V,w).

Demonstracao. Todo espago vetorial simplético nao-trivial tem di-
mensao maior ou igual a 2. No caso bidimensional a proposicao € tri-
vial. Suponha que N =dimV > 2 e seja e; € V um vetor nao-nulo.
Assumamos, por inducdo, que as conclusoes da proposicao sao validas
para qualquer espago vetorial simplético de dimensdo < N. Como w
é nao-degenerada, existe f; € V tal que w(ey, f1) = 1. Seja V3 C V
o subespago gerado por e; e f1. Claramente (V;,w) é simplético.
Logo (Vi-,w) é simplético e V; @ Vi = V. Segue pela hipdtese de
indugao que N — 2 = 2n — 2 para algum n > 2, e que existe uma
base simplética {ea, ..., fn, f2,..., fn} de (Vit,w). Logo N = 2n é
par e verifica-se facilmente que {ei,...,en, f1,..., fn} é uma base
simplética de (V,w). O
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Exercicio 4.1.7. Mostre que todo espaco vetorial simplético de di-
mensdo 2n é simplectomorfo a (R** wg). Mostre que T € Sp(2n) se
e somente se T'JyT = Jy, onde T? denota a transposta de T.

Exercicio 4.1.8. Denotando por R>**2" ¢ espaco das matrizes reais

quadradas de ordem 2n, mostre que Sp(2n) € subvariedade de R*"*2"
e calcule sua dimensdo.

Lema 4.1.9. Seja V um espacgo vetorial real de dimensao 2n. Uma
forma bilinear alternada w em V' é forma simplética se, e somente
se, W =wA - Aw (n fatores) for forma de volume.

Demonstragao. Para cada j denotemos por S(j) o grupo das per-
mutacoes de {1,...,j}. Recapitulemos a férmula do produto exte-
rior: se a é k-forma alternada e 3 é ¢-forma alternada entao

a/\ﬁ(vla' . '71}7€+Z>
= Z sinal(o)a(vo(1y, - -+ Vo)) B(Va(kt1)s - - + s Vo (kt0))
ceS(k,L)

onde S(k,{) denota o subconjunto de S(k + ¢) das permutacdes o

satisfazendo (1) < --- < o(k)eo(k+1) <--- < o(k+1).
Provemos agora que se w é degenerada entao A"w = 0. Suponha

que Ju; € V' \ {0} tal que w(uy,v) =0 Vo € V, e complete u; a uma

base B = {u1,...,us,} de V. Provemos por inducgéo em j que para
todo subconjunto B’ = {w, ..., ws;} C B com 2j elementos vale que
ur € B' = w/(wr,...,we;) = 0. Isto é verdade para j = 1 em vista

das propriedades de u;. No caso geral temos

wj(wl,...,ij)

= Z sinal(a)w(wo(l),wU(z))wjfl(wa(g,), - ,U)U(Qj)).
0€5(2,25—2)

Se uy € {wy,...,wa;} entdo para cada termo ou uy € {Wy(1), We(2)}
ou u1 € {We(3),---,Vs(25)}. Nos dois casos o termo correspondente
se anula pela hipétese de inducao. A conclusdo deste argumento é
que w™(uq,...,uz,) =0, ou seja, w™ = 0.

Se w é forma simplética entao pela Proposigao 4.1.6 encontramos
uma base simplética B = {eq, f1,...,en, fn}. Das propriedades de B
facilmente se conclui que w™(ey, fi1,...,€n, fn) =nl, logow™ £0. O
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Lema 4.1.10. T € Sp(2n) = detT = 1.
Demonstragao. T*(wf) = (T*wo)" = wy. O

Lema 4.1.11. Uma matriz simplética T € Sp(2n) satisfaz as sequin-
tes propriedades:

e T e T7! sdo conjugadas e, consequentemente vale que \ €
o(T) < X teo(T).

o Se M, N ea(T)NR, v € ker(T—A), v €ker(T—NI)eAN #1
entdo wo(v,v") = 0.

Aqui o(T) denota o espectro de T.

Demonstragdo. Pela definicdo de Sp(2n) as matrizes T' e T~! sdo
conjugadas: T'JoT = Jy < Tt = JoT~'J;*. Como T! e T sio
sempre conjugadas (Por que?) vale que T e T~ ! sdo conjugadas.
Logo T e T~! tém o mesmo polinémio caracteristico. Isto prova a
primeira afirmacao. Se A, X\, v,v’ sdo como na segunda afirmagao
entao

wo(v,v") = wo(Tv, Tv") = wo(Av, \N'v") = AN wp (v, v")
de onde segue que wy(v,v’) = 0 pois AN # 1. O

Corolério 4.1.12. SeT € Sp(2n) entao as multiplicidades algébricas
de 1 e de —1 como (possiveis) auto-valores de T sao pares.

Demonstragao. Pelo lema anterior a soma das multiplicidades algébri-
cas dos auto-valores diferentes de +1 é par. Logo se —1 for auto-valor
entao sua multiplicidade algébrica deve ser par pois detT = 1. Logo
a soma das multiplicidades algébricas dos auto-valores diferentes de
1 é um ntmero par 2m. Segue que 1 tem multiplicidade algébrica
igual a 2n — 2m. O

Exercicio 4.1.13. Descreva as classes de conjugagao em Sp(2).

Lema 4.1.14. Se T € Sp(2n) € simétrica e positiva-definida entdo
T% € Sp(2n) para todo nimero real s > 0.
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Demonstra¢do. Vale que o(T') C (0,400). Pelo teorema espectral
existe decomposicio R?" = @ rxeo(T)Mx, onde My é o auto-espago
do auto-valor A. Denote ¢/ = o(T)N (0, 1], e para cada A € o’ escreva
E\ = M)+ My-:1. Pelo Lema 4.1.11 vale que se A\, i € o', X # p entéo
by C Ej, e que cada E) é subespaco simplético. Obviamente R?" =
PrcorEx e A€ d' \ {1} = E\ = M, & My-1. A matriz T* é aquela
que atua em cada M), pela multiplicagao por A° e, consequentemente,
cada E) é T*-invariante. Os fatos descritos até aqui implicam que T°°
é simplética se, e somente se, T?| g, é simplética em (Ey,wo|g, xx, ),
para todo A € ¢’. Isto é obviamente verdade se A = 1. Se A € o’ \ {1}
entao My e M,-1 sao subespagos Lagrangianos e T*-invariantes de
FE), em vista do Lema 4.1.11. Tome vetores u,v € FE) e escreva
U= ug+ u, v =g + v1 com ugy,vg € My e uy,v1 € My-1. Entao

wo(T*u, T*v) = wo(T*ug, Tv1) + wo (T u1, T o)
= )\S)\is(LLJQ(Uo, ’Ul) —+ wo(ul, ’U()))

= Wwo (U, ’U)
como queriamos demonstrar. O

Toda matrix M € C™*™ pode ser escrita como M = A+ iB, com
A, B € R™", A inclusio C"*" — R2"*2" dada por

) A -B
A+ZB»—>[B A}

é R-linear e respeita multiplicacdo matricial. Além disso

e [A4 -B]
(A+iB)" — { B A ]
onde (A + iB)* denota a transposta conjugada. Deste modo pode-
mos enxergar GL(n,C) e todos os seus subgrupos como subgrupos
de GL(2n,R). A matriz i] é mapeada na matriz Jy (4.2) via esta

identificacao. Logo GL(n,C) ~ {T € GL(2n,R) | TJy = JoT} e
U(n) ={T € GL(2n,R) | T'Jo = JoT e T" = T~'} = O(2n)NSp(2n).

Segue que U(n) C Sp(2n) é subgrupo.
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Lema 4.1.15. U(n) € uma retragdo por deformagdo de Sp(2n).

Demonstragio. ParatodaT € GL(2n,R) vale que U = (TT*)~Y?T ¢
O(2n). De fato,

((TTt)—l/QT)t<TTt)—1/2T — Tt(TTt)—lT
=THTH'T T =1

Denotando P = (TT*)'/? entdo T = PU é a decomposicio polar
de T. Se T € Sp(2n) entdao T* € Sp(2n). Pelo Lema 4.1.14 temos
P,U € Sp(2n). Em particular U € O(2n) N Sp(2n) = U(n). Defina

r:[0,1] x Sp(2n) — Sp(2n) por r(s,T) = P1=5U. (4.4)

O mapa r é obviamente continuo (até diferencidvell), (0, -) é identi-
dade em Sp(2n) e (s, )| (n) ¢ identidade em U(n), Vs € [0,1]. O

Como U(n) é conexo (Por que?) concluimos que
Corolério 4.1.16. Sp(2n) é conezo.

Exercicio 4.1.17. A aplicagao r definida na demonstragdo do lema
acima é uma retragdao por deformagao de GL(n,C) sobre U(n). Prove
1sto.

O grupo fundamental de Sp(2n)

Para entender um pouco melhor a topologia de Sp(2n), descrevere-
mos aqui a construgao do chamado indice de Maslov no intuito de
compreender seu grupo fundamental. No que se segue escreveremos
m1(Sp(2n)) ao invés de m1(Sp(2n),I) por simplicidade.

Teorema 4.1.18. Ezxiste uma familia de homomorfismos
utim(Sp(2n)) =2  (n>1) (4.5)
unicamente determinados pelas sequintes propriedades:

e Isomorfismo: Cada pu™ é isomorfismo de grupos.
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e Multiplicagdo: Se A, B : ([0,1],{0,1}) — (Sp(2n),I) sdo lo-
ops arbitrdarios entao vale que

Wt ARB() = p (> A(t) + 1" (t = B(1)).

e Soma direta: Dados dois loops

A ([0,1],{0,1}) — (Sp(2n), I)
B ([0,1],{0,1}) — (Sp(2k), I)

vale que
Pt A) @ B(1) = p"(t = A(t)) + p*(t = B(1))

onde identificamos R2" ) munido de sua forma simplética
canénica com a soma direta simplética R*™ @ R?* e a matriz
A(t) @ B(t) € escrita em blocos como

A(t) & B(t) = [Aét) B?t)} .

e Normalizacgao:
1 cos2mt  —sin2mt|\
s (t ~ [sin 27t cos2mt =1
Demonstragdo. Provemos a existéncia dos isomorfismos {u" },,>1. Co-

mecemos por relembrar a retragdo por deformacao r de Sp(2n) em
U(n) definida em (4.4). Seja

r1:Sp(2n) —» U(n) dadapor m(T)=r(1,T)=U

onde T'= PU é a decomposicao polar de T
Se A: ([0,1],{0,1}) — (Sp(2n), I) é um loop entao definimos

w'(t — A(t)) = grau de t — det 1 (A(t)) (4.6)

onde det denota o determinante complexo de uma matriz de U(n).
Note que como 71 (A(t)) € U(n) entéao

detri(A(t)) € S' ={z€C]||z| =1}
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Logo t ~ det r1(A(t)) é um mapa ([0, 1],{0,1}) — (S, {1}) que deve
ser interpretado como uma aplicacio continua S — S'. Como o grau
é invariante por homotopias, p" induz aplicagao m1(Sp(2n)) — Z que
¢é obviamente um homomorfismo. Também sao ébvios os axiomas de
multiplicacao, soma direta e normalizacao. Resta provar que u™ é
isomorfismo.

Procedemos por indugao em n para provar que p™ restrito a
m1(U(n),I) induz isomorfismo 71 (U(n),I) ~ Z, notando primeira-
mente que o caso n = 1 ¢ trivial. Assuma n > 2. Note que U(n) ¢
fibrado principal sobre U(n)/U(n — 1) ~ S?"~! com fibra U(n — 1).
Logo temos uma sequéncia exata

Wg(Sznil,pt) N ﬂ_l(U(n — 1)7]) k> ﬂl(U(n)7I) — 7'(‘1(5277471,1)‘5)

onde a aplicacao i, : m(U(n —1),I) — m(U(n),I) é induzida pela
inclusdo ébvia i : U(n — 1) — U(n). Como n > 2 os extremos desta
sequéncia se anulam, de onde se conclui que i, é isomorfismo. Como
ptoi, = pu ! em m (U(n — 1),1) segue que p™ : i (U(n),I) — Z
é isomorfismo. A demonstracdo termina notando que 71 induz iso-
morfismo 71 (Sp(2n),I) ~ 7 (U(n),I) ji que r é retragdo por de-
formacao. O

Exercicio 4.1.19. Prove a unicidade dos isomorfismos {u"}n>1 sa-
tisfazendo os axiomas descritos acima.

4.2 Variedades simpléticas e sistemas Ha-
miltonianos
Seja W uma variedade diferenciavel.

Definigao 4.2.1. Uma forma simplética em W € uma 2-forma dife-
rencial w € Q2(W) satisfazendo:

e w ¢ fechada, ou seja, dw = 0.
e w ¢é nao-degenerada, ou seja, para todo x € W temos que

wlzp(u,v) =0 Yo e T,W = u=0.
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Uma variedade simplética € um par (W,w) formado por uma varie-
dade W e uma forma simplética w em W.

Pela Proposicao 4.1.6 as componentes conexas de uma variedade
simplética (W,w) tém dimensdo par. Se W é 2n-variedade entdo o
Lema 4.1.9 nos diz que a 2n-forma w™ é uma forma de volume em W
e, portanto, W é orientavel.

Exercicio 4.2.2. Mostre que se (W,w) € variedade simplética fe-
chada (compacta e sem bordo) entio [w] # 0 em H?(W,R). Prove
que se k > 3 entio S* nao admite forma simplética.

O exemplo mais simples de variedade simplética é o préprio R?"
com coordenadas (q1,-..,qn,P1,---,Pn) € sua forma simplética cano-
nica wo = Y., dg; Adp;. Superficies munidas de uma forma de drea
também formam uma classe simples de exemplos.

Outro exemplo bastante importante é o fibrado cotangente

7:T"X - X

de uma variedade X qualquer. Seja U C X um aberto com coor-
denadas (z!,...,2"). Entao temos 1-formas dz’ € Q' (U) associadas
e, para cada ¢ € U, o conjunto {dz'|,,...,dz"|,} é uma base para
TrX. Se & € TyX entao £ = Y 1", &da'l, onde & € R sdo unica-
mente determinados por £. Temos, portanto, coordenadas naturais

(x17"'axn7§1a"'7§n) GRQTL

em T*U. Podemos considerar as 1-formas dz? := 7*dz® € Q1 (T*U)
e definir a 1-forma tautoldgica ayi..; € a forma simplética canonica
Wean €m T*U por

Olgaut = Z?:l 51(2;2 Wean = dataut == Z?:l dgz N C?x/l (47)

Proposigao 4.2.3. As formas Qiaut € Wean Ndo dependem das coor-
denadas e, portanto, estdo globalmente definidas em T*X.

Demonstracdao 1. Como wean = diaut, basta verificarmos que aaug
nao depende das coordenadas. Seja V' C X outro aberto munido
de coordenadas (y',...,y™). Temos entdo um sistema de coordena-
das naturais (y',...,4",(1,...,¢,) definidas em T*V. Como dx' =
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i1 9y 92 i em U NV, vale também que dat = > 6y] “dy’ em
T*(UN V). Se £ e T*(UNV) entao
R S T
: Y :
i=1 i,j=1 i=1
e, portanto,
-y el
i=1 ayj
Temos entao
> = 3 € =3
=1 1,0=1
como pretendiamos demonstrar. O

Demonstragdo 2. Definimos a € QY(T*X) (« é 1-forma em T*X
visto como variedade) por

ap-Vi=p-dip,-V (4.8)

onde p € T*X e V € T,(T*X). Note que se 7(p) = x € X entao
dm, -V € T, X, o que justifica o lado direito da equagao acima.
Sejam (x!,...,2™) coordenadas em um aberto U C X. Entao, como
descrito anteriormente, temos coordenadas (x!,..., 2" &,...,&,) em
T*X|y = T*U. Abreviemos (z!,...,2") =z e (51, o én) =& Se
p~ (z,6) e R™ e V ~ (,€,6x,0) € R*™ x R*™ entao df, - V =~
(z,0z) e oy - V = Y, &0, Isto prova que a 1-forma oy definida
em T*U por (4.7) coincide com a. O

O fibrado cotangente T* X se torna variedade simplética quando
munido da forma simplética canonica wean = dQaug-

Definigao 4.2.4. Uma aplicagio simplética o : (Wy,w1) = (Wa,ws)
entre variedades simpléticas € um aplicagao diferencidvel satisfazendo
Y'wy = wy. Se ¢ for um difeomorfismo entio diz-se que ¢ é um
simplectomorfismo.
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Teorema de Darboux

O Teorema de Darboux a seguir mostra que nao existem invari-
antes locais em geometria simplética, ou seja, todas as variedades
simpléticas de mesma dimensao sao localmente iguais.

Teorema 4.2.5 (Darboux). Seja (W,w) uma variedade simplética
de dimensio 2n e seja p € W. Considere R?™ munido da forma
stmplética candnica wy (4.1). Entdo existem vizinhancas U C W de
p, V. C R?" de 0 € R?" e um simplectomorfismo ¢ : U — V tal que

o(p) =0 e p*wy = w.

Demonstra¢ao. Considerando uma carta local de W em torno de p,
podemos assumir que W = R?" e p = 0 € R?", sem perda de ge-
neralidade. Mais ainda, por uma transformacdo linear L de R?",
podemos também assumir que wlo = >_._; dg; A dp; onde q1,p1,. ..
sdo coordenadas em R?",

Desta forma temos duas formas simpléticas wg e w definidas em
uma vizinhanca U de 0 € R?" tais que (wg—w)|o = 0. Por uma versao
do Lema de Poincaré (veja o Exercicio 4.2.7 abaixo) existem Uy C U
vizinhanga de 0, e 1-forma p definida em Uy, tais que (wo—w) |y, = dp
e plo = 0. Seja

Q= (1 —t)w + two = w + tdu, t € [0,1].

Como dp|op = 0, podemos diminuir Uy, se necessédrio, de modo que §2;
seja simplética em Uy para todo ¢ € [0, 1].

Considere o tnico campo de vetores tempo-dependente Xy, t €
[0, 1], em Uy, satisfazendo

iXtQt = —H

para todo ¢t € [0,1]. Como € é simplética, X; estd bem definido e
depende suavemente de t.

Agora note que X¢|o = 0, Vt € [0,1]. Portanto, para Uy C Uy
suficientemente pequena, podemos integrar X; até t = 1 e obter uma
isotopia p; : Uy — Uy, t € [0, 1], satisfazendo pp = id e % = X, 0 p;.
Temos entao

i . _/d9 . .
%tht = p} (dtt +£XtQt) = prd(p +ix, %) = 0.
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Segue que p; : Uy — p1(Uh) C Uy satisfaz pjwy = w e p1(0) = 0.
Tomando U := Uy, V := p1(Uy) e ¢ = p1 concluimos a demonstragao.
O

Corolario 4.2.6. Sejam (Wi,w1) e (Wa,ws) duas variedades simplé-
ticas de dimensao 2n. Dados p1 € W1 e ps € Wo, existem vizinhancas
Vi C Wy de py, Vo C Wy de pa e um simplectomorfismo ¢ : Vi — Vo
satisfazendo o(p1) = p2 € P*ws = wy.

Exercicio 4.2.7. Sejan uma 2-forma fechada definida em uma bola
aberta B centrada na origem 0 € R¥ satisfazendo nlo = 0. Considere
a familia de aplicagées ¢y : B — B dada por pi(z) = (1 —t)x e o
campo nao-auténomo X|, = %5 definido para 0 <t < 1. Mostre
que a 1-forma definida por

1
A=— / o (ix,n)dt,
0

€ suave em B e satisfaz d\ = n, Mo = 0 (note que o campo X,
ndo estd definido para t = 1, mas ainda assim a férmula integral
acima define uma 1-forma suave). Generalize este resultado para
formas diferenciais de qualquer grau, trocando B por qualquer outra
variedade contrdtil.

Sistemas Hamiltonianos

Definicao 4.2.8. Um sistema Hamiltoniano € uma tripla (W,w, H)
onde (W,w) € uma variedade simplética e H : W — R é uma fun¢ao
suave, chamada de func¢ao Hamiltoniana.

Associado a (W,w, H) estd o campo Hamiltoniano Xy, definido
implicitamente pela equagao

ixyw=—dH. (4.9)

Note que, como w é ndo-degenerada, o campo Xy satisfazendo (4.9)
existe e é inico. Consideramos entao solucoes do sistema Hamiltoni-
ano dado por
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Exercicio 4.2.9. Para um sistema Hamiltoniano (R*",wq, H), onde
wo € a forma simplética (4.1), prove que o campo Hamiltoniano €

Xy =JoVH
onde Jy € a matriz (4.2) e VH ¢é o gradiente
VH = (Hgy,...,Hy,,Hy,,...,Hp,).

Mostre que a EDO (4.10) neste caso € uma outra maneira de escrever
as equacoes de Hamilton

4 =—H,, pj=Hy (j=1,...,n) (4.11)
A fun¢ao Hamiltoniana H é constante ao longo das solugdes pois
dH(Xpg) = —w(Xg,Xg)=0
e, portanto, o fluxo Hamiltoniano preserva os niveis H1(c).

Lema 4.2.10. Se a hipersuperficie M C (W,wq) € nivel reqular de
duas Hamiltonianas G e H definidas perto de M, entao X, Xg ndo
se anulam sobre M e RXy = RXg.

Demonstracao. Exercicio. O

O estudo do fluxo Hamiltoniano restrito a um determinado nivel
de energia é parte central da Mecéanica Clédssica. Questoes sobre
existéncia de érbitas periddicas e segoes globais ao fluxo sao de ex-
trema importancia e remontam aos trabalhos de H. Poincaré e G. D.
Birkhoff.

4.3 Equacoes de Euler-Lagrange

Considere uma n-variedade M e uma funcao suave L : TM — R. A
projecao no ponto base serd denotada 7w : TM — M. A derivada na
fibra é uma aplicacao suave que preserva fibras

DyL:TM — T*M dada por DaL(v)-w= 4| _ L(v+tw).
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Em geral DsL(v) depende de maneira nao-linear em v. A segunda
derivada na fibra é uma aplicacao que preserva fibras
DooL : TM — T*"M Q T*M
dada por
82
Doy L(v) - (wy,ws) = v o L(v + swy + tws).

Novamente Dos L € tipicamente nao-linear nas fibras. Chamaremos
uma tal fungao L de Lagrangiana.

4.3.1 Transformada de Legendre
Definigao 4.3.1. A transformada de Legendre associada a L € a
aplica¢ao
Ty :TM — T*M  dada por v DyL(v) € Ty, M. (4.12)
Em mecanica classica é crucial invertermos, pelo menos local-
mente, o mapa T7,. Isto nao é possivel em geral.

Definigao 4.3.2. Diz-se que um vetor vg € T M satisfaz a condi¢ao
de Legendre se DagL(vg) for nao-degenerada.

Pelo teorema da funcao inversa, se vy satisfaz a condigao de Le-
gendre entao existe vizinhanca aberta U de vy em T'M e vizinhanca
aberta V de 6y := DyL(vg) em T*M tal que a transformagao

TL|Z/{ v EU DQL(’U) ey (413)
¢ um difeomorfismo. De fato, fixe coordenadas (z',...,2") de M em
torno de 7(vg). Temos coordenadas naturais (z',..., 2", y%, ..., y")

de TM em vg, e (z,...,2™ p1,...,pn) de T*M em 6y. A condigio
de Legendre se reescreve como

o que garante que o mapa (4.12) representado em coordenadas por
(', . 2™yt Ly (xl,...,x",Lyl,...,Lyn)

seja nao-singular perto de vy. Aqui L,: denota a derivada parcial em
relagao a varidvel y°.
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4.3.2 O fluxo de Euler-Lagrange

Sejam L, vy, 0g, U e V como acima. E possivel definir um campo de
vetores especial em U associado a L. Considere a fungao

H:V—R dadapor H(0) =0 -T;'(0) — L(T;'(0)). (4.14)

A forma simplética candnica wean pode ser usada para definirmos o
campo Hamiltoniano Xy em V por ix,,Wean = —dH. Finalmente
definimos o campo S em U pela férmula

S = (T1)* Xu. (4.15)

Se a condicao de Legendre é satisfeita em todo os pontos de T'M pode-
mos repetir este processo em uma cobertura de T'M por abertos com
as mesmas propriedades de U, e definir o campo S intrinsecamente
em todo o T'M. Resumindo

Lema 4.3.3. Seja L : TM — R uma Lagrangiana. Se a condi¢cao
de Legendre € satisfeita em todos os pontos de TM entao temos
um campo de vetores S bem definido em T M, dado localmente pela
formula (4.15).

Em coordenadas naturais

H(xlv"‘vxnapla"'vpn) :piyi_L(xlﬂ"'vxnaylw"ayn)

onde (x!,..., 2", py1,...,py) sd0 as coordenadas de 6 e o vetor TL_l(H)
tem coordenadas (x!,..., 2" y!,... y"). As equacdes de Hamilton
nos dao

d (0L . dy* 0L  OL oy
< )ZPjZ_HzJ:_pi 7 + ?

at \ 9y 027 0 | Oy 0ad w1
_ (9oL %JFELL_QL '
“\oy V) o T o T
¢ oyt AL y
y ) T L %
B = Hy =y +pig - =55
—yj—l—(p—aL) 3yz’_yj i
oyt p; '
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Observagao 4.3.4. O campo Hamiltoniano € dado por ix,wWean =
—dH, mas aqui Wean = E?:l dp; A dzt. Isto nos dd equacdes de
Hamilton que aparentemente diferem de (4.11) por um sinal. No
entanto, note que as varidveis também devem ser trocadas.

As equagbes (4.16)-(4.17) formam um sistema conhecido como
equacoes de Euler-Lagrange

& (Lys) = Ly =0 (4.18)

que sao equivalentes as equacoes de Hamilton via a transformada de
Legendre. A condicdo 47 = 37, obtida por metade das equacdes de
Hamilton, nos permite ver (4.18) como um sistema de segunda ordem
para as funcoes 7. Resumindo

Lema 4.3.5. As equagoes de Euler-Lagrange (4.18) sao equivalentes
as equagoes de Hamilton (4.11) via a transformada de Legendre na
vizinhanca de um ponto satisfazendo a condicdo de Legendre.

A condicao de Legendre é justamente aquela que nos permite “iso-
lar” os Z7 = ¢’ em (4.18). De fato

d ) .
%(Ly'L) — Ly =06 Lyiyi’ + Lyigid? — Ly =0

de onde segue que, denotando por ¢/ a matriz inversa de Lyiyi e
substituindo #* = y*, obtemos

i+ g (Lysgry® — Lyi) = 0. (4.19)
Logo em coordenadas locais (x!,..., 2", y!,...,y") o campo S é dado

por
S =y'0, —2G'0, com G'=1g9(L,iwy* — L)  (4.20)

O fluxo do campo S serd chamado de fluro de Fuler-Lagrange.
A discussdo acima mostra que as trajetérias ¢t — v(t) do fluxo de
Euler-Lagrange sdo da forma v(t) = 4(¢), para uma curva y(t) em M
que quando representada em coordenadas y(t) ~ (x'(t),...,2"(t)),
os 27 (t) sao solugoes das equagoes de Euler-Lagrange (4.18), ou equi-
valentemente, de &7 + 2G7 (x, ) = 0.
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4.3.3 O caso Finsler: L = JF?

Os célculos acima obviamente podem ser feitos para L definida em
um aberto de T'M cujos pontos satisfazem a condicao de Legendre.
Desta forma, o campo S somente estaria definido neste aberto. Se
(M, F) é uma n-variedade Finsler, a Lagrangiana L = F?/2 é apenas
C' em TM e os cdlculos acima ndo podem ser feitos sobre a secdo
nula. No entanto L é C* em T'Mj e a definicdo de métrica Finsler
nos da automaticamente que todo ponto de T'M, satisfaz a condigao
de Legendre.

Dado v € T' M), representemos o produto interno (3.1) por fungdes

gi; das coordenadas naturais (', ..,z yt, ..., y"), definidas por
Gv(+,+) = gijdx"* @ da? onde v = y*0,i. Neste caso Lyi,; = gij. Como
L ¢ homogénea de grau 2 em (y',...,y"), suas derivadas parciais L,

sao homogéneas de grau 1 nestas mesmas variaveis e podemos usar o
Teorema de Euler para calcular

2G" = ¢ (Lyspvy* — Lys)
g 1
= g" (Lyrymyryk - QLyrykzjy’"yk)
a 1 1
=g <2Ly"'yjm’€yryk + iLyfy’“zTyTyk - gLy"y’“mﬂ' yryk>

1 .. .
= 59” (OpkGrj — Oui Gior + Opr gjie) YY"

(4.21)

e provar que as equacoes &' + 2G* = 0 assumem forma que ja nos é
familiar. Resumindo temos

Lema 4.3.6. No caso em que a Lagrangiana € induzida por uma
métrica Finsler como em L = F?/2 o campo S coincide com o spray
geodésico.

Observacgao 4.3.7. No caso Riemanniano obtemos 2G* = I’ﬁ,kyryk
onde os T, sdo os simbolos de Christoffel. As equagées do fluzo
de Euler-Lagrange ficam &' + T, i"2% = 0. Uma diferenca drdstica
entre o0s casos Finsleriano e Riemanniano € que em (4.21) os g;; e
suas derivadas dependem também dos y*, e ndo somente dos x*.
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Lema 4.3.8. A transformada de Legendre associada a L = %F2,
onde F' € uma métrica Finsler, é dada por

Tr(v) = gu(v,-) € TryM

onde g, € o produto interno (3.1) em T,y M associado ao vetor nao-
nulo v € TMj.

Demonstragao. Exercicio. O

4.3.4 N-corpos celestes

Considere N particulas Py, ..., Py que se movem em um certo aberto
V C R? sem colisdo, isto é, parametrizando a posicdo de cada P
pelo tempo ¢ obtemos uma curva t — z;(t) = (z}(t),22(t), 23 (t)), e
assumimos que @ # j = x;(t) # x;(t).

Suponha que P; tenha massa m; e que a unica forga sofridas pelas
particulas seja devido a atragao gravitacional entre elas. Normali-
zando as unidades, podemos supor que a forca Fj; que sofrida por P;
devido a sua interacao com P; é

Fi = mom; Sy (W)
| — [ T\ i —
onde V,; denota o gradiente em relacao as coordenadas de z;. Segue
que F;; = —F};. A forga total sofrida por P; é

Fj=> F;.
i#]
Denotemos coordenadas em TR3*N = R3Y x R3N por
(xlv"‘vavylv'”vyN)

onde ;,y; € R3, Vi. Consideremos funcoes
N
lyl®
K= Zmi ;
i=1
m;m,;
U= Z Ty
1<i<j<N i —
L=K-U
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definidas no aberto V x R3Y ~ TV, onde
V={(r1,...,an) € VN |i# j = z; # x;} CR*»N xRV,

K e U quando avaliadas em (z1,...,2N,%1,...,2N) s@0 chamadas
de energia cinética total e energia potencial total, respectivamente.
As equagoes de Euler-Lagrange ficam

4(V,,L)-VuL=0 Vi=1,...,N.

Substituindo Vi L = m;y; = myi; e

L= (o mamy iy
Ve 2. V= ( | _$i|> 2.V ( |z —fﬂj|>

Jj<i J>i
= ZFji - ZF”
j<i i<j
= ZF]L =F;
Iy

obtemos as equacgoes de Newton
m;&; = Fj
e a demonstracao do seguinte lema.

Lema 4.3.9. O sistema se move de acordo com o fluzo de FEuler-
Lagrange assoctado a L = K —U.

Exercicio 4.3.10. E ébvio da defini¢ao de L que todo ponto de TV
satisfaz a condi¢do de Legendre. Prove que o Hamiltoniano H dado
por (4.14) é

H=K+U.

Quando avaliado nas trajetorias H € a energia total do sistema, sendo
a soma da energia cinética com a potencial.

Exercicio 4.3.11. Seja E C R? um subespaco vetorial. Prove que se
um sistema de N particulas como acima € tal que no instante t = 0
temos x;(0) € E, #;(0) € E,Vi=1,..., N, entdo vale que z;(t) € E,
z;(t) e E,Vt eVi=1,...,N.
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4.3.5 Principios variacionais

Fixe Lagrangiana L : TM — R de classe C'. Dada uma curva C*
v : [a,b] = M definida em um intervalo [a, b] escreveremos

Definigao 4.3.12. Uma curva t € J + ~(t) € M de classe C!,
definida em um intervalo J C R, € dita extremal para o principio
variacional associado a L se para quaisquer dois pontos tg < t; em J
e toda variagdo h : (s,t) € (—€,€) X [to,t1] = M de |p,,¢,) de classe
C' mantendo extremos firos vale que

a
ds|,_,

E(h(s, ")) = 0.

Note que a derivada acima poderia nao existir, e a sua existéncia
faz parte da definicao.

Teorema 4.3.13. Suponha que L é C? em um aberto U C TM.
Seja J C R um intervalo e v : J — w(U) uma curva de classe C*
satisfazendo 4(t) € U, ¥t € J. Sao equivalentes:

e ~ ¢ extremal para o principio variacional associado a L.

e Para todo sistema de coordenadas (z',...,2") em M e todo
intervalo I C J tal que v(I) estd contido no dominio deste
sistema de coordenadas, valem as equagoes de Euler-Lagrange

d (oL oL
dt \ 9y’ oxt

para as funcoes coordenadas 7 (t) de ~(t) definidas em I. Aqui

(', ..,z yt, ..., y") denotam as coordenadas naturais em T M

associadas.

Demonstracdo. Seja v um extremal de classe C? do principio varia-
cional associado a L e I = [tg,t1] C J tal que y(I) estd contido no
dominio de um sistema de coordenadas (z?,...,z"). Facamos uma

variagio h : (—€,€) X [to,t1] = M de |y, 4,) de classe C? mantendo



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 117 — #125

[SEC. 4.3: EQUAGCOES DE EULER-LAGRANGE 117

h(s,to) = ~(to) € h(s,t1) = 7(t1) fixos. Usando as coordenadas o

mapa h(t) tem componentes (h',...,h"). Sendo assim calculamos
d
0= — E(h(s,-
T B
t1 i )
- / Lyihi + Ly hidt
to

_ / Loih + Lyt dt

to

g d 7 i1t
= Lyt — —(Ly) | Bidt + [Lyhi]o.

to dt h

O termo de bordo na tltima linha acima se anula pois hi(t;) =
Ri(to) = 0, Vi. Como hi(t)|sefty,+,] Podem ser quaisquer funcoes de
classe C? com suporte compacto em (to,t1), as equacdes de Euler-
Lagrange devem necessariamente ser satisfeitas. Logo a primeira
afirmagao do teorema implica na segunda. A reciproca fica a cargo
do leitor, os cédlculos sao os mesmos. O

O seguinte corolario segue imediatamente da discussao contida
nos pardgrafos anteriores.

Corolério 4.3.14. Se L ¢ suave no aberto U C TM, e todo ponto
de U satisfaz a condigdo de Legendre, entao sao equivalentes:

o t € J—u(t) €U € trajetdria do fluzo de Fuler-Lagrange.
o t € J— v(t) €U satisfaz v(t) = §(t) para uma curva 7y que €
extremal para o principio variacional associado a L.

4.3.6 O caso homogéneo

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Seu dual serd
denotado por V.

Definigao 4.3.15. Seja o > 0. Uma fungdo f:V — R é positiva-
mente homogénea de grau o se

ftv) =t*fv) Vt >0, ve V.
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Exercicio 4.3.16. Mostre que se a > 1 entao toda fung¢do limitada
superiormente em uma vizinhanca de 0 e positivamente homogénea
de grau « € diferencidvel em 0, e a derivada em 0 se anula.

Definig¢ao 4.3.17. Para cada oo > 1 denotamos por Ho (V) 0 con-
Junto das fungoes f : V — [0,400) que sdo positivamente homogéneas
de grau a, de classe C™ e positivas em V \ {0}, e tais que para cada
v € V\ {0} a Hessiana D*f(v): V x V — R definida por

82

D2 (). w) = 5=

fv+ su+ tw)
s=t=0

€ positiva-definida.

Escreveremos H, ao invés de H,(V), por simplicidade. A dife-
rencial de uma fungdo f : V — R no ponto v serd denotada por
Df(v)e V.

Exercicio 4.3.18. Seja o > 1. Prove que toda f € H, € de classe
C! e a aplicagio v — Df(v) € positivamente homogénea de grau
a—1, isto é, Df(tv) = t* 1D f(v).

Lema 4.3.19. Se f € H, entao todo ¢ > 0 € wvalor regular. Para
cada ¢ > 0 o conjunto E. = f~1([0,c]) é convezo com fronteira suave
OE. = f~1(c). E. € estritamente convero no sentido em que para
cada v € OF,. existe um o unico hiperplano suporte h, de E. que passa
por v. Este hiperplano satisfaz h, N E, = {v}, e hy, — v =T,0E..

Um hiperplano suporte de E, é um hiperplano h C V que divide
V' em dois semi-espacos fechados tais que um deles contem FE..

Demonstra¢ao. Sejam vg,v; € E.. Note que se vg e v1 nao sao co-
lineares entdo v; = vo + t(v1 — wo) # 0, Vt € [0,1], e (f(w))" =
D? f(vy)(v1 — vg,v1 — v) > 0. Logo f(v;) < max{f(vo), f(v1)} < ec.
O caso em que vy € Ru; é facil de tratar. Logo E. é convexo. O
teorema de Euler nos dé4 Df(v) - v = af(v) de onde se conclui que
todo ¢ > 0 ¢ valor regular.

Seja v € OF, e considere o hiperplano

hy ={w | Df(v) - w = ac}.
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Pelo teorema de Euler h, = v + ker D f(v) é o hiperplano tangente
a 0E. em v. Como E. é convexo temos f(v + t(w — v)) < f(v)
para todo t € [0,1] e w € E, pois f(v) = ¢. Derivando em ¢ = 0
obtemos 0 > Df(v) -w—Df(v)-v=Df(v) w—af(v), isto é, todo
ponto w de E,. pertence a um mesmo semi-espago determinado por h,,.
Qualquer hiperplano h # h, que passa por v terd um vetor da forma
v+y, com Df(v) -y < 0. Sendo assim, a derivada de t — f(v + ty)
em t = 0 serd negativa. Portanto, h contem pontos onde f < ¢
e, consequentemente, nao pode ser hiperplano suporte. Resta provar
que h,NE, = {v}. Sejaw € h,NE, e considere g(t) = f(v+t(w—v)).
Como w € h, & w—v € ker Df(v) entdo ¢'(0) = 0. Como E,. é
convexo vale que g(t) < ¢ = ¢(0) Vt > 0, de onde se conclui que
g"(0) < 0. Se w # v entdo ¢"”(0) = D*f(v)(w — v,w — v) > 0, um
absurdo. Logo w = v. O

Corolario 4.3.20. A aplicagio v — D f(v) define um homeomor-
fismo V.= V' e um difeomorfismo V '\ {0} — V' \ {0}.

Demonstra¢ao. Provemos que D f é injetiva. Sejam vg # v; tais que
Df(vo) = Df(v1). Pelo Exercicio 4.3.16, se vg = 0 entdo D f(v1) =
Df(vg) =0. Como af(vy) = Df(v1)-v1 concluimos que f(v1) =0 =
vy = 0. Suponha que vy e v; nao se anulam e considere ¢y = f(vg),
c1 = f(v1). Defina X\ = (¢1/co)"/* e note que v — Av define um
difeomorfismo entre E., e E.,. Pelo Exercicio 4.3.18 ker D f(Avg) =
ker D f(v1), ou seja, os hiperplanos h,, € hy,, tangentes de E., sdo
paralelos. Se eles nao coincidirem entdo encontraremos pontos de
E., nos interiores dos dois semi-espagos determinados por um destes
hiperplanos, contradizendo o Lema 4.3.19. Provamos que h,, = hjy,
de onde segue que {Avg} = hayyNEe, = hy, NE,, = {v1} = Avg = vy.
Portanto

AYTEDf(v1) = XD f(wo)
=Df(Ag) =Df(v1) = A=1= vy = v;.
Para provar a sobrejetividade fixe 6§ € V' e considere a funcéo
v>g(0)=0-w— f(w). (4.22)

Como a > 1 segue que g(f) — —oo quando § — oo. Logo g atinge
méximo global em um certo vetor v onde 0 = Dg(v) = 6 — D f(v).
As conclusao segue facilmente a partir daqui. O
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Os argumentos acima nos dizem que associada a f € H, temos
uma transformada de Legendre globalmente definida

TV =V v Tev)=Df(v) (4.23)

que goza de boas propriedades: Ty é homeomorfismo e T'¢|y\ (o} ¢
difeomorfismo.

Definigao 4.3.21. A transformada de Fenchel de f € H, € a fun¢do

f*: V' =R dada por f*(0) = sup{f-w— f(w)}. (4.24)
weV

Exercicio 4.3.22. Dadas f € Hy, e || - || uma norma qualquer em V
prove que eziste C' > 0 tal que f(v) > Clv||*.

Em vista do exercicio acima a fungao f* estd bem-definida e o
supremo em (4.24) é atingido.

Lema 4.3.23. Seja f € H,. Entdo

o f*oTy = (a—1)f, onde Tt € a transformada de Legendre. Em
particular, se o = 2 entao f* ol = f.

e f*€ Hp ondeé—&—%:l.

Demonstragao. Por (4.24),se f*(0) = 6-v— f(v) entdao § = D f(v) =
T (v) de onde segue que #-v = af(v) pelo Teorema de Euler, de onde
se conclui que f*oTy = (a—1)f. Pelo Exercicio 4.3.18, se § = T (v)

entao t0 = Tf (tﬁv) e
FEt9) = fH(Tp(t=7v)) = (@ — 1) f(t7T0)
= (=17 f(0) = 5 (Tyw) = ¢ 1°(0),
A partir daqui é trivial verificar que f* € Hg. 0

Lema 4.3.24 (Desigualdade de Hoélder generalizada). Para
quaisquer 8 € V' e v € V wvale

0-v< f(v)+f(0)

com igualdade se, e somente se, 8 = T (v).
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Exercicio 4.3.25. Prove a desigualdade de Hélder acima. Dica:
seque imediatamente da definicao de f*.

Lema 4.3.26. Ty = (Ty) "' e f** = f.

Demonstragdo. Identificaremos livremente V' ~ V”. Fixe v € V
arbitrariamente. Definindo 6y € V' por 6y = Ty(v) entdo, pelo
Lema 4.3.24, temos

f)+f(00) = 0o -v < f7(00) + [ (v) = f(v) < [ (v).
Defina agora 01 € V' por v = Ty« (61). Pelo mesmo motivo temos

Fr(01) + [ () =01 -0 < f7(01) + fv) = [T (v) < f(o).
Logo f = f**. A identidade Tj- = (Ty)~! segue imediatamente. [J

Corolario 4.3.27. A transformada de Fenchel em H, (V') estabelece
uma bije¢do

feHa(V) s € Hg(V')
cuja inversa € a transformada de Fenchel em Hg(V').

Exercicio 4.3.28. Identifique R™ com (R™)’, escolha o > 1 e consi-
dere a norma L%

n 1/«
0) = ol = (Z wr*)

onde v’ sdo as coordenadas de v. Mostre que f* = |- |5, = + % =1.
Deduza a desigualdade de Holder usual do Lema 4.3.24.

Se (M, F) é variedade Finsler entdo definimos uma fungao
F* . T*M — [0, +00) (4.25)

aplicando a transformada de Fenchel em cada T, M para %F2|Tp M E
Hy(T,M). Mais precisamente, F™* esta definida pela férmula

1 A .

<2F2TPM> = 5(F )?|1sas € Ha(Ty M). (4.26)
O leitor ird provar que F™* define uma norma de Minkowski em cada
TyM, e que I goza das propriedades andlogas as de F', trocando
TM por T*M, o que justifica chama-la de co-métrica dual a F.
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4.4 Nocoes em geometria de contato

Do ponto de vista dinamico, variedades munidas de formas de contato
devem ser vistas como niveis de energia que gozam de boas propri-
edades. Introduziremos os rudimentos da teoria motivados por este
ponto de vista, para mais detalhes veja [9, 24].

4.4.1 Hipersuperficies com tipo de contato

Definigao 4.4.1. Dizemos que um campo de vetores Y em uma va-
riedade simplética (W,w) € um campo de Liowville se Lyw = w, onde
Lyw € a derivada de Lie de w em relagdo aY. O campo Y € também
dito um campo conformemente simplético. Dizemos que uma hiper-
superficie S C W tem tipo de contato se existe um campo de Liouville
Y, definido em uma vizinhanga de S em W, que € transversal a S.

Proposicao 4.4.2. Seja S uma hipersuperficie de contato em uma
variedade simplética (W,w) de dimensao 2n. Seja Y um campo de
Liouville definido em uma vizinhang¢a U de S em W que € transversal
a S. Entao a 1-forma A :=iyw satisfaz d\ =w em U, e

AN (@N)" s € forma de volume em S.
Demonstracdo. Pela formula de Cartan, temos
w=Lyw=diyw+iydw = dA\.

Como S tem codimensdo 1, para todo = € S existe X(x) € T, tal
que w (X (x),v) =0Vv € TS, e X(x) # 0. Segue que A\ (X (z)) =
wz(Y(x), X(x)) # 0 pois w é ndo-degenerada. Seja H, C T,S defi-
nido por Hy :={v € T,S : \z(v) = wy (Y (2),v) = 0}. Entdo H, é hi-
perplano complementar a X (x). Como w é ndo-degenerada, dA\| gy, =
w|g, também é ndo-degenerada. Seja {ey,...,en—1,f1,-.., fn_1}
uma base simplética para (H,,d\|y,). Veja a Proposicao 4.1.6 para
uma demonstracao da existéncia desta base. Entao

AN (AN HX (@), €15y en1s frye s fam1)
= A(X(Z‘))(d)\)nil(el, .. .,€n_1,f1, .. -afn—l) 7é O

e, portanto, A|g satisfaz as condigoes desejadas. O
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Um exemplo de campo de Liouville em (R?",w) é o campo radial
X(z) =%, 2=(q1,--+qnP1,---,Pn) € R2". De fato, ixwo = Ao
onde )\ é a 1-forma canénica em R?"

1 n
/\0 = 5 Z depj — pdej. (427)

j=1
Usando a férmula de Cartan, temos

['XWO = dixwo + ixdwO = d)\o = Wwo- (428)

)

Definigao 4.4.3. Dizemos que a hipersuperficie reqular S C R?*" ¢
estrelada em relagao a origem, se toda semi-reta partindo da origem
intersecta S transversalmente em um inico ponto.

Decorre desta defini¢ao e de (4.28) que todo nivel de energia es-
trelado em relacao a origem é de contato. E importante observar que
nem todo nivel de energia em R?" difeomorfo a S?"~! é de contato.

4.4.2 Formas de contato e o campo de Reeb

A nocao de hipersuperficie de contato pode ser dada intrinsecamente
da seguinte forma. Seja M uma variedade de dimensao 2n — 1.

Definicao 4.4.4. Dizemos que a 1-forma X\ em M € de contato se
AA (AN nunca se anula. (4.29)

Por defini¢do, se A é forma de contato entdo A A (d\)"~! define
uma forma de volume em M e, portanto, M deve ser orientdvel.

Associadas & forma de contato A temos duas estruturas funda-
mentais: um campo de vetores, chamado de campo de Reeb, e uma
distribuicao de hiperplanos tangentes, chamada de estrutura de con-
tato. Focaremos agora no campo de Reeb, deixando a definicao da
estrutura de contato para mais adiante.

Definicao 4.4.5. O campo de Reeb X associado a forma de contato
A em M € definido implicitamente por

i, dA =0
{“f* (4.30)
ZX)\)\ =1.
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Exercicio 4.4.6. Prove que o campo de Reeb é suave.

J& vimos que em uma hipersuperficie de contato S de uma va-
riedade simplética (W, w) sempre existe uma forma de contato A =
(iyw)|s, onde Y é campo de Liouville transversal a S. A dire¢ao do
campo de Reeb X associado a A coincide com a dire¢cao do campo
Hamiltoniano Xg|g associado a qualquer Hamiltoniana H : W — R
que realiza S como nivel regular, pois ambos estao no nicleo de w|g.
As oOrbitas de ambos os campos sao, portanto, as mesmas, médulo
uma reparametrizagao no tempo.

Exemplo: niveis de energia estrelados

Seja B C R?™ a regido compacta limitada por uma hipersuperficie
regular S estrelada em relacdo & origem 0 € R?"”. Como vimos, S é
de contato em (]Rz", wp), ou seja, Agls é uma forma de contato em S.
Aqui a forma wy é dada em (4.1).

Vamos construir uma funcao Hamiltoniana adaptada a S. Para
cada z € R2"\{0}, seja ho(z) € RT tal que ho(z)z € S. E imediato
que ho(rz) = Lho(z),vr > 0, e que hg|s = 1. Da Definicdo 4.4.3 e
do teorema da func@o implicita segue que hg é suave em seu dominio
R?"\ {0}. Considere agora

para todo x € R?"\{0}. Entdo H tem as seguintes propriedades

e H pode ser estendida continuamente na origem definindo-se

H(0)=0.

e Hiz) =1sex €S, Hz) < 1sex € B\S e H(zx) > 1 se
r € R*™\B.

e H é homogénea de grau 2, ou seja, H(rx) = r?H(x) para

todo z € R?>"\{0} e r > 0. Decorre dessa igualdade que
(VH(x),z) = 2H () para todo x € R*"\{0}.

Proposigao 4.4.7. Considere o campo Hamiltoniano X associado
a fungao H e Xy, o campo de Reeb em S associado a forma de contato
Xols. Entao Xp(x) = X, () para todo x € S.
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Demonstrag¢igo. Como dX\g = wp|s entdo, para v € T,.S, temos
dXolz(Xu(z),v) = wo(Xp,v) = —dH|, - v =0.

Basta agora verificar que ix, Ao =1 em S. Temos

1 1
Aole - Xu(x) = §w0($7XH($)) =3 (x, —JoXu(x))
1 1
=5 (z,—J3VH(z)) = 5 (x,VH(x))
1
= J2H(x) =1
para todo z € S. Aqui a matriz Jy é a matriz (4.2). O

Seja 1) : S?"~1 — S a aplicacdo definida por
Y(z) =ho(z)x € S (4.31)

onde hgy é a funcdo suave determinada por S como descrito acima.
Considere também uma funcdo Hamiltoniana G : R?” — R qualquer
tal que S = G~1(0) é nivel de energia regular. Temos

Proposicao 4.4.8. O fluro Hamiltoniano em S associado a G é
equivalente ao fluzo de Reeb em S?"~1 com a forma de contato \ =
folgzn—1, onde f(x) = h3(x) para todo v € S*"~1.

Demonstrag¢ao. Considerando v e hy conforme definidos acima, te-
mos para x € $?" "t ewv € T,8%" !

Y Xolz - v = Aolho(e)e - iz - v

_ %wo (ho(@)z, (Vho(z), v) & + ho(z)v)

= ho(x)Q%wo(x,v) = ho(x)*Xo|z - v.
Segue que ,l/]*(XfNﬂszn—l) = Xys = Xmls. Aqui H é a funcio
quadratica definida na Proposicao 4.4.7. Note agora que os fluxos
Hamiltonianos em S associados a G e a H sao equivalentes, pois am-
bos os campos X¢ e X estao no nicleo de wy|g e, portanto, devem
ser paralelos. As érbitas sdo as mesmas apds uma reparametrizagcao
no tempo. O
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Exemplo: fibrados unitarios

Seja @ uma variedade qualquer. Seu fibrado cotangente 7 : T*Q — @
estd canonicamente munido de uma forma simplética wean = dtaut-
Considere o campo C' em T*(@Q dado por

Clo = 4 49 e (4.32)
dt |y

e seja p; seu fluxo, que é obviamente dado por p;(6) = e'd. Entao,
COMO Qautlp - ¢ =0 -dm-( V¢ € TyT*Q e como 7o py = T, segue que
(prataut)|9 . C = ataut'pt(e) ! dPt . C

=e'f-dr-dps -
=e'f-dr-C
= etataut|0 . C
ou seja,
p;ataut = etataut- (433)

Derivando (4.33) em ¢t = 0 obtemos
ﬁaataut = Otaut-
E ébvio que i50tay; = 0 pois C € ker dF. Logo
‘Cawcan = [/édataut = dﬁaataut = dttaut = Wean (4.34)

isto é, Cé campo de Liouville.
Considere agora uma métrica Finsler F' : T¢) — R. Definindo
uma Lagrangiana L por

1
L=_F"?
2

entao, de acordo com a discussao na secao 4.3, temos uma transfor-
mada de Legendre
T, :TQ — TQ

bem definida. Pelo Corolario 4.3.20, T, define um homeomorfismo
TQ ~ T*Q que preserva fibras e que se restringe a um difeomorfismo
TQo >~ T*Qg, onde T*Qy denota o complementar da se¢ao nula em
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T*Q. O Hamiltoniano L* : T*Q — R dado por (4.14) coincide
justamente com a transformada de Fenchel (4.24) de L fibra a fibra.
Como explicado no final da segao 4.3.6, isto nos permite definir uma
co-métrica Finsler F* : T*Q — [0, +00) pela férmula

L*::%(F*f. (4.35)

Lembremos também que T7(v) = g,(v, -) em vista do Lema 4.3.8.
Defini¢ao 4.4.9. O fibrado unitdrio de (Q, F') é a hipersuperficie
T'Q = F~1(1).
O co-fibrado unitdrio é a hipersuperficie (F*)~1(1).
Teorema 4.4.10. Vale a identidade
(TL)" ttaut = Al

onde \iy € a forma de Hilbert (3.2). O fibrado unitdrio T*Q ¢é hiper-
superficie de contato em (TQ,d\g), Ag|r1q € forma de contato em
T'Q e o campo de Reeb associado coincide com o spray geodésico S
de F.

Demonstragao. Fixe v € TQq, ¢ € T,TQ e calcule

(TL)*atautlv : C = ataut|TL(v) -dT7y, - C
= TL(’U) d%dTL . C
=Tp(v)-dr-¢
= go(v,dm - () = Anlv - ¢
onde utilizamos o Lema 4.3.8 ¢ também 7 o Ty, = 7, onde os mapas

w:TQ — Q, 7 : T*Q — @ denotam projegbes no ponto base.
Como L é positivamente homogénea de grau 2 nas fibras, vale que
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Tr(tv) = Dy L(tv) = tDoL(t) = tT1(v) se t > 0. Sendo assim

(T)*Cl, = (dT)™" - C o Ty (v)

d

= (dTy)"'- T
(dTr) o tﬂt L(v)

d

= dTp)™ - —| Tu(t
(dT7) d| L(tv)

= (dTy)~ ' - dTy, - i%(v)

=C,.

onde C' ¢é o campo vertical C|, = i},(v) e i}, é o mapa (3.4). J4 mos-
tramos acima que Cé campo de Liouville, de onde segue que C é
campo de Liouville em (T Qq,d\g). Como C é obviamente transver-
sal a T'Q segue que T'Q tem tipo de contato e que Ai|r1g é forma
de contato em T'(Q, veja a Proposicio 4.4.2.

Seja X1+ o campo Hamitoniano de L* dado por ¢x, . Wean = —dL*.
Entao o spray geodésico S satisfaz

em vista do Lema 4.3.6. Pelo Lema 4.3.23 temos L* o T, = L, de
onde segue que

stAH = (TL)*(ZXL* CUcan) = (TL)*(de*)
L d(Ty) L = —d(L* o Ty) = —dL

ou seja, S é o campo Hamiltoniano de L em (TQq,d\y). Em par-
ticular vale que RS = ker d\ |11, implicando que S é paralelo ao
campo de Reeb de Ag|p1g. Lembremos que dr - S|, = v, para todo
v € TQo; este fato segue, por exemplo, de (4.20). Entao calculamos

isAg = go(v,dm - S|y) = go(v,v) = Do L(v) - v =2L = Fz(v)

e concluimos que S coincide com o campo de Reeb de T'Q. O

4.4.3 Estruturas de contato

Facamos uma defini¢ao alternativa de forma de contato que é mais
comum na literatura.
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Definicao 4.4.11. Uma 1-forma X\ é dita de contato se d\|, € nao-
degenerada em ker M|, V.

Observagao 4.4.12. Se M carrega uma 1-forma de contato no sen-
tido da definicio acima entao dim M € impar. De fato, fizando
x € M arbitrariamente, a 1-forma nao pode se anular identicamente
em uma vizinhanca qualquer U de x pois, caso contrdrio, teriamos
d\y = 0, o que é impossivel ji que \ é de contato. Logo existe
x' arbitrariamente prézimo de x tal que Ny # 0. Se dimT, M €
par entdo dimker A|, € dmpar e (ker M|z, d)|/) ndo pode ser espago
vetorial simplético.

Lema 4.4.13. As definicoes 4.4.4 e 4.4.11 de forma de contato sao
equivalentes.

Demonstragao. Sejan = %(dim M—1). Se X satisfaz a Definicao 4.4.4
entdo, obviamente, (dA|;)™ ndo se anula em ker \,. Pelo Lema 4.1.9
isto é equivalente a d)\|, ser ndo-degenerada em ker \|,. Reciproca-
mente, suponha que A satisfaz a Definicao 4.4.11. Fixe x € M e note
que ker d\|, = Rv para algum v € T, M \ ker A|,. Escolhendo uma
base simplética {e1, f1,...,en, fn} de (ker A/, d)\|,/) note que

>‘|CE A (d)‘|93)n(v7617f27 .. 'aenvfn) # 0.
O]

Definicao 4.4.14. Uma estrutura de contato em uma variedade M
€ uma distribuicao & C TM de codimensao 1 localmente definida por
formas de contato. O par (M, &) € dito uma variedade de contato.

Na definigao acima é conveniente notar que A é forma de contato
se, e somente se, fA também é, para toda funcao real suave f que
nao se anula no dominio de A.

Se A é forma de contato em M entao

& :=ker A

é estrutura de contato e temos um fibrado vetorial simplético (£, d\)
sobre M no seguinte sentido: em cada fibra &, C T,M a forma
bilinear alternada d\|, é nao-degenerada.
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Definicao 4.4.15. Dizemos que a variedade de contato (M,&) € co-
orientdvel se o fibrado TM/{ — M ¢é orientdvel.

Exercicio 4.4.16. Prove que um fibrado vetorial real de posto 1 é
orientdvel se, e somente se, € trivial.

Proposicao 4.4.17. A variedade de contato (M,&) é co-orientdvel

se, e so se, existe uma 1-forma A globalmente definida em M tal que
& =ker \.

Demonstragdo. Pelo exercicio acima se TM /€ é orientével entao ad-
mite uma segao global, que pode ser usada para definir um campo de
vetores global X em M satisfazendo RX N ¢ = 0. (Por que?) Logo,
assumindo co-orientabilidade de &, definimos uma 1-forma A em M
pelas equagoes tx A = 1, ker A\ = £. Reciprocamente, se existe uma
1-forma global A tal que £ = ker A entao esta induz uma secao global
nao-nula do fibrado £° ¢ T*M formado por covetores que anulam &.
Note que £° ~ (TM/£)*, e obtemos a orientabilidade de TM/¢. O

Seja (M,€) uma variedade de contato de dimenséo 2n + 1. A
condicao de contato implica que A (dA)™ # 0 para uma 1-forma local
que define £. Seja f: M — R\ {0} uma fungdo suave. Entdo, como
ja mencionado antes, Ay := f\ também é uma forma de contato local
que induz € poisker A\ = ker A = £ e AfA(dAf)" = fPTIAA(AN)™ # 0.
Se n é impar, entdo o sinal da forma de volume Ay A (dAf)"™ néo
depende de f e £ induz uma orientagao natural em M. Se M tem
uma orientagao pré-definida, dizemos entdo que £ é uma estrutura
de contato positiva ou negativa conforme esta orientagdo coincide
ou nao, respectivamente, com a orientagao induzida por £. Segue
também que toda variedade de contato (M, &) de dimensdo 2n+ 1, n
impar, é orientavel. Para n par existem variedades de contato nao-
orientaveis. Neste caso, porém, a estrutura de contato é orientavel
naturalmente por (dAy)"™, independentemente de f.

Definicao 4.4.18. Sejam (My,&1), (Ms, &) variedades de contato.
Dizemos que um difeomorfismo p : My — My € um contactomorfismo

se px€1 = &
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Exemplo: (R x T*Q,&sq)

Denotando por z a coordenada R de R x T*@Q, considere e 1-forma
Qstd = dz — Qaut-

Como
&ta 1= ker aigeq

é obviamente transversal a d,, segue que dagiq € nao-degenerada em
&std POIS digtq = Wean € forma simplética em T Q. Logo agq € forma
de contato e &qq € estrutura de contato, chamada de a estrutura de
contato standard em R x T*Q.

Esta variedade de contato também é conhecida como o espaco
de 1-jatos de fungoes em @, ja que para todo par (z,0) € R x T,Q
encontramos fungdo f definida em torno de p tal que f(p) = z e
df|, = 0. O estudo dos contactomorfismos (locais) de (R x T*Q, &sta)
vem desde os trabalhos de Sophus Lie no século XIX, que buscava
trocar varidveis para resolver equacoes diferenciais de primeira or-
dem, explorando simetrias destas equagoes. Veremos alguns poucos
detalhes mais adiante.

Teorema de Darboux para formas de contato

O Teorema de Darboux 4.2.5 para formas simpléticas nos diz que
variedades simpléticas de mesma dimensao sao localmente simplec-
tomorfas. Veremos que o mesmo tipo de flexibilidade local vale em
geometria de contato.

Teorema 4.4.19 (Darboux — Formas de contato). Seja A uma forma
de contato em uma variedade M sem bordo de dimensao 2n + 1.
Dado p € M, existe uma vizinhanga U C M de p com coordenadas
(1, Tny Y1, -+, Yn, 2) tal que nessas coordenadas p = (0,...,0) e
Mo = dz+ Y0 xidy;.

Demonstragao. Seja Uy C M uma vizinhanga aberta de p com co-
ordenadas = = (Z1,...,Zn,Y1,---,Yn, 2) tal que p = (0,...,0). Por
uma mudanca de coordenadas linear em R2?"*!, podemos assumir
que ker A|, = span{a%i, 8%1"1' =1...n}, & ekerd\|, e A[,(£) = 1.
Mais ainda, usando a Proposicao 4.1.6, podemos também assumir,
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por uma nova transformagao linear, que dA|, = > .| dx;Ady;. (Che-
que todas estas afirmagoes!) Seja agora Ag a 1-forma em Uy escrita
nestas coordenadas como dz + Y ., ;dy;. Temos entdao duas for-
mas de contato A e A\g em Uy. Note que A e d\ coincidem em p,
respectivamente, com Ag e d)\g.

Seja Ay = (1 —t)Ao + tA, t € [0,1], a familia de 1-formas em Uy
dada pelas combinagoes convexas de A e A\g. Pela observagao anterior
Mlp = Alp = Aolp € dAi]p = dA|p = dAo|p. Segue que numa vizinhanga
U, C Uy suficientemente pequena de p, A\; é uma forma de contato
em U; para todo ¢ € [0,1].

Queremos encontrar uma vizinhanga Us C U; suficientemente pe-
quena de p e uma isotopia p; : Us — Uy, t € [0, 1], tal que po = id,

pt(p) =p e piAe = Ao, V€ [0,1]. (4.36)

Desta forma p; satisfaz pfA = Ao, e basta tomarmos coordenadas em
U := p1(Us) dadas por Z; = z; Opfl, Ui = Ui Opf1 ez = zOpfl para
obtermos A\ = dz + ). Z;dy; e concluir a demonstragao.

A isotopia serd obtida integrando-se um campo de vetores X,
t €10,1] em U;. Derivando (4.36) temos

d dX
0=—(pi\) =p; | Lx, e + —
dt(ﬂt t) = py ( XAt Tt dt> (4.37)
= pilix,dM\ + dix, e + X — o).
Basta entéo encontrarmos X, ¢ € [0, 1], satisfazendo
iXtd/\t + diXt)\t +A—X=0. (438)

Decompondo X;, temos X; = A;R; + By, onde R; é o campo de
Reeb de \; e B; € ker \; para cada t € [0,1]. Denotando por f; =
ir, (Ao — A) e calculando (4.38) em R;, obtemos

ft = iR, dA;. (4.39)

Esta é uma familia suave a 1-parametro t € [0, 1] de equagdes lineares
a derivadas parciais de primeira ordem nao-homogéneas para a familia
de fungdes Aj. E sempre possivel, através do método das curvas
caracteristicas, encontrar uma familia suave de solugoes Ay, t € [0, 1],
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em U; desde que U; seja uma vizinhanga suficientemente pequena de
p. Note que podemos também assumir que A,|, = dA;|, = 0 para
todo t € [0, 1]; veja o Exercicio 4.4.21 abaixo.
Encontraremos agora a componente B; de X;. Também por (4.38)
temos
A—Xo+dA +ip,d\ = 0. (4.40)

Restringindo (4.40) a ker )\;, obtemos finalmente By, t € [0,1], que
fica unicamente determinado pois dA;|ker », ¢ nao-degenerada. Aqui
foi usado que ig, (A — Ao + dA;) = 0.

O campo X; assim definido é tal que X;|, = 0 para todo ¢ €
[0,1] e, portanto, a isotopia p:, obtida integrando-se X, deixa a p
fixo. Mais ainda, numa vizinhanca U, C U; suficientemente pequena,
ptlu, estd definida para todo ¢t € [0,1], com valores em U e satisfaz
PiA = Ao em vista de (4.37). Isso completa a demonstracao. O

Corolario 4.4.20. Sejam M;, Ms variedades de mesma dimensao
com formas de contato \1, Ao, respectivamente. Entdo para quaisquer
dois pontos p; € M;, i = 1,2, existem vizinhancas U; C M; de p; e
um difeomorfismo ¢ : Uy — Us satisfazendo ¢(p1) = p2, ™ Ao = A1.

Exercicio 4.4.21. Considere func¢des suaves by, ..., by, f definidas
em uma vizinhan¢a V de 0 € RE. Mostre que se by, ndo se anula
em V N {xr = 0} entdo dada qualquer funcao ug definida perto de

0 € RF~L existe uma “inica” solugdo u(wy,...,zy) de
k
ou
Z bi or; !
i=1 v
satisfazendo u(xy,...,25—1,0) = up(x1,...,2xx—1). Defina precisa-

mente o que significa “unica” neste caso. Enuncie e prove uma versao
paramétrica deste enunciado que foi utilizada na demonstracao do
Teorema 4.4.19.

O teorema da estabilidade de Gray

Teorema 4.4.22 (Estabilidade de Gray). Sejam M uma variedade
compacta e sem bordo, e ¢, t € [0,1], uma familia suave de formas
de contato em M. Seja & := ker ¢, t € [0,1]. Entdo existe uma
isotopia p : M x [0,1] = M tal que p;,& = &, Vt € [0,1].
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Demonstragao. Seja p; uma isotopia gerada por um campo de vetores
X, dependente do tempo, em M. Isso significa que

dpr _

dt _Xtopta pO:Zd

Procuramos X; de modo que p, satisfaga
PEAL = w Ao (4.41)

para u; : M — (0,00), t € [0,1], com ug = 1.
Como dX|¢, é nao-degenerada, podemos sempre encontrar um
Gnico campo de vetores X; C & satisfazendo

dX¢

—— e, - 4.42
e (442)

ix, dAtle, =

Vamos verificar que X, definido desta forma, satisfaz as condigoes
desejadas. Temos entao

d, ., . d\
%(pt At) = pj (ACXJ\t + dtt>

d\
= pf (zX d\¢ + dix, N\ + t)

dt
; dA
= p: <7JX,,d)\t + t)

dt
= pi(atAe)
= (Clt o Pt)p:/\t

(4.43)

para alguma familia suave de fungdes a; : M — R, t € [0,1]. A
peniltima igualdade decorre de (4.42). De (4.43) e po = id segue que

t
P = eliarorminy,

O

Exercicio 4.4.23. Prove que o campo X; definido em (4.42) e a
fungdo a; em (4.43) sdo de fato suaves (incluindo o pardmetro t).
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O numero de auto-enlagamento

Seja (M, &) uma 3-variedade de contato co-orientada. O nimero de
auto-enlagamento! é um invariante de nés transversais em (M, &)
que depende apenas de sua classe de isotopia transversal. Mais pre-
cisamente, um né K C M ¢ dito transversal a £, ou simplesmente
transversal, se TM|x = TK & &|k. Dois nds transversais Ky, K1 sédo
ditos transversalmente isotépicos se existe isotopia {Kt}te[o,l] tal que
K, é transversal Vt.

Fixe uma superficie de Seifert ¥ para K em M, isto é, ¥ é uma su-
perficie compacta, conexa, mergulhada ¥ C M satisfazendo K = 0X.
O fibrado £ é naturalmente orientado pela co-orientagao de £, onde
aqui dotamos M da orientacao induzida por £. Como X tem o tipo
homotépico de um bouquet de circulos, £|s; pode ser trivializada por
um referencial {Z7, Zo} orientado. Orientemos K pela co-orientagao
de £, orientagdo esta que orienta ¥ pedindo que a identidade 0% = K
leve em conta orientagées. Parametrizando K por um difeomorfismo
v:R/Z — K de forma compativel com sua orientacao, e escolhendo
qualquer aplicacao exponencial exp em M, considere para € > 0 pe-
queno a curva . : t € R/Z — exp(eZi]yn) € M\ K.

Definicao 4.4.24. O nidmero de auto-enlagcamento de K em relacao
aX €

SI(K,E) = #(.NX)  (ndmero de intersecao algébrico).

E possivel mostrar que sl(K,Y) depende apenas da co-orientacao
de &, de K e de 3. E 6bvio que sl(K,Y) depende apenas da classe de
isotopia transversal de K. Também vale que sl(K, ¥) independe de ¥
se c1(&)|m,(m,z) = 0, neste caso escrevemos sl(K') por simplicidade.

EDPs de primeira ordem

Seja (M, &) uma variedade de contato.

Definigao 4.4.25. Uma subvariedade L C M satisfazendo TL C £
serd chamada de isotropica.

1Do inglés self-linking number.
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Lema 4.4.26. Uma subvariedade isotropica L em uma variedade de
contato (M, €) de dimensdo 2n + 1 satisfaz dim L < n.

Demonstragdo. Seja i : L — M a inclusao. Como i*\ = 0 em uma
vizinhanga de um ponto de L na qual £ = ker A para alguma forma
de contato A, obtemos i*d\ = di*\ = 0, isto é, T},L é subespaco
isotrépico no espago vetorial simplético (€,,d\|,), para todo p € L
no dominio de A. Em particular temos 2dim L < dim§ = 2n pelo
Exercicio 4.1.5. O

Definicao 4.4.27. Uma subvariedade isotrdpica L C (M, &) satisfa-
zendo 2dim L 4+ 1 = dim M serd chamada de Legendriana.

Seja Q uma n-variedade. A diferencial de uma fungédo f:Q — R
é uma 1-forma e, como tal, define uma secao do fibrado cotangente
df : Q@ — T*Q. Tal funcao também define uma aplicacao

Jp:Q =R xT*Q por p— (f(p),df(p))- (4.44)

Definicao 4.4.28. Dada uma fun¢do
H:RxT'Q—R (4.45)

definimos uma equacdo a derivadas parciais de primeira ordem como
uma equacdo do tipo

HolJ,=0 (4.46)
onde u : Q — R € a incdgnita.

Existe uma geometria para estas equagoes que estd por tras dos
fundamentos da geometria de contato. Faremos uma rapida descri¢ao
destas idéias objetivando suas aplicacoes a geometria Finsler. Nossa
discussao é totalmente baseada em [2, capitulo 2].

Definigao 4.4.29. Seja K C Q uma subvariedade de codimensdo 1, e
seja h : K — R uma fun¢do suave. O problema de Cauchy para (4.46)
determinado por (K,h) é o problema de encontrar uma solugdo u
de (4.46) definida em uma vizinhanca de K satisfazendo u|x = h.

Observagao 4.4.30. Considere o mapa : RxT*Qlx - RxT*K
dado por

B:(2,0) ERxT;Qw (2,0lr,x) ERXT;K (z € K).
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Se u : Q — R for solucao do problema de Cauchy para (4.46) de-
terminado por (K, h) entdo L, := J,(Q) € subvariedade Legendriana
que estd contida em H~1(0) e satisfaz o Jyu|k = Jp-

Generalizando esta observacao, podemos seguir a discussao feita
em [2, capitulo 2] e propor o seguinte problema mais geral. Fixe-
mos (M, ) uma variedade de contato de dimensao 2n + 1 com uma
subvariedade X C M de codimensao 1.

Definicao 4.4.31. Seja I' C X subvariedade isotropica de dimensao
n — 1. Definimos o problema de Cauchy associado ao par (X,T')
como o problema de encontrar uma subvariedade Legendriana A sa-
tisfazendo I’ C A C X.

Para estudar este problema, introduzimos algumas nogoes bésicas.

Definigao 4.4.32. X € dita ndo-caracteristica se §, # T, X, Vo € X.
Neste caso temos bem-definido sobre X um campo de hiperplanos ca-
racteristicos dados por P = £(NTX. P define uma distribuicio em
X de codimensao 1. Também temos um campo de direcdes carac-
teristicas dado por P*, isto é, P+ € o ortogonal d\-simplético de P
visto como subfibrado de €| x, definido localmente a partir de qualquer
forma de contato (local) A que define €. E claro que P+ C P.

Observagao 4.4.33. Genericamente, uma hipersuperficie X tem
apenas um conjunto discreto de pontos tais que T, X = &, veja [27].
No caso n = 1 nao € dificil deduzir isto do fato que genericamente
campos de vetores somente possuem stqularidades nao-degeneradas.

Assumamos que X é nao caracteristica e fixemos também uma
(n — 1)-variedade isotrépica I' C X.

Definicao 4.4.34. Um ponto x¢o € ' é dito nao-caracteristico se
P;B NnT,,I'=0.

Nosso objetivo passa a ser provar o seguinte enunciado.

Teorema 4.4.35. Seja x¢ € I' um ponto nao-caracteristico. Entao
valem as sequintes afirmacgoes:

o FErxiste uma vizinhanca de o em I' que estd contida em uma
n-variedade Legendriana A C X.
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e Para qualquer outra A’ com as mesmas propriedades de A acima
encontramos vizinhanca U de ©g em X tal que ANU = A'NU.

Ainda mais, também vale que se todos os pontos de I' forem nao-
caracteristicos entao existe solucdo para o problema de Cauchy asso-
ciado ao par (X,T).

Demonstragao. Perto de xy é possivel definir um campo V em X
sem singularidades que parametriza P+. Por hipétese V' é transver-
sal a uma vizinhanca U de xy em I'. Considere o fluxo ¢; de V.
Possivelmente encolhendo U e tomando € > 0 pequeno, vale que

A= {¢t(x) ‘ (t,l‘) € <_€76) X U}

é n-subvariedade de X contendo U. Trocando ainda U por uma
vizinhanga menor, podemos supor também A C U, onde U é vizi-
nhanca de x¢p em M na qual existe 1-forma de contato \ satisfazendo
&lu = ker A

Considere o = A|p(xny). Entdo P = kera em X NUY. Também
vale que P C keriyda pois V € PL. Logo Lya = iyda = ga para
alguma funcao real g em X NU. Integrando, obtemos

P o= elo #Tgdr
Segue que d¢; preserva P. Logo para todo (t,z) € (—e,€) x U temos
Tpo@)A = dde|o(Tol) © Vg, (a) € Poya) C Epuia)

e A é Legendriana.

Para mostrar a unicidade de A no sentido da segunda afirmacao
acima, considere outra solucdo A’ que contem uma vizinhanca de zq
em I'. Vamos mostrar que V é necessariamente tangente a A’. As-
sumindo este fato por um momento, a unicidade requerida seguird
da unicidade das trajetdrias do campo V. Prosseguindo com o ar-
gumento, assuma que RV, ¢ T, A’ em algum ponto y € A’. Como
T,A CENTX = PeRV = P+ segue que TyA®RV |, é subespago La-
grangiano, mas sua dimensao é n+1 >n = % dim &, uma contradicao
com o Exercicio 4.1.5.

Assumindo que todos os pontos de I' sdo nao-caracteristicos, po-
demos encontrar solugoes A como acima em vizinhancas de todos os
ponto de I'. Pela unicidade estas subvariedades definem uma solugao
do problema de Cauchy perto de T'. O
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O problema de Cauchy descrito na Definigdo 4.4.31 e o Teo-
rema 4.4.35 podem parecer, a primeira vista, um tanto abstratos.
Consideremos novamente o caso (M,&) = (R x T*Q, &ta) e a hiper-
superficie X = H~1(0). Assumamos que 0 é valor regular, de forma
que X é suave. Do ponto de vista de EDPs, nao é natural considerar
uma (n — 1)-subvariedade isotrépica em X, mas consideramos, como
na Definicao 4.4.29, uma subvariedade K C ) de dimensaon — 1 e
uma fungao suave h : K — R. Como antes, se X é nao-caracteristica
temos direcoes caracteristicas P definidas pela férmula P = éNTX.

Considere um sistema de coordenadas (z!,...,2") em Q que in-
duz coordenadas naturais (z,z',..., 2", p1,...,pn) em R x T*Q.

Lema 4.4.36. Suponha que um ponto pg € X estd no dominio destas
coordenadas, que X € ndo-caracteristica perto de py. Entdo Pt pode
ser parametrizado perto de py pelo campo

n n
V= <Zpini> 0.+ Hyp,0pi — (Hys + Hap;) 0,
1=1 =1

Demonstragdo. Seja W = 620, + Y., 6x'0,i + 0p;0p,. A condicdo
W e ENTX se escreve como

6z =3 ,pidx’, H,0z+> , H,dz'+ Hp,ép; =0
0 que implica em

> (H.pi + Hyi) 62" + Hy,6p; = 0. (4.47)

%

Aqui foi usado que dz — aauy = dz — Zl p;dx’ nestas coordenadas.
Se
V =C0.+ Y Aidy + Bidy,

entdo a condi¢ao d(dz — aaut)(V, W) = 0 se escreve como

que é obviamente satisfeita tomando A; = H,,, ¢ B; = —(H,p; + H,:)
em vista de (4.47). Mas como V € £ podemos resolver para C e
encontrar C' =Y. p;H),, como desejado. O
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Corolario 4.4.37. Se H ndo depende da coordenada real entdo as
folhas da direcao caracteristica se projetam em T*@Q como trajetorias
do fluxo Hamiltoniano associado a H.

Diremos que ¢p € K é nao-caracteristico para K se
dil - P+ i T, K

em todo ponto de II7*(go) N X. Aqui IT : R x T*Q — Q denota a
projecao (2,0) E R x TyQ +— p € Q.

Lema 4.4.38. Assuma que o ponto qy € K estd no dominio das
coordenadas (z',...,2") e que o € X satisfaz qo = I(zp). Sdo
equivalentes:

e X ¢ nao-caracteristica perto de xg, € qo € nao-caracteristico
para K no sentido mencionado acima.

e > . Hy 0, €transversal a K em qq.

Demonstracdo. A segunda condigao é suficiente e necessaria para qg
ser ndo-caracteristico para K pois, parametrizando P pelo campo
V' dado pelo lema anterior temos dIl -V = > . H,, 0,:. Assumamos
que >, Hp,0,: é transversal a K em go. Entao X é ndo-caracteristica
perto de x pois >, H,,0p, € e

dH - ZHPiapi = Z ‘Hpi|2 7é 0.

Isto prova que a segunda condigao implica na primeira. A prova de
que a primeira afirmagao implica a segunda fica para o leitor. O

Lema 4.4.39. Seja h : K — R wma funcdo suave. Suponha que
po € K € nao-caracteristico para K e que exista (h(po),p) € X tal
que o|Tp K = dh|y,. Entio existe variedade isotrdpica T' C X de
dimensao n — 1 tal que Il|r mapeia T difeomorficamente sobre uma
vizinhanga U de pg em K, e B(T) coincide com Jo(U) C R x T*K.
Também vale que todo ponto de I é nao-caracteristico no sentido da

Defini¢ao 4.4.34.
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Demonstragdo. Podemos encontrar coordenadas x = (x!,...,z") de
Q perto de py onde K se escreve como {z, = 0}. Tais coordenadas
nos dao coordenadas naturais (z,z!,...,2",p1,...,p,) em R x T*Q.

Como a afirmacao a ser provada é de carater local, podemos trabalhar
nestas coordenadas.

Para = € {x, = 0} o 1-jato (h(z),dh|,) € Rx T*K de h em z
pode ser incluido em R x T*(Q de infinitas maneiras com coordenadas

(vala"'axnaplv"'7pn)

= (h(z"), (z',0), hyr (z'), ..., hgn-1(2), p)
onde aqui escrevemos ' = (x!,... 2" 1). Aqui p € R, e note que h
é funcao apenas de z’. Avaliando H no ponto acima e igualando a
zero, podemos considerar a equacao

H(h(z'), (2',0), hgr (z'), ..., hgn-1(2"), p) = 0. (4.48)

Primeiramente note que a equagao acima tem solucao para algum p
tomando por (z’,0) as coordenadas do ponto py. Isto segue de nossas
hipoteses, de fato, existe um tnico valor de p que corresponde ao
funcional ¢ dado no enunciado do lema. Para concluir, note que pelo
Lema 4.4.38 temos H,, # 0 neste ponto, e podemos usar o teorema
da fungao implicita para encontrar solugoes de (4.48) onde p depende
suavemente de (z',..., 2" 1), O

Coroldrio 4.4.40. Sejam h e py nas mesmas hipdteses do lema an-
terior. Entao existe uma funcdo f definida em uma vizinhanga U de
po em Q satisfazendo f|xnu = hlknu e que € solugdo da equagdo
diferencial H o Jp = 0.

Demonstracdo. Considere a projecao nr : R x T*@Q — R. Traba-
lhando localmente, denotaremos uma vizinhanga de pg em K sim-
plesmente por K. Pelo lema anterior, encontramos subvariedade
isotrépica I' € H~1(0) de dimensdo n — 1 tal que I|r : I’ — K é um
difeomorfismo. Pelo Teorema 4.4.35 encontramos n-variedade Legen-
driana A satisfazendo I' € A € H~1(0). Como A é obtida de T' pelo
fluxo da direcdo caracteristica P, e como dII mapeia estas direcoes
em diregOes transversais a K, concluimos que II|, é difeomorfismo
local. Encolhendo A podemos supor que II|s é difeomorfismo sobre
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uma vizinhanga de pg em @. A funcao f procurada pode ser dada
pela férmula f = 7g o (IT|5) ! nesta vizinhanga. O

O caso quase-linear é bem conhecido. Em @) considere um campo
Y nao-auténomo, isto é, Y é uma aplicacao Y : R x Q@ — T'Q que
satisfaz 7(Y (¢t,2)) = 2 V(t,z) € RxQ, onde 7 : TQ — Q é a projegao
no ponto base. Considere b : Rx@Q — R edefina H : RxT*@Q — R por
H(z,0)=0-Y(z,2)—b(z,z), 0 € T;Q. Tomando coordenadas locais
(x',...,2") em Q e abreviando x = (z!,...,2") podemos escrever

Y(z,2) =i, ai(z,2)0,: e a EDP (4.46) se torna

n

Z a;(u(z), T)ug: (z) = blu(x), x).

i=1

Sendo assim, se K C @ ¢é hipersuperficie e h : K — R entao
um ponto py € K é nao-caracteristico se, e somente se, o vetor
> a(h(po),po)0y: for transversal a K em py. Sob esta condicao,
recuperamos do Teorema 4.4.35 o teorema bem conhecido de que
podemos resolver a EDP quase-linear através do método das carac-
teristicas.

Um exemplo é a equacdo de Burgers. Considere R? com coorde-
nadas (z,t), e imagine que a reta real com coordenada z é repleta de
particulas, por exemplo particulas de um fluido. A particula no ponto
x se move com velocidade u(z,t) no instante ¢t. Facamos a hipdtese
(um tanto irreal!) de que as particulas se movem sem aceleracgdo. Se
c(t) é a trajetéria de uma particula dada, parametrizada pelo tempo,
entao ¢(t) = u(c(t),t) e encontramos a equagao de Burgers

0=¢=uuz +us =0. (4.49)

Note que uma questao delicada é determinar uma solugao maxi-
mal? do problema de Cauchy definido em 4.4.31. Dada a “condicao
inicial” I' C X entao, mesmo assumindo que todos os seus pontos sao
néo-caracteristicos, a solucao A, que satisfaz I' € A C X e é cons-
truida seguindo trajetérias caracteristicas em X a partir de I', pode
encontrar limites para sua definicdo devido a varios motivos. Um

2N3o definimos a nocdo de solugdo maximal, mas o leitor pode facilmente
imaginar como seria esta defini¢do.
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deles é que a imagem de I' pelo fluxo da direcao caracteristica pode
deixar de ser uma variedade, desenvolvendo auto-intersegoes. Para
o problema de Cauchy definido em 4.4.29 a situacao é ainda pior: a
solugdo maximal A pode definir fungées singulares e multi-valuadas
na medida em que a projecdo II|4 pode ndo ser um mergulho e, em-
bora A seja lisa, a “solucao” nao é mais uma funcao no sentido usual.
Esta discussao nos levara a definicao de cdustica, e nos contentaremos
em referir o leitor a [3] para uma introdugéo riquissima & topologia
de contato das causticas.

Voltando & equagao de Burgers com condic¢do inicial u(z,0) =
up(x), note que se pontos xg < x; satisfazem wug(zg) > up(z1) entdo
depois um certo tempo a particula com posigao inicial xy alcanca
a particula com condigao inicial x1, e a solugao se quebra, isto €,
a subvariedade Legendriana em R x T*R? solucao do problema de
Cauchy generalizado com condicao dada pelo levantamento do 1-jato
de ug deixa de se projetar difeomorficamente sobre o plano.

4.4.4 EDPs e geometria Finsler: causticas e pon-
tos minimos

Seja (M, F') uma n-variedade Finsler compacta e sem bordo. Temos
a Lagrangiana L = %Fg, e a Hamiltoniana H : T*M — R dada pela
transformada de Fenchel de L fibra a fibra. Como ja estudado na
secao 4.3.6, H é positivamente homogénea de grau 2 e estritamente
convexa nas fibras de T*M, definindo a co-métrica Finsler F* pela

férmula 1
H = §(F*)2. (4.50)

A transformada de Legendre associada a L serd denotada por

T, :TM —-T*M

e pelo Lema 4.3.23 temos L = H o T7,.

Pontos minimos e a equagao Eikonal

Seja H:RxT*M — R dada por

~

Az, ) = H(p) = 5 F* ()" (151)
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Usando os métodos da secao anterior vamos estudar a EDP de pri-
meira ordem

HolJ, = (4.52)

1
5
Considere a hipersuperficie
X=H"'1/2) =R x (F)™'(1)
e fixe um ponto p € M. Entao
['={0} x{p e TyM | F*(¢) =1}

define uma subvariedade isotrépica em (R x T*M, £q) de dimenséo
n — 1, onde &g = kerdz — agang € a estrutura de contato standard.
Uma solugdo do problema de Cauchy para (X,I') é uma subvarie-
dade Legendriana A satisfazendo I' C A C X. De acordo com Te-
orema 4.4.35 sempre é possivel encontrar uma solugao localmente,
definida perto de um ponto nao-caracteristico de I'.

De acordo com a discussao na segao 4.4.2 temos

Ataut = 1@Wean

onde C é o campo radial vertical em T*M. Logo ataut|(p)-1(1) de-
fine forma de contato no co-fibrado unitério (F*)~1(1), e pelo Te-
orema 4.4.10 sabemos que seu fluxo de Reeb coincide com o fluxo
Hamiltoniano de H pois ix,Qaut = isAg = go(v,v) = 1 para
cada v € T*M = F~(1). Aqui Ay é a forma de Hilbert e S é o
spray geodésico. Denotaremos a estrutura de contato associada por
f' = ker Oétaut‘(F*)—l(l). Entao temos

Esta = span{(0,0), (1, X))} & € ao longo de X (4.53)

onde Xy é o campo Hamiltoniano ix,wean = —dH. Consequen-
temente, X & nao-caracteristica pois (0,6) M X, e os hiperplanos
caracteristicos sdo P = TX Né&a = R(1, Xg) @ &' Logo as diregoes
caracteristicas em X definem a distribuicio P+ = R(1, X) j& que
d(dz — ataut) = —Wean € ndo-degenerada em &'. Se ®; é o fluxo de
Xg entao o fluxo €>t de (1,Xp) é

~

<I>t(z,<p) - (Z +1, (I)t(cp))
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A prova do Teorema 4.4.35 nos diz que solugbes do problema
de Cauchy para (X,T') sdo obtidas por subvariedades Legendrianas
varridas pela deformacao de I' usando o fluxo EI;t. Nosso objetivo
agora passa a ser a descricao de uma solugao especial do problema
de Cauchy dada em termos da geometria de (M, F).

Considere projecoes m1 : R X T*M — R, my : RxT*M — T*M,
e projecdes no ponto base 7 : T*M — M, w : TM — M. Denote
também

II=7Tom :RxT*M — M.
Para cada (0,¢) € T' temos

I1(®4(0, ¢)) = expp(tv) VYt >0, onde v= (TL)_l(go)

pois T, preserva fibras, conjugando Xy e o spray geodésico; veja o
Teorema 4.4.10. A identidade acima nao vale em geral para t < 0
devido a possivel falta de reversibilidade.

Considere

Amax = {24(0,9) |t €R, (0,p) € T}

Nao ¢é dificil verificar que Ap.x é subvariedade Legendriana mergu-
lhada, e é a maior solugdao do problema de Cauchy. Ainda mais

(t7 (Ov QO)) = (/I;t(ov 90)

define um difeomorfismo entre R x I' e Apa.x. Este cilindro é bas-
tante estudado na literatura de singularidades e cdusticas, veja por
exemplo [3] para uma motivagdo no caso flat. Consideremos a parte
positiva AT de Apax

Afax = {(2,0) € Amax | 2 > 0}.

Este conjunto admite um subconjunto especial

A =A{(2,9) € Max | 2= 0(p, TI()) }

onde 0(x,y) é a F-distancia (3.14) entre x e y, possivelmente nao-
simétrica. Denotaremos por dA, o bordo (topolégico) de A, visto
como subconjunto de A} .
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Definigao 4.4.41. O local dos pontos minimos de p é
Cp =TI(0A.).

Na linguagem da teoria das singularidades, vé-se que C, é uma
espécie de projegao da frente de onda dada pela Legendriana Af, .
exatamente no primeiro momento da criagao de choques. Esta afirma-
¢ao fica mais precisa em vista do seguinte enunciado.

Lema 4.4.42. Denotando por int(A.) o interior de A, em Af, ., sdo
verdadeiras as afirmacgoes:

o A projegao liye(a,) define um difeomorfismo entre int(A,) e
um aberto U* = II(int(A,)).

e Todo ponto q € U* admite unica geodésica minimizante ligando
pagq.

Demonstracdo. Comecemos pela segunda afirmacao, e seja q € U™
arbitrdrio. Denotando t, = 0(p, q), encontramos (0, ¢1) € T' tal que
a geodésica v1(t) 1= IT o ®4(0, ;) satisfaz 1 (t,) = q e ,_(0,¢;) é
ponto interior de A, em A} .. Suponha, por contradigdao, que exista
outra geodésica 7o(t) com velocidade unitéria ligando p = (0) a
q = 7Yo(t«). Entao wg := 40(0) # 11(0) = w; = TLj\l(@l). Defi-
nindo pg = Tr(wp) temos ¢ = o @ (0,¢9) = Lo @4, (0,¢1). A
hipétese de que vy e ;1 s@o distintas implica que o(t.) # 1 (ts).
Considere € > 0 pequeno e o a geodésica minimizante, parametri-
zada por comprimento de arco, que liga vo(t« —€) a 1 (t« +€). Seja d
o comprimento de o. Entao d < 2¢, e assumamos que o esta definida
em [t, —¢,t, —e+d]. A concatenacao de Yglo,¢, — com o nos dd uma
geodésica quebrada c : [0, t.—e+d] — M que liga p a 1 (t.+¢€). Supo-
nha, por contradicao, que 71 jo,¢, +¢ ¢ minimizante entre p e y; (t.+e¢).
Se d = 2¢ entdo c realiza a distdncia minima entre p e v1(t, + ¢€), €
segue da férmula de primeira variacdo que ¢ é suave e coincide com
Yol[0,t,+¢]- Logo yo(t« + €) = Y1 (t« + €), mas isto é impossivel pois
Yo(tx) = 1(ts), Yo(ts) # Y(ts) e € > 0 é pequeno. Logo d < 2e.
Portanto, ¢ tem comprimento menor do que o de 71|[0,t*+6], nova-
mente um absurdo pois esta ultima foi assumida minimizante. Fica
provado que existe € > 0 arbitrariamente pequeno tal que 71|(o¢, ¢
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nao é minimizante. Em outras palavras, existem ¢, — t] tais que
®, (0,¢1) & A, o que implica em ®;_(0, ;) & int(A,), contradico.

Provemos a primeira afirmacao. A injetividade de IT|j (4, ) segue
da segunda afirmacao. Para mostrar que ela é livre de pontos criticos,
note que um valor critico é o mesmo que um ponto g conjugado a p ao
longo da geodésica minimizante v : [0,0(p, q)] — M que os conecta,
com T (%(0)) =pe &\)9(1,),1) (0,¢) € int(A,). Pelo lema do indice, veja
a Observagdo 3.8.16, sabemos que se 7 > 6(p,q) entdao 7|j,-) ndo é
minimizante, e logo C/I;T(O7 ) € A, em vista da definigao de A, ja que
T o @T(O,go) =171 > 0(p,7(7)). Tomando 7, — 6(p,q)" concluimos
que Z{\)g(p’q)(o, ¢) & int(A.), absurdo. Provamos que IT|i5¢(,) ndo tem
valores criticos e, consequentemente, U* é aberto. O

Temos ainda uma outra caracterizacao geométrica de C,,, que é
mais comumente encontrada nos livros de geometria.

Lema 4.4.43. C, € o conjunto dos pontos ¢ € M que podem ser
escritos como q = exp,(tow) para w € T,M N F~'(1) ety > 0
satisfazendo

0(p.q) =to,  O(p,exp,(tw)) <t, Vt > to.

Demonstra¢ao. Considere o conjunto CI’, definido pelas propriedades
descritas no enunciado do lema. Buscamos provar que C}’, = C).

Passo 1: C), C C),.
Seja ¢ € C,. Entao q = (D, (0, ) = exp,,(tow) para to > 0 e
w="T;"(p) € F1(1)NT,M. Como

t> to = 0(p, I(D,(0,0))) < t
vale que ©,(0,¢) & A, ja que ®:(0,¢) = (t,P:(¢)). E 6bvio que
D,(0,¢) € A, se t < tg, de fato, isto é consequéncia direta da férmula
de primeira variagao do comprimento. Tomando o limite ¢ — tar

conclui-se que ¢ € Cp.

Passo 2: C), C Cz/)'
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Seja agora ¢ € Cp,. Entao podemos escrever ¢ = 1l o </Ist(07g0) com
</I\>t(0,g0) € OA. et > 0. Logo t = O(p,q) pela definigao de A..
Se g é conjugado a p ao longo da geodésica y(r) = Il o &)T(O,ap)
em 7 = t entao, pelo teorema do indice para métricas Finsler, veja
Observagao 3.8.16, 0(p,¥(7)) < 7 para todo 7 > t, e ¢ € C,, como
desejado, pois para 7 > ¢ vemos um ponto conjugado que implica que
o auto-espaco negativo da Hessiana da energia é nao-trivial.

Supondo que ¢ nado ¢é conjugado a p ao longo de 7|y, afirma-
mos que existem pelo menos duas geodésicas minimizantes distintas
ligando p a g, sendo 7|jp, uma delas. Provemos esta afirmagcdo.
Usando a definicdo de C), encontramos g, e (t,,(0,¢,)) € R x T
satisfazendo

gn =10 @y, (0,0n) = g,

tn =t =0(p,q),
Pn — P,
tn > 0(p, qn).

Se w = Ty (p) e w, = T; (pn) entdo ¢, = exp, (tywn) € q¢ =
exp,,(tw). Também podemos encontrar ¢, > 0, w}, € T,M N F~'(1)
tais que g, = exp,(t,w,) e t;, = 0(p,qn) < t,. Como O(p,-) é
continua vale ¢/, — t. Mdédulo subsequéncias, podemos assumir que
wy, — Ws. Se w, = w entdo t,w;,, — tw = lim,, t,w, e, como exp, é
difeomorfismo perto de tw, concluimos que t),w; = t,w, se n > 1, o
que implica em 6(p, g,) = t,, para n grande, uma contradi¢ao. Logo
w, # w e encontramos geodésica minimizante 7 +— expp(Tw*) que
liga p a ¢ diferente de ~[( 4.

Argumentando como na prova do lema anterior conclui-se que
Yl[0,t4+¢) N80 é minimizante, Ve > 0. Logo ¢ € C},, como desejado. [

O conjunto U = U* U {p} é vizinhanca aberta de p e podemos
definir uma funcao S : U — R por

S=mo (H|int(A*))_1 €m U*a S(p) =0. (454)
Segue imediatamente da defini¢do de A, que

S(q) =6(p,q). (4.55)
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Como consequéncia do préximo lema temos
(Mfing(a.)) " = Jg em U*. (4.56)

Lema 4.4.44. Seja Z C (R x T*M,&a) uwma subvariedade Le-
gendriana tal que 11|z define um difeomorfismo entre Z e o aberto
V =11(Z). Entdo definindo u :V — R por u = w1 o (Il|z) ™}, vale
que (I1|z)~t = J,.

Demonstracdo. Definindo v como no enunciado do lema, e fixando
p € V, vale que (Il|z) ' (p) = (u(p),0) onde 6 = 73 0 (IT]2) " (p).
Dado v € T,M arbitrario temos d(ms o (II|z)~1)|, v = ¢ € TyT*M
satisfazendo dl|p - ¢ = v. Concluimos que

0 = (dz — asaut) - (dulp - v, ¢)
= dup'v - ataut|9 C
=du,-v—10-v.

Como v foi arbitrario vale que dul, = 0. O

Logo a conclusao é que S ¢é solucao da EDP Ho Js =1/2. Como

~

H = H o7y nao depende da coordenada real, fica provado o

Lema 4.4.45. A funcdo S € solucdo da equacdo Eikonal®

F*odS=1 (4.57)
em U*.
Observacao 4.4.46. Sejam (z',...,2") coordenadas locais de M.
Com respeito as coordenadas naturais (x1,..., 2", py,...,pp) de T*M

associadas, a equacao Fikonal se escreve na forma mais familiar
9788 =1

02 (F*)?
OpiOp; *

onde g = %

3A equagio Eikonal deve ser vista como uma equacio de Hamilton-Jacobi
tempo-independente. A mesma andlise desta secao vale para Lagrangianas mais
gerais, satisfazendo certas condicoes. Neste caso a funcao S encontrada sera a
“acdo minima”. Repare que no nosso caso particular encontramos S sendo a
“distancia minima”.
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Lema de Gauss

Lema 4.4.47 (de Gauss). Se ¢ € U* ey : [0,0(p,q)] = M € a
geodésica minimizante* ligando p a q, parametrizada por compri-
mento de arco, entao

d(O(p, )l = Te(v) = gu(v,°)
onde v =~(0(p,q)) € F~1(1).

Demonstragao. Sabemos que

(H|int(A*))71(Q) = $S(q)(07 90) = (S(Q)v (I)S(q)(@))

onde ¢ = T7,(%(0)) e ® é o fluxo Hamiltoniano de 1(F*)2. Aqui usa-
mos (4.55). Se definirmos v por v = %4(6(p, ¢)) entdao uma combinagéo
da férmula (4.56) e do Teorema 4.4.10 nos dird que (0(p, q), Tr(v)) =

(5(q); s(q) () = Js(q) = (5(q), dS]q). u

Por razoes ébvias se define o raio de injetividade de (M, F) em p
por
inj, = inf{0(p,q) | ¢ € C}p}. (4.58)

Segue das propriedades de C), que exp,, ¢ difeomorfismo de classe C 1
quando restrito a {v € T,M | F(v) < inj,}.

Estudamos no capitulo 3 que quanto maior a curvatura menor a
distancia de p até o primeiro ponto conjugado a p e, consequente-
mente, menor inj, e o tamanho do aberto U* definido acima. Estas
relagoes sao classicas em geometria Finsleriana e usualmente referidas
como teoria de Sturm. A discussdo desta se¢do mostra que deve haver
uma teoria de Sturm também para cdusticas, estabelecendo relagoes
entre a geometria de uma subvariedade Legendriana em R x T*M e
os valores criticos de sua projecao sobre M. Para mais detalhes sobre
esta rica teoria veja [3] e as referéncias ali contidas.

Otica geomeétrica

Seja M uma n-variedade. Imaginando que M é um meio onde a luz
se propaga, podemos codificar as caracteristicas da propagacao da luz

4Pelo Lema 4.4.42 esta geodésica é tnica.
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neste meio dando em cada espago tangente 7, M uma hipersuperficie
suave, compacta e estritamente convexa F,, envolvendo a origem, cha-
mada de indicatriz em p. Cada E, determina qual o vetor velocidade
de um raio de luz passando por p, parametrizado pelo tempo, que
segue direcdo e sentido dados em T, M. Assumindo que E, varia
suavemente com p, temos uma métrica Finsler F' : TM — [0, +00)
unicamente determinada por

E,=F ' (1)NnT,M.

O principio que rege a propagagao da luz é o

Principio de Fermat: A luz viaja de forma a minimizar o tempo
de propagacao.

Fixe pontos p,q € M e imagine que em p ha uma fonte de luz.
Consideremos curvas ¢(t) que ligam p a ¢. De acordo com nosso mo-
delo, a luz viaja de p a ¢ parametrizada com respeito ao tempo t por
uma curva c(t) que satisfaz F'(¢(¢)) = 1. Sendo assim, consideremos
o espago de todas as trajetdrias c(t) de p a ¢ parametrizadas pelo
tempo ¢ e que satisfazem F'(¢(t)) = 1, ¢(0) = p, e que atingem ¢ em
algum instante T > 0: ¢(T) = ¢. Aqui o dominio de ¢ é o inter-
valo [0,T] que depende de ¢. Entao T é tempo de percurso ao longo
de ¢ e, de acordo com o principio de Fermat, é a quantidade a ser
minimizada. Este espago de trajetérias é matematicamente pouco
confortével de se trabalhar pois o dominio de defini¢do varia de curva
para curva. No entanto, como F' é positivamente homogénea de grau
1, a integral fOT F(4(t))dt é invariante por reparametrizagdo e coin-
cide com o tempo de propagacgdo ao longo dos raios de luz. Sendo
assim, podemos modelar o principio de Fermat olhando para o espago
Cpq de todas as curvas suaves c : [0,1] — M ligando p a ¢, ¢(0) =p
e ¢(1) = ¢, com velocidades nao-nulas (¢(t) # 0 Vt), e minimizando o
funcional

/ 1 F(e(t))dt (4.59)
0

em Cp,. Uma vez que esta quantidade foi minimizada em Cpg, atin-
gindo seu valor minimo 7T} em v, € Cpq, a trajetéria de luz serd dada
por ¢, : [0,Ty] = M, c.(t) = v«(t/Ty). Tal valor T serd chamado de
distancia oOtica entre p e q.
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E bem conhecido o fato que em Cpq 0s pontos criticos® de (4.59)
coincidem com os pontos criticos do funcional de energia

R
5/0 F2((t))dt

que foi exaustivamente estudado no capitulo 3. Tais pontos criticos
sao justamente as geodésicas ligando p a q.

Exercicio 4.4.48. Prove que os pontos criticos de (4.59) em Cp,
coincidem com 0s pontos criticos da energia.

O modelo acima nos leva a considerar uma teoria corpuscular da
luz, cujo principal expoente foi Newton. Nesta teoria vemos a luz
como uma particula que se move ao longo das geodésicas de F.

No entanto, a discussao da se¢ao anterior nos mostra que a fungao
“distancia 6tica” é justamente a solugao S da equagao Eikonal (4.57),
nos levando a considerar uma teoria dual, onde estudamos as frentes
de onda Fi(p) definidas por

Fy(p) = S7H(t)

para 0 < t < inj,. Fi(p) consiste justamente dos pontos que séo pri-
meiro atingidos pelos raios de luz que emanam de p apés tempo t. Na
linguagem da segao anterior, quanto mais ¢ se aproxima de inj,, mais a
frente F;(p) se aproxima dos valores criticos de II|;pg(a, ), de forma que
quando t atinge inj,, a frente de onda desenvolve auto-interseges e/ou
bicos. Neste momento a distancia otica deixa de estar bem-definida,
e ha concentragao de raios de luz em certos pontos, que correspon-
dem a pontos conjugados a p ou a pontos onde duas geodésicas (raios
de luz) se encontram no mesmo instante. Este ponto de vista, alter-
nativo a teoria corpuscular de Newton, teve como expoentes nomes
como os de Huygens, Hamilton e Jacobi. Seguindo [1], ilustramos
esta teoria incluindo aqui o

Teorema 4.4.49 (Principio de Huygens). Se 0 < tp < #1 < inj,
entdo a frente de onda Fy, (p) € tangente a todas as frentes de onda
Fi,—+,(q), onde q varia em Fy (p).

5Como de costume, definimos pontos criticos derivando o funcional em questio
ao longo de variacoes.
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Demonstragao. Considere g € Fy (p) e seja y(t) é a geodésica tal que
0 arco Y[o,,] ¢ minimizante e satisfaz v(0) = p e y(to) = ¢. Pela
definigao de inj, segue das hipdteses que tal geodésica minimizante
entre p e ¢ é Unica.

Note que ([to,t1]) N Cy = 0 pois, caso contrério, pela definicao
de C, encontrarfamos ¢ > 0 pequeno tal que |, ¢, +¢ N0 é mini-
mizante, de onde decorre que v|[g¢,+¢ também nao é minimizante,
contradizendo a hipétese ¢; < inj,. Logo v([to,?1]) estd no dominio
de boa defini¢ao da distancia 6tica a g, e faz sentido falar em Fy, ¢ (q)
mesmo que tal conjunto nao seja a imagem de uma esfera pela aplicagao
exp, (este seria o caso se inj, < t; —tp). Segue do Lema 4.4.42
que para todo z € Fy, _4,(q) existe unica geodésica minimizante li-
gando ¢ a z ja que, pelo nosso acordo, este conjunto estd contido no
dominio de boa definicao da distancia 6tica a q. Também concluimos
V(tl) € Ft1 (p) n Ftl—to (q)

Provaremos agora que {v(t1)} = Fy, (p) N Fi, —+,(q). De fato, seja
z € Fy, (p) N Fy, —4,(q) e considere a geodésica ¢ : [0,t1 — to] — M
minimizante ligando ¢ a 2. Concatenando 7|jy ¢, com o pedago de
geodésica t € [tg,t1] — c(t — tp) encontramos geodésica quebrada
ligando p a z com comprimento t;. Como t; = 6(p, z) segue da
férmula de primeira variagao que esta geodésica quebrada é suave e,
consequentemente, coincide com v|(g,]. Logo z = v(t1). Usando o
lema de Gauss (Lema 4.4.47) obtemos

Tyt)Fry—t0 (@) = Ty1y) Fr, (p) = ker Tp (§(t1))

onde Ty, : TM — T*M é a transformada de Legendre associada a
Lagrangiana L = F?/2. Logo (1) é ponto de tangéncia. O

Note que a demonstracao acima é matematicamente rigorosa, di-
ferentemente da demonstragao encontrada em [1].

O ultimo teorema geométrico de Jacobi

O limite do conjunto onde a distancia 6tica até p, S, estd bem-definida
é justamente o conjunto dos pontos minimos. E natural considerar
este conjunto se estivermos preocupados em estudar até onde po-
demos definir S. Tais pontos minimos nao sao necessariamente os
valores criticos da projecao II|a Por exemplo, se a curvatura for

max *
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nao-positiva entao II|5 . ¢é difeomorfismo local j& que nao hé pontos
conjugados, e os pontos minimos sao justamente aqueles que admitem
mais de uma geodésica minimizante desde p.

Os valores criticos de II|5 ., formam conjuntos chamados de cdus-
ticas e, como ja observado, seus pontos sao os pontos conjugados
a p. Os primeiros pontos conjugados ao longo das geodésicas que
emanam de p formam a primeira cdustica de p denotada por C;, 0s
proximos pontos conjugados formam a segunda caustica C’g, e assim
por diante. Por exemplo, tomando a métrica “redonda” em S? sendo
p € S? arbitrario, entao temos C} = {—p}, C2 = {p}, C3 = {—p},
etc. Esta situagao é bastante nao-genérica. No caso de um elipséide,
Jacobi afirmou, sem demonstrar, que

Teorema 4.4.50. [25, Ultimo teorema geométrico de Jacobi] As
causticas de um elipsdide apresentam cuspides, e o niumero de cuspides
de cada cdustica € pelo menos 4.

Voltando ao caso da esfera redonda, é sabido que depois de uma
perturbacao pequena e genérica da métrica, o nimero de cuspides na
primeira cdustica é pelo menos 4; para uma prova elementar veja [3].
Para cdusticas de ordem maior este problema estd em aberto. Em [3]
Arnold dé a entender que deve haver uma teoria de Morse para pro-
var o Teorema 4.4.50, no mesmo espirito em que a teoria de Floer foi
capaz de responder afirmativamente a conjectura de Arnold sobre o
numero de pontos fixos de difeomorfismos Hamiltonianos e generali-
zar o chamado teorema geométrico de Poincaré®, que hoje é conhecido
como teorema de Poincaré-Birkhoff.

6Para mais detalhes sobre o teorema geométrico de Poincaré, a conjectura de
Arnold e a teoria de Floer veja [1, apéndice 9] e [14].
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Capitulo 5
Dinamica simplética

O termo Dinamica Simplética nasceu recentemente, criado por Hofer
ao notar que técnicas modernas em geometria simplética se mostra-
ram bem-sucedidas quando aplicadas ao estudo de propriedades glo-
bais de sistemas Hamiltonianos, veja [5]. Neste capitulo discutiremos
algumas destas aplicacbes. Daremos enfoque aos fluxos geodésicos
que formam uma familia especial de sistemas Hamiltonianos.

5.1 Indice de Conley-Zehnder

O indice de Conley-Zehnder é um invariante da dindmica linearizada
ao longo de uma 6rbita periddica de um sistema Hamiltoniano. Da-
remos aqui a definicao geral e estudaremos com mais detalhe o caso
de fluxos de Reeb em dimensao 3.

Definicao 5.1.1. O ciclo de Maslov é o conjunto
A(2n) = {¥ € Sp(2n) | det(¥ — I) = 0} (5.1)
e o seu complementar em Sp(2n) serd denotado por

Sp*(2n) := Sp(2n) \ A(2n).

155
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Lema 5.1.2. Sp*(2n) tem duas componentes conezxas
{U € Sp(2n) | det(I — ¥) >0}, {¥ e Sp(2n)|det(I — ) < 0}.
Além disso, toda curva fechada em Sp™(2n) € contrdtil em Sp(2n).

Mais a frente daremos a prova completa no caso n = 1, e apenas
uma idéia no caso geral. A demonstracido do Lema 5.1.2 se encontra
em [35]. Prosseguimos assumindo o Lema 5.1.2, e consideramos o
conjunto

¥*(2n) = {¥:[0,1] — Sp(2n) continua | ¥(0) = I, T(1) € Sp*(2n)}.
Teorema 5.1.3. FExiste unica aplicacdo

oz X (2n) > Z (5.2)
caracterizada pelas sequintes propriedades:

e Homotopia: Se s — U, € ¥*(2n) € uma familia continua,
isto € (s,t) — U,(t) € Sp(2n) € continua, entio s — pcz(Vs)
€ constante.

e Maslov: Se @ : ([0,1],{0,1}) — (Sp(2n),{I}) € continua e
U € ¥*(2n) entao poz(PV) = ucz(¥) + 2k, onde k € o indice
de Maslov de P.

e Soma: Se U € ¥*(2n') e ¥ € ¥*(2n”) entao V' & V" €
S5 (2(n' +n')) satisfaz poz (¥ & V") = pez (V') + pez(¥").
Aqui Sp(2n’) e Sp(2n") sdo wvistos como subgrupos do grupo
Sp(2(n’ +n')) da maneira usual.

e Normalizagao: O caminho ¥y € X*(2) dado por

sinwt  coswt

To(t) = <

coswt —sin 7rt>

satisfaz pez (Vo) = 1.

O inteiro pcz é chamado de indice de Conley-Zehnder.
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Demonstra¢do. Aqui denotaremos por p : U(n) — S* o determinante
complexo, o determinante real serd denotado por det. Fixe matrizes
My, M_ € Sp(2n) satisfazendo

+det(] — My) >0

e p(Uy) € {1,—1}, onde My = P Uy é a decomposicao polar. Note
que, da secdo 4.1, temos P* € Sp(2n) e U+ € U(n). Por exemplo,
podemos tomar

L9

2 0
M, =-I, M_= <o 2)

0 -

onde I’ denota a matriz identidade de ordem 2n—2. Pelo Lema 4.1.15
a aplicacdo r : Sp(2n) — U(n), v = PU — U onde ¢ = PU é a
decomposicao polar, é uma retragao por deformagao.

Seja ¥ € ¥*(2n). Se £ det(I—T¥(1)) > 0 entao usando o Lema 5.1.2
encontramos curva 7 : [1,2] — Sp*(2n) satisfazendo (1) = ¥(1) e
v(2) = My. A concatenagao dos caminhos v e ¥ nos dd um caminho
v W :[0,2] = Sp(2n) que mapeia [1,2] em Sp*(2n). Em particular
¢ =ro(y* W) éuma aplicacdo [0,2] — U(n). Defina

poz(¥) = grau de t € [0,2]/{0,2} — p(o(t)?) € S*.

Note que p(6(2) = M) € {1,—1}. Logo p(6(t)2) = p(¢(t))* é um
loop fechado em S!'. Da invaridncia do grau por homotopia segue
que poz(P) independe da escolha de v: duas escolhas ~g,y1 podem
ser deformadas continuamente uma na outra mantendo extremidades
fixas pois, de acordo com o Lema 5.1.2, e a concatenacao de J; com
~o define loop contrétil em Sp(2n) (aqui 74; denota ~; percorrida no
sentido reverso). Todos as propriedades descritas no enunciado do
teorema seguem facilmente desta definicdo. A unicidade é deixada a
cargo do leitor. O

A definigdo de p¢z feita na demonstragao do teorema acima é um
tanto complicada. No caso n = 1 podemos descrever pcz de maneira
bastante geométrica. Identificamos R? = C linearmente via (z,y) ~
x +iy. Seja ¥ : [0,1] — Sp(2) um caminho qualquer satisfazendo
U(0) = I e considere a aplicacdo

Ay :C\{0} =R (5.3)
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definida da seguinte maneira. Dado z € C\ {0} existe aplicacao

continua 6 : [0,1] — R satisfazendo ¥(t)z € RTe®). Como 6(t) é

Unica a menos da adigao de um nimero em 27Z, podemos definir
(1) — 6(0)

Obviamente Ay (tz) = Ag(z) Vt > 0 de onde segue que a imagem de
Ay é um intervalo fechado

Iy = Ay(C\ {0}).
Definigao 5.1.4. Iy € chamado de intervalo de rotagdo de V.

Exercicio 5.1.5. Prove que o comprimento de um intervalo de rotagao

€ sempre estritamente menor que %

Lema 5.1.6. Se 01y N7Z # O entdao U(1) € A(2), isto é, U & ¥*(2).

Demonstragao. Defina aplicagoes continuas p, 6 : R x [0,1] — R uni-
camente determinadas pela identidade W(t)e® = p(s,t)e’?(5) e pelas
condigoes p(s,t) > 0, 0(s,0) = s. Note que p, 8 sdo diferencidveis
em s e que Ag(e®) = (6(s,1) — s)/2m. Suponha que A(e'®) atinge
seu maximo em sy e que este maximo seja um inteiro k. Entao
0(s0,1) = sp + 27k e definindo u := €**° temos

p(s0, 1)u = p(sg, 1)l = ¥(1)e' = ¥(1)u.

A identidade 4 |,—s, Ay (e™) = 0 nos diz que 9,6(so, 1) = 1. Conse-
quentemente
U(1)iu = U(1)ie*°
d
=U(l) —
1) =

a
ds

eis

S=S80

(T(1)e™)

S=38p

= 1)et0(s:1)
|, (s need)

= 0ap(s0,1)e"50 D) + p(s0,1)id,6(s0, 1)e™ 0V
= 0sp(s0, 1)u + p(so, 1)iu.
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A conclusao é que na base simplética {u, iu} a matriz ¥(1) assume a

forma
<,0(50, 1) 0Osp(so, 1))
0 p(so,1) -
Como det ¥(1) = 1 temos que p(sg,1) = 1 é auto-valor de ¥(1), e
(1) € A(2). Os célculos para um minimo de Ay (e*) que é inteiro
Sa0 0S Mesmos. O

Dado ¥ € ¥*(2) defina

{ka se kely

() = (5.4)

2k+1 se Iy C (k,k+1).

Esta defini¢ao estd bem posta em virtude do Exercicio 5.1.5 e do
Lema 5.1.6.

Lema 5.1.7. O inteiro p : ¥*(2) — Z definido em (5.4) satisfaz os
aziomas descritos no Teorema 5.1.3.

Demonstracdo. Exercicio. O]

Como consequéncia temos p = pez no caso n = 1. A definigao
geométrica do indice de Conley-Zehnder no caso n = 1 dada em (5.4)
nos permite estender o indice para qualquer ¥ : [0, 1] — Sp(2) cami-
nho continuo satisfazendo ¥(0) = I.

De fato, considere um intervalo fechado J C R tal que |J| < 1/2
e 0JNZ =10, e defina

- 2k se keJ
i) =
2k+1 se JC (k,k+1).

A funcdo fi pode ser estendida ao conjunto de todos os intervalos
fechados de comprimento < 1/2 pela férmula

P — lim 50T — €.
i(J) = lim a(J —e)

O intervalo de rotacao Iy esta sempre bem definido, e pelo Exerci-
cio 5.1.5 sempre tem comprimento < 1/2. Definimos entao o indice
de Conley-Zehnder para um caminho qualquer ¥ : [0,1] — Sp(2)
satisfazendo ¥(0) = I por

pez(¥) = i(ly). (5.5)
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Demonstragao do Lema 5.1.2 no caso n =1. Seja ¥ € Sp*(2). Pri-
meiro consideramos o caso em que os auto-valores {\, \"*} de ¥ nao
estdao no circulo complexo unitdrio. Entdo A,A7! € R\ {1,-1} e
encontramos uma matriz P € Sp(2) tal que

(A 0
\I/—P(O A1)13 .

Para encontrar tal P foi usado que os auto-espacos sao necessaria-
mente wp-ortogonais, como o leitor pode facilmente verificar. Tro-
cando A por A\~! podemos supor |A\| < 1. Fixe uma deformacao
continua P; € Sp(2), t € [0,1], com Py = P e P, = I. Aqui usamos
a conexidade de Sp(2). Se A € (0,1) entao

Lyra—-or 0
Pt<2 (O ) 1 )Pt—l

L+(1-t)A

é deformagao de ¥ até a matriz

(62

por matrizes em Sp(2) \ A(2). Se A € (—1,0) entao

—t+ (1=t 0 _
Pt( -pr ¢ )Pt 1
R Ry

é deformagao de ¥ até a matriz —I por matrizes em Sp(2) \ A(2).

Tratemos agora o caso em que A é complexo unitario. Por hipétese
A =¢?" com 7 € (0,21). Se T # 1/2, ouse T = 1/2 e ¥ ¢
diagonalizavel, entao

w—p(cos 27T  —sin2nT p-1
sin 277 cos2mT

para alguma matriz P € Sp(2). De fato, usando a forma canonica de
Jordan, podemos escrever ¥ como acima onde P € GL(2,R). Tro-
cando P por (det P)~! P obtemos a mesma férmula com P simplética.
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Se P, é deformagao continua como acima entre Py = P e P, = I, de-
formamos ¥ a uma matriz de U(1) diferente de I sem passar por A(2)

via o caminho
cos2nT  —sin 27T _1
A P,

sin277  cos2nT t

o que nos permite deformar o resultado até —I dentro de U(1) sem
passar por A(2). Se 7 = 1/2 e ¥ nao é diagonalizdvel entao

_ -1 a -1
W_P<O _JP

com P € Sp(2) e a € R. Logo

-1 (1-t¢ _
\I,:Pt(o (_1)G>Pt1

deforma ¥ a —I sem passar por A(2), onde P; € Sp(2) é deformagao
continua de P = Py a P, = 1.

A concluséo dos argumentos até aqui é que se det(I — ¥) > 0
entdo ¥ pode ser deformada em Sp(2) até —I sem passar por A(2),
e se det(I — ¥) < 0 entdo ¥ pode ser deformada em Sp(2) até

(62

sem passar por A(2). Isto conclui a primeira afirmacdo do lema.
Considere t € R/Z +— 1 (t) uma curva fechada em Sp*(2), e fixe
u € R? com |u| = 1. Suponha que det(I —(t)) > 0 Vt. O indice de
Maslov #(t) é o grau da aplicagdo ¢ : t € R/Z — (t)u/ b (t)u| € S*.
Se u estivesse na imagem de ¢ entao obteriamos algum t, tal que
Y(te)u = | (te)u|u, de onde concluimos que os auto-valores de 1 (t.)
s@o reais e positivos, uma contradi¢do com det(I — ¥(t.)) > 0. Logo
o grau de ¢ é zero. Mas o indice de Maslov é zero exatamente para
os loops contrateis em Sp(2). O caso em que det(I — ¢ (t)) < 0 Vt é
tratado de maneira analoga. O

Idéia da prova do Lema 5.1.2 no caso geral. Seja ¥ € Sp(2n). Como
¥ ¢é real e conjugada a W', podemos agrupar os auto-valores de

U em 4-uplas A, \,\"1, \~1. Note que estes niimeros poderiam ser
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repetidos, por exemplo, no caso A = 1. Denotaremos A = p se
NOATUAYY = L~ 57t} Associado ao auto-valor A te-
mos o subespago F) que é a soma dos auto-espacos generalizados de
A A At e A7 de modo que A = p = E) = E,. Nao ¢ dificil
mostrar que cada F) é wg-simplético e que A £ pu = E) C Ef; (or-
togonal simplético). O trabalho mais duro se resume a mostrar que
se A € RT entdao ¥|g, se deforma continuamente a —I|g, através de
transformagoes lineares wg-simpléticas de E) preservando a proprie-
dade de nao ter 1 como auto-valor. Para este fim o leitor deve encon-
trar bases simpléticas especiais em E) com respeito as quais ¥|g, se
representa por matrizes simples, de maneira semelhante a construgao
da forma canodnica de Jordan. De maneira similar, se A € RT \ {1}
entdo ¥|g, se deforma, via wy-simplectomorfismos lineares de Ej, a
uma aplicacdo simplética e diagonalizdvel com auto-valores {1/2,2},
com a propriedade de que 1 nao é auto-valor ao longo da deformagao.
Resumindo, sob a hipétese det(¥ — I) # 0, temos uma soma direta
por fatores simpléticos, ¥-invariantes e mutuamente simpleticamente
ortogonais

R"=| P Ex|e| B B|=Vewn
(A, AgRF (A, AeRFA{1}

tal que Uly, se deforma, por transformacgoes simpléticas de Vp, a
—Ily,, e Y|y, se deforma, novamente por transformacoes simpléticas
de Vy, a uma tranformacao linear simplética de V; diagonalizavel
com auto-valores {1/2,2}. Estas deformagoes em cada Vg, V) indu-
zem uma deformacao ¢t € [0,1] — ¥, € Sp(2n), de ¥ = ¥y em
Sp(2n). O ponto crucial é que det(¥, — I') nunca se anula. Sendo k a
multiplicidade do auto-valor 2 da matriz ¥, fica provado que existe
A € Sp(2n) tal que

Ion ok X 0 )
0 21},

Aqui I; denota a matriz identidade j x j. Usamos agora a conexidade
de Sp(2n) para deformar A a I, e concluir que podemos deformar
U & matriz diagonal M, = A~'W;A. O 1ltimo passo é encontrar
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deformacao continua explicita de M) até as matrizes

— I, se k é par
—In_o 0

0 30 se k 6 fmpar
0 2

por matrizes em Sp(2n) \ A(2n). Este tltimo passo nao é dificil. Isto
prova que os abertos descritos no enunciado do lema sao conexos.
Para verificar que curvas fechadas em Sp*(2n) sdo contréteis em
Sp(2n) apelamos para o fato de que o indice de Maslov pode ser
visto como uma espécie de nimero de intersecao de um loop fechado
com A(2n). Em particular, o indice de Maslov se anula para um loop
fechado em Sp*(2n), o que garante que tal loop é contratil em Sp(2n)
em vista do Teorema 4.1.18. O

Orbitas peridédicas

Vamos aplicar estas idéias para estudar a dindmica linearizada de uma
Orbita periddica. Consideremos o caso de contato, o caso simplético
geral é andlogo.

Se A ¢é forma de contato em uma (2n + 1)-variedade M entéo,
como estudado no capitulo 4, temos um campo de Reeb X associado,
implicitamente determinado por (4.30). Denotemos por ¢; o fluxo de
X epor & = ker A a estrutura de contato. O fluxo de Reeb preserva A,
de fato,

d , .
ﬁqﬁz‘)\ =¢;Lx, A= ¢f(dix, AN+ ix,d\) =0.

Logo também preserva d\ e fluxo linearizado d¢; define uma trans-
formacao dA-simplética linear nas fibras de & que cobre ¢;.

Seja z : R — M uma trajetoria fechada de X, e seja T > 0 um
periodo: z(t) = ¢(z(0)), z(t +T) = z(t).

Definicao 5.1.8. Uma orbita periddica de Xy, ou de ¢;, ou de A, €
um par (x,T) como acima. A érbita (x,T) € dita ndo-degenerada se
dor : &|p — &|p ndo tem auto-valor 1, onde p = x(0) = (7).
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O mapa  induz um mapa x : R/Z — M dado por zr(t) = z(T't)
e temos um fibrado simplético ((z7)*€,d\) sobre R/Z. Seja

7 (7)€ = R/Z x R

uma trivializa¢do simplética, que induz, para cada ¢t € R/Z, um sim-
plectomorfismo linear

72 (Elarey, A wrn) = (RP™", wp).
Considere ¥ : [0,1] — Sp(2n) definida por
U(t) =74 0dgs o (19) " .

E claro que ¥(0) = I e que (z,T) é nio-degenerada se, e somente se,
U € ¥*(2n).

Definigao 5.1.9. Se P = (z,T) ¢ nao-degenerada entdo definimos
o indice de Conley-Zehnder do par (P,T) como

poz (P, 1) = poz (V).

Lema 5.1.10. Seja P = (z,T) drbita periddica de X e considere
duas trivializagoes simpléticas 7,7 : (x7)*¢é — R/ZxR*™. Considere
o loop em Sp(2n) dado por ® : t € R/Z — /0o (1:)~" € Sp(2n). Vale
que

poz(P, ') = poz(P,7) 4 2™ (®)

onde pu' denota o indice de Maslov.

Demonstragao. Consquéncia direta do axioma Maslov descrito no
Teorema 5.1.3. O

Observe que no caso n = 1 temos uma receita para definir o indice
de Conley-Zehnder pcz(P,7) mesmo se P for degenerada. De fato,
como discutido na segao anterior, o indice de Conley-Zehnder pode ser
definido pela férmula (5.5) para qualquer caminho ¥ : [0, 1] — Sp(2).
Trivializando o fluxo linearizado como acima, estendemos o indice
para pares (P, 7) quaisquer no caso dim M = 3.
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Observagao 5.1.11. No caso geral n > 1 sempre existem extensoes
do indice para Jrbitas possivelmente degeneradas, veja [16], mas tais
extensoes nao sao unicas. Nossa extensdo no cason =1 goza da pro-
priedade de semi-continuidade inferior no sequinte sentido: quando
sujeito a uma perturbacdo pequena, o indice do fluzo linearizado per-
turbado so pode aumentar.

5.2 Convexidade dinamica

A nogéo de convexidade dinamica foi introduzida por Hofer, Wysocki
e Zehnder em [17] e traduz a possibilidade de obter informagao glo-
bal da dindmica a partir de informacao da dinamica linearizada das
orbitas periédicas de um fluxo de Reeb em dimenséao 3.

Uma maneira pela qual este procedimento pode ser implementado
é obtendo secoes globais. Portanto, comegamos revisando a nogao
classica de secao global para um fluxo.

Definicao 5.2.1. Seja M uma 3-variedade com um campo de veto-
res X. Uma segao global para o fluzo {¢:} de X é uma superficie
compacta mergulhada S C M tal que

e 0S consiste de drbitas periddicas,
e X é transversal a S\ S e
e Vpc M\ OS, ItF — +oco tais que ¢, (p) € S\ 0S.
Quando S for um disco diremos que S € uma se¢ao global tipo-disco.

Se M é 3-variedade, X é campo em M com fluxo {¢:} e S é
secao global entao podemos reduzir a dindmica em M a dinamica da
aplicacao de primeiro retorno

Y:5\05 = S\9S  Y(p) = ¢rp)(p) (5.6)
onde a funcdo é o chamado tempo de primeiro retorno
7(p) = inf{t > 0| ¢:(p) € S\ dS}.

Exercicio 5.2.2. Mostre que 7(p) e (p) dependem diferenciavel-
mente do ponto p € S\ 0S. Dica: use o teorema da fungao implicita
em conjunto com a transversalidade de X a S\ 0S.
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A possibilidade de redugao da dinamica do fluxo de X a dinamica
do mapa de primeiro retorno 1 é de grande valor pois dindmica em
dimensao 2 é territéorio bastante mais explorado do que a dinamica
de fluxos em dimensao 3. Por este motivo, teoremas de existéncia de
secoes globais sao fortissimos.

5.2.1 Niveis convexos

O primeiro exemplo de resultado de existéncia de se¢oes globais é o
notével enunciado abaixo.

Teorema 5.2.3. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja E C R* um
dominio compacto, suave e estritamente convero. Entdao existe uma
secdo global tipo disco para fluro Hamiltoniano em OFE, e este fluxo
possui duas ou infinitas ortbias periddicas.

O teorema acima requer alguns esclarecimentos. U dominio com-
pacto, suave e estritamente convexo é um subconjunto E C R*
que pode ser descrito como E = h~!(1) para uma funcdo suave
h : R*\ {0} — (0,4+0c0) que é convexa, positivamente homogénea
de grau 2 e D?h(z) > 0 para todo 2z € R*\ {0}. Por dindmica Ha-
miltoniana em JF entendemos a dinamica do campo Hamiltoniano
Xnlog associado a qualquer fungao real suave H definida perto de
OF que realiza OF como nivel regular. Aqui R* é dotado de sua
forma simplética canonica wy (4.1). De acordo com o Lema 4.2.10, a
escolha de outra fung@ao com as mesmas propriedades de H nao altera
as trajetérias da dinamica Hamiltoniana em OF.

A prova de que ha duas ou infinitas érbitas periddicas uma vez
que existe a secao global tipo-disco é consequéncia direta do seguinte
importante resultado devido a John Franks.

Teorema 5.2.4. [8, Franks] Um difeomorfismo de (0,1) x R/Z que
preserva uma forma de drea com drea total finita, e que tem um ponto
periddico necessariamente possui infinitos pontos periddicos.

Seja D C JF a secao global tipo-disco, de forma que P = 9D ¢é
orbita periédica. O fluxo do campo Hamiltoniano Xy preserva wq
pois Lx,wo = dix,wo = d(—dH) = 0. Denotando por ¢ : D\ P —
D\ Pert:D\P— Romapa e o tempo de primeiro retorno, e por
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¢ o fluxo de Xy temos
dw|p U= d¢r(p)|p “u+ (dT|P ' U)XH‘P Vp € D\P’ u € TPD

de onde se conclui que ¢ preserva wo|p(p\py.- Aqui foi usado que
ix,wo = —dH se anula em TOE. Pelo mesmo motivo, wy é forma de
drea em D \ P com &rea total finita

A
D\P P

onde A é qualquer primitiva de wy. Segue do teorema da translagao
de Brouwer que 1) possui um ponto fixo p’, que corresponde a uma
6rbita periddica P’ de X distinta de P. O anel A= D\ (PU{p'})
é invariante por 1, e o mapa 9|4 se encaixa nas hipéteses do Teo-
rema 5.2.4. Note que existe correspondéncia biunivoca entre pontos
periddicos de |4 e érbitas periddicas de Xy em OF, de onde segue
a alternativa “duas ou infinitas”.

5.2.2 A definicao de convexidade dinidmica

Discutiremos o caso geral mais a frente, primeiramente consideramos
situacoes particulares.

Estruturas de contato triviais

Seja A uma forma de contato em uma 3-variedade M. A forma bi-
linear d\ torna £ um fibrado simplético sobre M, por definicdo de
forma de contato, veja a secao 4.4.3. Vamos assumir por enquanto,
por simplicidade, que existe uma trivializagao simplética global

T:6— M xR?

isto é, 7 é um difeomorfismo satisfazendo 7(¢,) = {p} x R?, Vp €
M, que induz uma transformacao linear simplética entre os espagos
vetoriais simpléticos

T =Tle, 1+ (&,dNp) = (R?,wy) Vp € M.
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Aqui identificamos {p} x R? com R2. Dada uma 6rbita periédica
P = (z,T) de X, arestri¢do de 7 sobre os pontos de z(R) induz uma
trivilizagao simplética

™ (7)€ = R/Z x R?

dada por 77 = To(Tt) * Sa(Tt) — R2. O indice de Conley-Zehnder
pcz(P,F) serd denotado pcz(P), por simplicidade. A 6rbita P =
(z,T) é dita contratil se o loop t € R/Z +— xp(t) = x(Tt) for contratil
em M. Com estes acordos podemos introduzir a seguinte definicao
devido a Hofer, Wysocki e Zehnder.

Definigao 5.2.5. Uma forma de contato satisfazendo as hipdteses
acima ¢ dinamicamente convexa se pucz(P) > 3 para toda drbita
periodica contratil de Xy .

Quatérnions e a estrutura de contato standard em S3

O exemplo mais simples de estrutura de contato trivial é (S2,¢&p),
onde &y = ker \g e Ag é a forma de Liouville (4.27). Chamaremos
& de estrutura de contato standard em S>. Para esta discussao é
conveniente enxergar S® como o grupo dos quatérnions unitérios.

Fagamos uma rapida revisao. Para nds um quatérnion é uma
matriz complexa 2 x 2 da forma

Q _ 20 21
—Z1 2o

Como espago vetorial complexo podemos identificar o conjunto H
dos quatérnions com C? via Q ~ (29, 21). Além da soma e da multi-
plicagao por um escalar complexo, os quatérnions também tém uma
multiplicacao que toma valores em H dada pela multiplicacao matri-
cial. Denotando por i,j, k € H as matrizes

) () () e

se pode calcular as relagoes familiares

ij=k, jk=1i, ki=j.
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Deste modo identificando

53 ~ {( =0 Zl) tal que |z0]> + |21| = 1} (5.8)

—Z1 20
vemos S® C H. O produto Hermitiano se escreve como
1
(Q.R) = 5tr QR’

e o produto interno Euclidiano é R(Q, R). A norma é |Q| = v/R(Q, Q)
e facilmente se verifica que |QR| = |Q||R|, de onde se conclui que S*
é subgrupo (= SU(2)). A forma de Liouville Ay se escreve

Molg - X = %R triQX* = %?R(iQ,X)
e a forma simplética candnica wy = d\g como
wo(X1, X) = iéﬁ (b X1 X — tr iXaX7).
Dado Q € S? o espaco tangente de S® em Q é
ToS® ={X e H|(Q, X) € iR}
e T'S? pode ser globalmente trivializado pelo referencial global

Q— {iQ,jQ . kQ}.

De fato das relagoes i* = —i, j* = —j e k* = —k encontramos
. 1 . * 1 * ek
(Q,iQ) = St QUIQ)" = St Q"
1. . I RETeT
= —5triQQ" = ~(iQ,Q) = —(@,1Q)

daonde segue que R(Q,iQ) = 0. Analogamente se pode calcular
R(Q,jQ) = R(Q,kQ) = 0. Da férmula para wy calculamos

woliQ.3Q) = TR (1 HQUQ)" — tr HQUQ)")
= iﬂ? (tr QQ™j + tr ijQQ™)

= 1R (i Q@) tr Q") =0
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e analogamente

wo(iQ, kQ) = 0
Estas duas identidades nos mostram que o campo de Reeb é Q — 2iQ).
Afirmamos que &, = span{jQ, kQ@}. De fato,

Mol JQ = 7R 1 IQUQ)" = R QY]
_ —iéﬁ tr QQ*ji = ié)% tr QQ*k
1
= R Q@) = — 1R (Q.kQ) =0.

Para obter k@@ € ker )y as contas sdo andlogas. Para finalmente
concluir que {jQ,kQ} é referencial wy-simplético calculamos

0liQKQ) = R (i HQ(KQ)” ~ tr KQUQ)")

= L(KQP + liQP) = 1.

O fluxo de Reeb é obviamente dado por

2w 2 ei2t 5 ei2t 5
¢t = s | —i2t = —i2t 5
—Z1 20 —e zZ1 € 20

em vista de X, |o = 2iQ. Todas as érbitas sdo periddicas com
periodo 7, e sdo conhecidas como fibras de Hopf.

A titulo de exemplo, calculemos o nimero de auto-enlacamento
(veja Defini¢ao 4.4.24) de uma fibra de Hopf. E claro que todas elas
tém o mesmo numero de auto-enlacamento. Consideremos a fibra

ei2t 0
7(’5) = ( 0 e—m) .

O campo %jﬁ ao longo de ~ se escreve como

1.. 0 e 2t
7= (_em 0 ) = 0.I'(0,t)

onde ‘ _
T(et) = V1 — e2¢i2t ce 12
T —eet2t V1= e2ei2t |-
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Para ¢ > 0 pequeno é fécil calcular o nimero de enlacamento de
T'(e,t) com v(t) (veja [30] para a definigdo): este nimero vale —1 pois
coincide com a variacio angular total de ee=%%t, t € [0, 7]. Resumindo

Lema 5.2.6. Uma fibra de Hopf em (S3,&) tem niimero de auto-
enlacamento igual a —1.

Observacao 5.2.7. E um resutado cldssico de topologia que a classe
de isotopia transversal das fibras de Hopf sao caracterizadas pelo seu
numero de auto-enlagamento.

Secoes globais para fluxos de Reeb em (S3,¢&))

No parédgrafo anterior usamos a linguagem dos quatérnions para mos-
trar que a estrutura de contato standard &y em S® admite trivializacao
simplética global. Qualquer forma de contato A em S induzindo &y
se escreve como A = fAg|rgs, onde f : S% — R\ {0} é suave. A
menos de uma reflexao podemos supor, sem perda de generalidade,
que f > 0.

Teorema 5.2.8. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] A dindmica de Reeb
associada a uma forma de contato fAo|rss dinamicamente convezra
possui uma secao global tipo-disco D. A orbita 0D tem indice de
Conley-Zehnder igual a 3.

Observagao 5.2.9. Seque do Teorema 5.2.4 que, nas condi¢ées do
enunciado acima, o fluro de Reeb tem ou duas ou infinitas orbitas
periddicas.

Como visto na segao 4.4.2, existe uma bijecao entre funcoes suaves
f:8%— (0,4+00) e hipersuperficies S C R* estreladas em relacio a
origem, e dada uma tal f existe um difeomorfismo S — S tal que o
pull-back de Ao|rs é fAo|rss. Denotaremos S por Sy e o chamaremos
de o nivel estrelado associado a f. Logo, as dindmicas Hamiltonianas
nas hipersuperficies em R* estreladas em relacdo & origem sdo exa-
tamente as dinamicas dos fluxos de Reeb de formas de contato em
S2 induzindo sua estrutura de contato standard. O Teorema 5.2.3 é
consequéncia do proximo enunciado.

Teorema 5.2.10. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] Se Sy € estrita-
mente conveza, isto € Sy € bordo de um conjunto estritamente con-
vexo (veja secdo 5.2.1), entdo fAg|lrss € dinamicamente conveza.
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Definigao de convexidade dinamica no caso geral

Seja A uma forma de contato em uma variedade M e seja P = (z,T)
orbita periddica contratil do campo de Reeb X,. Neste caso existe
aplicacao

u:D — M satisfazendo u(e™™) = xp(t)

onde z7 : R/Z — M é definida por xr(t) = 2(Tt). O mapa u serd
chamado de um capping disk para P. Denotando por £ = ker A a
estrutura de contato, o fibrado simplético u*¢ — D é trivial ja que
sua base é contrétil, e u*£|gp se identifica com (z)*¢ naturalmente.

Uma trivializagao simplética ¢ de v*¢ induz naturalmente uma
trivializacdo simplética 7, de (z7)*¢. Nao é dificil provar, usando
as propriedades mais basicas do grau topolédgico, que se ¢ for outra
trivializagao simplética de u*¢ entao 75 e 7, sao homotdpicas. Mais
precisamente, seja p; : R/Z x [0,1] — R/Z a projecao na primeira
coordenada. Entao existe trivializacao simplética

7opi(er)*€ = R/Z x [0,1] x R*"®

satisfazendo T|r/zx {0} = To € T|r/zx{1} = To. Do axioma Homoto-
pia do Teorema 5.1.3 segue que pucz(P,7,) = pcz(P,75), e denota-
remos este inteiro por poz(P,u).

Considere uma outra aplicagdo v’ : D — M tal que u/(
x7(t), e seja o' uma trivializacdo de (u’)*¢. Enxergando S? = D#D,
isto 6 S2 = DUD/ ~ onde um ponto z no bordo de um disco é
identificado com Z no bordo do outro, podemos considerar a aplicagao
uw'#u definida como z — u/(z) no primeiro disco e z — u(Z) no
segundo. Considere o loop ® : R/Z — Sp(2n), ®(t) = (7,1)0 (75); '
O indice de Maslov de ® coincide com a primeira classe de Chern do
fibrado simplético (£,d\) — M calculada em [u'#a]. Logo, se ¢1(€) se
anular em [u’'#4], que sempre serd o caso se u e v’ forem homotdpicos
modulo 9D, concluiremos pcz(P,u) = poz(P,u’). Resumindo

i) - [w'#u] = p"(®) = 0= poz(Pu) = pez(Pu).  (5.9)

Fica provado o seguinte lema.

ei27rt) —

Lema 5.2.11. Se ¢q(€) se anula em wo(M) entdo temos bem definido
um indice de Conley-Zehnder para orbitas periddicas contrdteis P de
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X calculado com respeito a uma trivializagao de (x1)*€ induzida por
um capping disk de P. FEste indice serd denotado por

oz (P, disco).

Definicao 5.2.12. [17, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja \ forma de
contato na 3-variedade M, e seja & = ker A a estutura de contato.
Diremos que \ € dinamicamente conveza se c1(§) se anula em mo (M)

e pez(P,disco) > 3 para toda drbita periddica contrdtil P do fluxo
de Reeb.

5.2.3 Topologia e convexidade dinamica

Para buscar relagoes entre topologia e dinamica podemos nos pergun-
tar até que ponto as propriedades de um fluxo em uma 3-variedade
a caracterizam, a menos de um difeomorfismo. Por exemplo, no caso
bidimensional, a contagem (algébrica) de zeros de campos de veto-
res satisfazendo a propriedade de que todos os zeros sao isolados
caracterizam as superficies, isto é, superficies compactas, conexas e
sem bordo sao determinadas pela sua caracteristica de Euler. Em
dimensao 3 este procedimento nao leva a nada pois a caracteristica
de Euler se anula, de fato, toda 3-variedade compacta, conexa, sem
bordo e orientédvel admite um campo de vetores sem zeros. Veremos
como a convexidade dinamica pode ser usada para caracterizar uma
classe especial de 3-variedades: os espacos lente!.

Na verdade a primeira obstrucgao topoldgica obtida da convexi-
dade dindmica foi o seguinte teorema.

Teorema 5.2.13 (Hofer, Wysocki, Zehnder). Seja A uma forma de
contato em uma 3-variedade compacta e sem bordo M. Entao wa(M)
¢ trivial e € = ker \ € tight?.

Comecemos com um exemplo particular de teorema de caracte-
rizacao.

1Do inglés lens spaces.

2Em dimensdo 3 estruturas de contato sdo tight ou overtwisted. Esta classi-
ficagdo foi introduzida por Eliashberg e joga um papel importantissimo em topo-
logia de contato. Um disco overtwisted em (M, &) é um disco mergulhado D C M
tal que TOD C £ e TpD # &p, Vp € OD. Dizemos que § é overtwisted se admite
um disco overtwisted. Se tal objeto nao existir dizemos que & é tight.
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Teorema 5.2.14. [18, 19, Hryniewicz] Uma 3-variedade de contato
(M, &) compacta, conexa e sem bordo é contactomorfa a (S3,&) se,
e somente se, & = ker \ para uma forma de contato \ dinamicamente
conveza cujo fluro de Reeb admite uma orbita pericdica P que é no
trivial e satisfaz sl(P) = —1.

O enunciado acima é uma caracterizagdo dinamica de (S3,&p).
Sua generalizagdo para espacos lente requer uma definicdo. Aqui
sl(P) é calculado usando um capping disk. Note que sl(P) ndo de-
pende da escolha do capping disk pois o Teorema 5.2.13 diz que 7o (M)
é trivial, veja o Lema 5.2.11.

Definigao 5.2.15. [15, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja M uma 3-
variedade e K C M um né. Dado um inteiro p > 1, dizemos que K
€ p-trivial se existir uma imersao suave u : D — M satisfazendo

e ulp\op : D\ OD — M\ K ¢é mergulho prdprio,
e ulgp : OD — K € um p-recobrimento.
A aplicacao u com estas propriedades € dita um p-disco para K.

Um né 1-trivial é apenas um né-trivial no sentido usual. Por
exemplo, uma fibra de Hopf é 1-trivial, e o vetor velocidade de um
grande circulo de S? é né 2-trivial em T1S2.

Exercicio 5.2.16. Prove que os vetores velocidade de um grande
circulo de S? percorrido uma vez formam um né 2-trivial em T*S2.
Dica: wutilize o recobrimento duplo (5.18) e o fato de que fibras de
Hopf em S3 sdo nds triviais.

Definicao 5.2.17. Sejam p > q > 1 inteiros relativamente primos.
Em 83 = {(z,w) € C? | |2]? + |w|?> = 1} podemos definir uma agdo
livre de Z/pZ em S® gerada pelo difeomorfismo

(z,w) > (e27/Pz, e2™1/Pyy), (5.10)

O espaco de érbitas desta agdo é o espago lente® L(p,q).

3Existem muitas outras maneiras de definir L(p, q).
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A forma Ao (4.27) é invariante pela agao do mapa (5.10) e, por-
tanto, desce a uma 1-forma de contato em L(p,q) denotada por No.
Denotaremos por £iq = ker A\ a estrutura de contato associada, cha-
mada de standard.

Exercicio 5.2.18. Prove que (L(2,1),&4q) € contactomorfo ao fi-
brado unitdrio (F~1,&r) de qualquer métrica Finsler F' em S2.

Teorema 5.2.19. [20, Hryniewicz, Licata, Salomdo] Seja (M,E)
uma 3-variedade de contato compacta, sem bordo e conexa. Sao equi-
valentes:

o (M,&) é contactomorfa e (L(p,q),&sta)-

e ¢ =ker A para alguma forma de contato \ dinamicamente con-
vera cujo fluxo de Reeb admite uma orbita periddica P que é
um no p-trivial, tem numero de auto-enlacamento —p e mono-
dromia —q.

A monodromia é um invariante de nés p-triviais, veja mais deta-

lhes em [20].

5.2.4 Convexidade dinamica e fluxos
geodésicos em S?

Seja M uma n-variedade e
F:TM — [0,+0)

uma métrica Finsler. Ja foi estudado no capitulo 4, veja o Teo-
rema 4.4.10, que a transformada de Legendre T, : TM — T* M asso-
ciada a Lagrangiana L = %FQ pode ser usada para puxar a 1-forma
tautolégica atauy € Q(T* M) para o fibrado tangente, e o resultado é
a forma de Hilbert (3.2): (T%)*taut = Am. A projecdo no ponto base
serd denotada por w: TM — M. Dado v € T'My temos uma decom-
posicao T,TM =V, ®H, onde V,, = ker dr|, e H, é a fibra do fibrado
horizontal. O campo radial C' em V, é de Liouville e Ay = icd\g,
conforme estudado nos capitulos anteriores. A consequéncia é que o
fibrado unitario 7'M = F~1(1) admite a forma de contato Ay cujo



“Finslerl” — 2014/9/10 — 17:10 — page 176 — #184

176 [CAP. 5: DINAMICA SIMPLETICA

campo de Reeb coincide com o spray geodésico S. A estrutura de
contato associada a Ay em T'M serd denotada por

fF = ker)\H.

Também diremos que £F é a estrutura de contato associada a F'. O
fluxo de S serd denotado por ¢2.
Dado v € T' M considere

()" = {w € Tr(uyM | gu(v,w) = 0},
Usando os isomorfismos lineares
i TeyM = Vo e (drly,) ™" TeyM — Hy
podemos definir

W)y =) (@) = (drla,) T (0)),
Lema 5.2.20. Temos decomposicoes

TT'M =RS®&r,  Erlo=(v)y ® (v)y.  (5.11)

Ainda mais, (v)f; e <v>7J; sao distribuicoes Lagrangianas em Ef.

Demonstracio. A decomposicao TT'M = RS®ER vem simplesmente
do fato de que Ay define forma de contato no fibrado unitario, com
campo de Reeb S e estrutura de contato £. De Ay, ¢ = gy(v,dm-C)
segue que Ay se anula em V e, em particular, também em <U>¢ Tome
¢ e (v)i arbitrario. Entao, por definigio, existe w € (11)L tal que
dr - ¢ = w. Logo 0 = g,(v,w) = gy(v,dr-¢) = Ay -¢. Uma
contagem de dimensoes conclui a prova de &p|, = <U>t ® (v)i‘t As
distribuigoes (v)ﬁ e <v>,l{ sao Lagrangianas (em £r) porque V e H
sao Lagrangianas. O

Observagao 5.2.21. A férmula (5.11) para p, a representagdo do
fluzo linearizado dy; dada pelo Teorema 8.4.6 e o fato geral de que
o fluxo de Reeb preserva a forma de contato recuperam, quando com-
binados, o fato bem conhecido de que campos de Jacobi ao longo de
uma geodésica y com condigoes iniciais gy-perpendiculares a <y per-
manecem gs -perpendiculares a 7.
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A partir de agora, a menos dito explicitamente o contrario, M sera
uma superficie orientada. Neste caso para todo v € T M existe tinico
vetor vt € <11>L tal que {v,v'} é base g,-ortonormal positiva de
Ty (vyM. Podemos assim definir um referencial global v — {v, v}
para £p por

vp = iot), vk = (dnlw,) (b, (5.12)

Exercicio 5.2.22. Verifique que {vys,v3;} € ply € base dX g -simplé-
tica.

Exercicio 5.2.23. Seja v(t) uma geodésica de (M, F'). Prove que

s
F(t)* € paralelo, isto €, DZl: =0.

De acordo com o Lema 5.2.20 para cada v € T'*M e ¢ € £pl,
podemos encontrar a,b € R tais que ¢ = avf; + bvq{z. Neste caso,
relembrando o isomorfismo O, : T,TM — Tr(,yM x Tr,yM (3.25),
temos

0, - ¢ = (avt, bwt). (5.13)

Seja v(t) uma geodésica de (M, F') parametrizada por comprimento
de arco. Entdo t — 4(t) é trajetéria do fluxo de Reeb (geodésico)
em TM, 5(t) = ¢7(%(0)). De acordo com o Teorema 3.4.6, dado
¢ € &rls(0) Podemos escrever

D
dsof-cz@;~( ”J,J)

dt

onde J(t) é o tinico campo de Jacobi com condigoes iniciais ©4g)-¢ =
(DJtJ (0), J(0)). Como também sabemos que dy? preserva £, se pode
concluir que J(t) é sempre gs-ortogonal a %(t), e encontramos funcao

real f(t) tal que

D,J
dt

J=fit = = f3(@).

Aqui utilizamos o Exercicio 5.2.23. Resumindo, concluimos que rep-
setando o vetor dy? - € £p|s com respeito ao referencial global (5.12)
obtemos uma curva em R? ~ C dada por

u(t) = (f, f) ~ f +if. (5.14)
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A equagao diferencial satisfeita por f é

D2J .
0:%( r +RV(J),‘VL>

dt?
=gy (JEVLWL) + 95 (RV(J),47)
= [+ K(T,M,4)f.
Equivalentemente, u(t) satisfaz
alt) = iS(t)u(t) (5.15)

onde

sO=(y spy): KO=KTwMi0)

@)

Escrevendo u = pe*® calculamos

e ¢ representa a matriz

s ou o —ina o (Su)u (Su,u)
PR T T e T

onde (-,-) é o produto interno Euclidiano canénico de C. Como S é
diagonal estimamos

6(t) > min{1, K (t)}. (5.16)

Usando o referencial global (5.12) podemos definir o {ndice de
Conley-Zehnder para érbitas peridédicas de gpts em T'M. Estas séo
precisamente curvas t € R/(Z — #(t) onde (t) é geodésica para-
metrizada por comprimento de arco, com comprimento ¢ e satis-
fazendo 4(¢) = #(0). Tais geodésicas serdao ditas fechadas. Note
que y(¢) = v(0) nao é suficiente para v ser fechada, as velocidades
também precisam ser periddicas. Quando (¢) = v(0) mas possivel-
mente §(¢) # 4(0) diremos que «y é um loop geodésico fechado.
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Teorema 5.2.24. [12, Harris, Paternain] Seja F métrica Finsler
em S? com reversibilidade r > 1. Se todas as curvaturas bandeira K

satisfazem
2
( " ) <K<1
r+1

entdo Ay é dinamicamente conveza em T1S?.

Demonstracdo. Ao multiplicarmos uma métrica Finsler por uma cons-
tante ¢ > 0, os comprimentos saem multiplicados por ¢ e as curvatu-
ras bandeira saem multiplicadas por ¢2. Sendo assim, nas hipéteses
do teorema se multiplicarmos F por r(r + 1)~! obtemos uma nova
métrica F satisfazendo que, pelo Lema 3.10.9, o comprimento de
qualquer loop geodésico fechado é > m. Note que uma geodésica ¥
fechada e contratil de F' consiste de pelo menos dois loops fechados
pois, caso contrario, ¥ seria curva simples em S? e o vetor veloci-
dade 245 descreveria o gerador de m1(T'S?, pt) ~ Z/2Z e néo seria
contratil. Sendo assim, tal 4 tem comprimento > 27. As curvaturas
bandeira K de F satisfazem 1 < K < ((r+1)/r)? de onde concluimos,
utilizando a estimativa (5.16), que o intervalo de rotagao I (veja De-
finigao 5.1.4) associado & parametrizacao da dindmica linearizada da
6rbita periddica 44 com respeito ao referencial global (5.12) satisfaz
I C (1,400), isto é, seu indice de Conley-Zehnder é > 3. No entanto,
multiplicar por ¢ define um difeomorfismo entre os fibrados unitarios
de Fede F que conjuga seus fluxos geodésicos a menos de uma re-
parametrizagao constante das érbitas. Logo as geodésicas fechadas e
contrateis de F' também sao érbitas com indice de Conley-Zehnder
> 3, como desejado. O

O elegante teorema acima em conjunto com o Teorema 5.2.8 traz
consquéncias profundas para a dinamica do fluxo geodésico. Estes
desdobramentos vém da relacio entre fluxos geodésicos em S? e fluxos
de Reeb em (S3,&) via um recobrimento duplo $% — T15% bem
conhecido que descreveremos abaixo.

As coordenadas cartesianas em R3 serdo denotadas por (x1, T2, x3)
e denotaremos por gy = Z?Zl dx; ® dr; o produto interno eucli-
diano usual. Veremos $% C H como o subgrupo dos quatérnions
unitdrios (5.8). Enxergamos R?® C H como quatérnions puramente
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imaginarios via a identificacao

1T3 T + 129
—T1 + 129 —1T3

x = (r1,22,23) ~ < > = izz+joi +kao. (5.17)

Seguindo estes acordos, S? é o subconjunto dos quatérnions unitérios
e puramente imagindrios. O fibrado tangente TR? ~ R3? x R? ser4
visto como um conjunto de pares (z,v) onde x é o ponto base, e

T'5% = {(z,v) € R* x R? | go(z,2) = go(v,v) =1, go(,v) = 0}
é o fibrado unitario associado a métrica gy. Consideremos a aplicagao
D:S%—T'S? Q— (Q*jQ, —Q*kQ) (5.18)
onde usamos a identifica¢ao (5.17).
Exercicio 5.2.25. Verifique que D de fato toma valores em T1S?.

Em T1S? temos a 1-forma
Ao = n1dxy + vadzs + v3das (5.19)
e em S3 temos a forma de Liouville \g (4.27).
Lema 5.2.26. Vale a formula
D*X\g = 4). (5.20)

Demonstragao. Denotaremos X = x1 +ixg e V = vy + ivg, e dotare-
mos C? de coordenadas (z,w), de forma que a identificacdo C? ~ H
seja dada por

Calculando obtemos

ST 52 2
x| RW — ZW zZ5t+w
QJQ_(—ZQ—E)Q —zw—i—ZtI))

w2 —iz2  —izw —izZw

~Q'kQ = (

izw+izw  —iz% 4 z‘w2)



“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 181 — #189 Gf

[SEC. 5.2: CONVEXIDADE DINAMICA 181

de onde se conclui que
D*X =2 +w®
D*x3 = i(zw — zw)
D*V =i(w® — 2°)
D*v3 = zw + Zw.
Consequentemente D*dX = dD*X = 2zdz + 2wdw,
D*(VdX) = 2i(|z|*2 — w*2)dz + 2i(z*w — |w|*w)dw
e conjugando temos
D*(VdX) = 2i(w?z — |2|?2)dz + 2i(|w|*w — 2°w)dw

de onde segue que

1 _ _
D*(vldxl + Ugdl‘g) = iD*(VdX + VdX)
=i(|2)%2 — w?2)dz + i(w?z — |2|?2)dz
+ i(Jw|Pw — 22w)dw + i(z*w — |w|*w)dw.
Por outro lado de D*dzs = dD*x3 = i(wdz + zdw — wdz — zdw)
tiramos que
D*(vsdxs) = i(z|w|? + z0?)dZz + i(—2w? — Z|w|?)dz
+ (22w + Z2w)dw + i(—|z|*w — 2*w)dw.
Somando estas duas ultimas férmulas obtemos
D*\o = D*(vidxy + 2odwy + v3drs)
= (iz(|2|* + |w|?) + izw? — izw?)dz
+ (—iz(|2]? + |w]?) + iw’z — izw?)dz
+ (iw(jw|? + |2]?) — iZ%w + i2*w)dw
+ (—iw(jw|? + |2]?) — i2%w + iz?w)dw
=i(zdz — zdz + wdw — wdw)
= 4.
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Lema 5.2.27. Sejam Fy, Fy duas métricas Finsler em uma variedade
M qualquer. Entdo existe um contactomorfismo

¢ (FT(1),6m) = (F5 ' (1),€Ry)- (5.21)

Demonstracdo. Denotemos as transformadas de Legendre associadas
a Iy, Fy por T, Ts, respectivamente, de forma que as co-métricas
duais sao dadas por F} oT; = F;. Defina um difeomorfismo entre
co-fibrados unitarios v : (Ff)~1(1) — (F5)~*(1) por

Y(p) = F;(p)- (5.22)

Entao é ébvio que m oy = 7, onde 7 : T*M — M é a projegao no
ponto base. Logo, dados ¢ € (Fy)7!(1) e ¢ € T,(Ff)~!(1) temos

w*atautlga : C = ata11t|<p/F2*(Lp) . d’l/) . C
1
3 (p)

= di - ¢
F5(p) 4

3 (

1
Tor .\ ataut| : C
F3 (o) ’

ou seja, V*aut = Qtaut/Fy € ¥ é um contactomorfismo. Sabemos
do Teorema 4.4.10 que as transformadas de Legendre sao contacto-
morfismos entre fibrados e co-fibrados unitarios. Definindo

p=Ty ooy
obtemos a conclusao desejada. O

Lema 5.2.28. Seja F qualquer métrica Finsler em S*. Entdo existe
um recobrimento duplo

Dr: 8% — F7(1)
e uma fungdo f: S — (0,+00) suave satisfazendo
Didg = fo

onde Ay € a forma de Hilbert associada a F e Ao € a forma de
Liouville (4.27). Ainda mais, f satisfaz f(—x) = x Vo € S°.
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Demonstragdo. Seja Fy a métrica Finsler “redonda” de S2, isto &,
Fy = v/go(, ) onde go é o produto interno euclidiano de R? (aqui en-
xergamos S? C R? da maneira usual). A forma de Hilbert associada a
Fy é a forma \g dada em (5.19). Pelo lema anterior encontramos con-
tactomorfismo ¢ : F, '(1) — F~1(1) satisfazendo ¢*\g = h)\o, para
alguma h : F; (1) — (0, +00). Aplicando o Lema 5.2.26 concluimos
que (¢ o D)* Ay = D*¢* Ay = 4(h o D)Xg. E Sbvio que f = 4(h o D)
é invariante pela aplicagao antipoda pois D(—xz) = D(x). Tomando
Dp = ¢ o D a prova termina. O

Teorema 5.2.29. [12, Harris, Paternain] Se as curvaturas bandeira
K de uma métrica Finsler F em S? satisfazem

2
( " ) <K<1
r+1

onde r > 1 € a reversibilidade de F, entdo existem ou duas ou infi-
nitas geodésicas fechadas.

Demonstragdo. Consquéncia direta* do Teorema 5.2.24, em conjunto
com o Lema 5.2.28 e com o fortissimo Teorema 5.2.8. O

Vale observar que no teorema acima geodésicas geometricamente
iguais mas percorridas no sentido reverso devem ser contadas como
distintas em vista da possivel falta de reversibilidade. E claro que
nao contamos como diferentes geodésicas que sao iteradas (positivas)
de uma mesma geodésica em comum.

Em dinamica simplética sao muito comuns os resultados de existén-
cia de drbitas periédicas, mas sao poucos os resultados que trazem
informacao sobre o tipo das geodésicas encontradas®. Veremos agora
um exemplo de como a convexidade dinamica pode ser usada para

4A menos de um pequeno detalhe que nio foi mencionado em [12]: a principio
apenas encontramos duas ou infinitas érbitas periédicas do fluxo geodésico levan-
tado para S3. No caso de haver duas érbitas e elas serem simétricas pela aplicagio
antipoda, entdo seriam iguais suas projegoes em F’l(l) e encontrariamos apenas
uma geodésica fechada. No entanto, um resultado de Rademacher [34] impede
que isto ocorra.

5Esta é uma das vantagens dos teoremas 5.2.3 e 5.2.8 sobre outros teoremas
de existéncia da area: os bordos das segOes globais encontradas sao 6rbitas nés
triviais e tém nimero de auto-enlagamento —1.
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estudar qualitativamente as geodésicas fechadas de métricas Finsler
em S? com condicoes de pingamento na curvatura.

Considere o espaco B das imersoes S' — S? sem tangéncias posi-
tivas. Mais precisamente, se v € B e tg,t; € S entdo

to#t1 e y(to) =7(t1) = F(t1) € R 5(to).

Definigao 5.2.30. Diremos que duas curvas em B sdo equivalentes
se podem ser deformadas uma na outra por curvas em B. Um tipo
de né fraco em S? ¢é uma classe de equivaléncia de curvas em B.

Esta definigdo é inspirada na discusséo de [3, capitulo 1] feita para
curvas no plano. Os tipos de né fraco em S? identificam as componen-
tes conexas do complementar da chamada discriminant hypersurface
para uma teoria JT de curvas na 2-esfera. Segundo Arnold, veja [3],
o problema de classificacao de tipos de néds fraco é aparentemente tao
complicado quanto o problema de classificar nés em R3.

Seja F' uma métrica Finsler em S2, de modo que (F~1(1),&F)
é variedade contato, onde {r é o nicleo da forma de Hilbert (3.2)
associada. Toda imersdo v : S' — S? induz uma curva em F~1(1)
dada por ®

, 1 y(t -1
r,:tesS — FGD) e F~(1)
que é transversal a £p

AT = g, (T,4) > 0.
Aqui g, é o produto interno em T7r(v)S2 associado a F por (3.1). Note
que vy € B se, e somente se, I', é mergulho, e se 79,71 € B determi-
nam o mesmo tipo de né fraco entao I'y, e I'y, sdo transversalmente
isotopicas. Logo invariantes do né transversal Iy, determinam invari-
antes do tipo de no fraco de v € B.

Para um dar um exemplo concreto, considere o tipo de né fraco
ks dado pela classe de uma curva em S? que possui apenas um ponto
de auto-intersecao, e esta auto-intersecao é transversal. O leitor deve
perder a ilusao de que curvas que representam kg sao assim simples:
através da criacao de tangéncias negativas é possivel obter curvas
com tipo kg com um numero arbitrariamente alto de auto-intersegoes.
Usando topologia de contato podemos encontrar invariantes de kg,
como explicado no enunciado abaixo.
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Lema 5.2.31. Seja v uma curva que representa kg. Entio v/ F (%)
€ no trivial com numero de auto-enlacamento igual a —1.

Incluimos a demonstragao pois a achamos bastante didatica.

Demonstragdo. Seja go a métrica redonda em S? induzindo a métrica
Finsler Fy = v/go(+,*). Vemos S3 C H como o grupo dos quatérnions
unitdrios munido da forma de Liouville (4.27). O fibrado unitdrio
F; (1) serd denotado por T S2.

Considere aplicagao

: 1 1 0 R
w:D— §3 uReze:< i P >’ =
( ) /71_’_p2 —pe ] 1 14 ]_—R2

Vale que u é mergulho suave, de forma que u(9D) é né-trivial. Além
disso, u(0D) tem nimero de auto-enlagamento —1 pois fazendo p —
400 na férmula acima o né correspondente converge para uma fibra
de Hopf, e ja sabemos, em vista do Lema 5.2.6, que as fibras de Hopf
tém nimero de auto-enlagamento —1. O recobrimento duplo D (5.18)

—w

D: ( Z, 1;) S S3 — ((iCl,CUQ,.’Eg), (’1)1,'(}2,’[]3)) € T152

é dado pelas férmulas

Ty +ize = 22 +w?, a3 =i(Z0 — 2w)

vy + vy = i(w? — 22), 3 = 2w + Zw.
Estas férmulas foram calculadas na demonstragao do Lema 5.2.26.
Como a imagem de u nao contem pontos antipodas, a aplicacao v =
D owu é mergulho D — T!S2?. Denotando por 7 : TS? — S? a
projecdo no ponto base, a curva c(f) = 7 o v(e*? /v/2) representa kg
em vista da férmula

1
c(9) = 5(1 + cos 20, sin 26, 2sin 6).

Como cada 6 — u(Re) é transversal a & = ker g, vale que J(0) =
v(e?) é transversal a £, ; isto decorre do Lema 5.2.26. Considere a
homotopia

(1= s) g +570)
Fo ((1 —8) o sJ(9)>

hs(0) =
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entre ¢/Fy(¢) e J. Esta homotopia estd bem definida pois a condigéo
de J ser transversal é go(¢, J) > 0 e, portanto, implica que o dngulo
entre ¢ e J estd em (—m/2,7/2). Logo a combinagdo convexa na
defini¢ao de hy(6) nunca se anula. Queremos mostrar que hy é uma
isotopia de nés em T1S2, que sé pode deixar de ser verdade se alguma
curva hg tiver auto-intersegoes. Mas todo hg se projeta sobre a mesma
curva ¢, que s6 tem uma auto-intersecao exatamente quando 6 €
{0, 7} no ponto (1,0,0). Logo auto-interse¢oes de hy s6 ocorrem em
0 € {0,7}. Mas ¢(0) e J(0) apontam para o hemisfério norte enquanto
que ¢(m) e J(m) apontam para o hemisfério sul. Fica provado que hy é
isotopia, e que ¢/Fy(¢) é né-trivial com nidmero de auto-enlacamento
—1. Isto prova o lema para a métrica Fyp.

Consideremos F' qualquer. O Lema 5.2.27 nos d4 um contacto-
morfismo ¢ (5.21) que é definido por ¢ = T, * ot o T, onde ¢ é o
contactomorfismo (5.22) e Ty, T sdo as transformadas de Legendre de
Fpy, F respectivamente. Note que ¢, preservam ponto base. Para
cada imersiao v : R/27Z — S? definimos V., W, : R/27Z — F; (1)

por
v ¥
T R() ! F(¥)
Como 7/F (%) é curva positivamente transversal em F~1(1) e ¢ pre-

serva co-orientagoes, a curva W, é positivamente transversal em T152,
isto é

9o(, W) >0 = go(Vy, W) > 0. (5.23)

Considere agora co : R/27Z — S? curva em B com tnico ponto de
auto-intersegdo, o qual ocorre em 6 € {0,7}. Existe homotopia ¢
entre cg e uma certa curva c¢; € B através de curvas em B, tal que
cada ¢, tem tdnico ponto de auto-intersegao (em 6 € {0,7}), onde ¢;
satisfaz ¢1(0) = —¢q(m). A desigualdade (5.23) nos permite definir

(1=7)Ve, () + 7We, (0)

Hr6) = 5 (@ n)ve, 0) + 7, (0))

pois ela implica que denominador na defini¢ao de H, nunca se anula.
Como H.(0) € T, S? 0 — H.() s6 poderia desenvolver auto-
intersegoes para 6§ € {0,7}. Mas isto é impossivel pois V., (0) =
—V¢, (7). Aqui usamos também a desigualdade (5.23). Logo H, é
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isotopia transversal entre V., e W, . Mas V,, é obviamente trans-
versalmente isotépica a V., e esta tltima é né trivial com nimero de
auto-enlagamento —1, como provado na primeira parte da demons-
tragao. Logo o mesmo vale para W,,. Como ¢ é contactomorfismo,
¢1/F(¢1) também é né trivial com nimero de auto-enlagamento —1
em (F~1(1),&r). Logo ¢o/F(¢p) tem as mesmas propriedades. O

Teorema 5.2.32. [22, Hryniewicz, Salomdo]
Sao verdadeiras as afirmacaes.

e Seja F uma métrica Finsler em S? com reversibilidade r. Se
as curvaturas bandeira K satisfazem

2
( " ) <K<1
r+1

entao nenhuma geodésica de F tem tipo ks.

e Para todor > 1 e todo & < (r/(r +1))° existe métrica Finsler
Fs, em S2 com reversibilidade v cujas curvaturas bandeira K
satisfazem § < K < 1, admitindo geodésica fechada com uma
unica auto-intersecdo, que € transversal.

A primeira afirmagao do teorema acima diz que um pingamento
apropriado das curvaturas bandeira exclui geodésicas com tipo kg,
e a segunda afirmacao diz que a primeira afirmagao nao pode ser
melhorada.

Demonstracao da primeira afirmacao. Pelo Teorema 5.2.24 a condi-
¢ao de pingamento das curvaturas acima nos diz que o fluxo de Reeb
em F~1(1) associado & forma de Hilbert, que coincide com o fluxo
geodésico de F', é dinamicamente convexo. Se existisse geodésica fe-
chada  representando kg entdo o Lema 5.2.31 implicaria que %/ F (%)
é 6rbita de Reeb periddica que é né-trivial e tem numero de auto-
enlacamento —1. No entanto, o Teorema 5.2.14 nos diria que F~1(1)
e S% sao difeomorfos, um absurdo. O

A segunda afirmacdo é demonstrada modificando a métrica de
Katok descrita no capitulo 1. Para mais detalhes veja [22].
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5.2.5 Secoes globais para formas
nao-dinamicamente convexas

E interessante perguntar se é possivel encontrar segoes globais tipo-
disco para o fluxo de Reeb associado a uma forma de contato fAg
em S3, onde f : 83 — (0,+00) é funcdo suave, sem a hipdtese de
convexidade dinamica. Em outras palavras, a hipersuperficie Sy as-
sociada a f é bordo de um dominio estrelado qualquer. A resposta
é dada pelo enunciado abaixo, fazendo uma hipoétese de genericidade
razoavel.

Teorema 5.2.33. [23, Hryniewicz, Salomao] Suponha que fAo|rss
é ndao-degenerada. Entdo uma Jrbita periddica P C S° € bordo de
uma se¢ao global tipo-disco se, e somente se, as sequintes condigioes
sao satisfeitas:

e P é nd-trivial e satisfaz sl(P) = —1,
o ,UCZ(P) Z 37

e P estd enlagada nao-trivialmente com todas as orbitas periddicas
P’ satisfazendo pcz(P') = 2.

No enunciado acima dizemos que A é nao-degenerada se todas as
orbitas periddicas do fluxo de Reeb sao nao-degeneradas no sentido
da Definigao 5.1.8. Esta condi¢do é C'*°-genérica para A. O inteiro
sl(P) é o nimero de auto-enlagamento definido na secdo 4.4.3.

5.3 O Teorema de Poincaré-Birkhoff
para fluxos de Reeb

O teorema de Poincaré-Birkhoff tem suas origens nos trabalhos de
Poincaré sobre o problema dos 3 corpos (restrito e planar), e de
Birkhoff no estudo de fluxos geodésicos na esfera S? munida de uma
métrica Riemanniana com curvatura positiva. Em certos niveis de
energia, tais sistemas Hamiltonianos admitem segoes globais do tipo
anel e a dindmica pode ser reduzida a um difeomorfismo de S* x [0, 1],
que preserva area e ¢ homotdpico a identidade. Uma condicao de twist
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desse difeomorfismo nas componentes de bordo S* x {0} e S x {1}
implica a existénca de infinitas érbitas periddicas.

Nesta secao apresentamos uma versao do teorema de Poincaré-
Birkhoff para fluxos de Reeb em S3 e T'S2%, munidos de uma forma
de contato tight. Um par de orbitas periédicas formando um link
de Hopf e satisfazendo uma condigao de nao-ressonéancia, analoga a
condicao de twist, implica a existéncia de infinitas orbitas peridédicas
cujos enlagamentos com o link de Hopf estao bem determinados. Esse
resultado se aplica mesmo quando a dinamica de Reeb nao admite
secoes globais do tipo anel. Em particular, mostramos uma aplicagao
deste teorema para fluxos geodésicos de métricas Finsler em S2.

Para fixarmos notacao e para a facilidade do leitor, recapitula-
mos algumas defini¢oes de invariantes topolégicos e dinamicos vistos
nos capitulos anteriores, que serao necessarios para esta segao. Da
mesma forma, relembramos algumas propriedades bésicas de formas
de contato standard em S e T'S2.

5.3.1 A versao classica
Seja f: S x [0,1] — S* x [0,1] um difeomorfismo com as seguintes
propriedades:
(i) f é homotépico & identidade.
(ii) f preserva a forma de drea dx Ady, onde (x,y) sdo coordenadas
em St x [0,1].

Seja F' : R x [0,1] — R x [0,1] um levantamento de f, via o
recobrimento 7 : (x,y) — (z mod 1,y), ou seja form = wo F. Denote
por 7 a projegdo (x,y) € R x [0,1] — x € R. Os seguintes limites

F*(x,0 F*(x,1
po e lim Mo @O oy e @D g0y
n— o0 n n—o00 n
existem e nao dependem da escolha de x. Denote por I o intervalo
aberto cujos extremos sao pg e p1. No caso em que py = p; entao
I = 0. Denote por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f.

Teorema 5.3.1 (Poincaré-Birkhoff). Nas condi¢des acima vale que

#Fin(f) > 2#(I N 7).
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No caso em que I # ), podemos obter infinitas érbitas periédicas
de f, bastando “iterar” o teorema acima da seguinte forma: dados
q € N* e p € Z* relativamente primos, considere a aplicagao

(x’y) = Fp,q(x’y) = Fq(x’y) - (pa 0)

Aqui denotamos por F¢ a g-ésima iterada de F. Note que Fj 4 ¢
um levantamento de f9. Seja I, 4 o intervalo aberto limitado por
Pp,g.0 € Pp.q.1, definidos como em (5.24), substituindo-se F' por Fj, ,.
Como F}! (x,y) = F"(x,y) — (np,0), obtemos p, 40 = qpo — p e
Pp.q1 = qp1 — p. Concluimos que I, ;, = ¢f — p e, portanto, se g el,
devemos ter 0 € I, 4, 0 que implica I, ; N Z # (). Pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff, f? tem pelo menos dois pontos fixos, que também
correspondem a dois pontos fixos de Fj,,. Um ponto fixo (z*,y*)
de F,, se move horizontalmente por F' com velocidade g, isto é,
Fi(z*,y*) = (z",y") + (p,0). Concluimos que para cada £ € I como
acima, os pontos g-periddicos de f obtidos sao distintos.

Teorema 5.3.2. Para todo ¢ € N*, o ndmero de drbitas periddicas

de f com periodo (primo) igual a q € maior ou igual a

2#{p € Z* :p/q € I e mdc(p,q) = 1}.

5.3.2 Fluxos de Reeb e o link de Hopf

Inicialmente consideramos em S® C R* a forma de contato

1
1
A= 5 > qidpi — pidgilss,

=0

onde (qo, po, q1,p1) sdo coordenadas em R*. Identificamos R* ~ C?
via (qo,Po,q1,P1) =~ (qo + ipo,q1 + ip1) e consideramos também co-
ordenadas polares p;e’¥i = q; +ipj, 7 = 0,1. Sejam & = ker \g a
estrutura de contato e X, o campo de Reeb associado a A\ dado por

1

Z —Pi0q; + 4i0p,) = 204, + 20y, .

=0

Suas érbitas tem periodo 7 e se projetam em

Lr = {pOZrapl =V 177”2} CSg’ Vr € [07”’
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todas orientados por X,, em particular, transversais a £y. Note que
para r # 0,1 cada L, é um toro, enquanto que para Ly e L; s@o
fibras de Hopf. Observe que as aplicacoes ug, u1 : D — S3 dadas em
coordenadas polares Re? € D por

uo(R,0) = (V1 — R?, Re™) e ui(R,0) = (Re?,\/1 — R2),

sao mergulhos tais que u;(0D) = L;, para i = 0, 1. Segue que Lg e L4
sao noés triviais. Para calcularmos os nimeros de auto-enlagamento
sl(Lg) e sl(Lq), consideramos a se¢ao Z; de &y, que nunca se anula,
dada por

Z1 = qlaqo — plapo — quql + poapl. (525)

Note que

. Orug
Nog=(-1 = lim ———
0 ( 70) Rlinl |8Ru0|

¢ um campo em &|r, na direcdo da normal externa a ug(D). Para-
metrizando Lo por t — (0,cost + isint), ¢t € [0,27], e usando que
Z1|1y = p10qg, + q10p,, chegamos a

SI(LQ) = WiIld(Z1|LO,NQ)
wind (¢ + sint + i cost, t € [0, 27])
=—1.

Uma construcdo similar mostra que sl(L;) = —1. Essa propriedade
foi demonstrada no Lema 5.2.6.

Definicao 5.3.3. Chamamos um link L' = Ly UL} C S* de link
de Hopf se L' é transversalmente isotdpico a L := Lo U L1, ou seja,
existe uma isotopia 1 : ST 1St — S3, t € [0,1], satisfazendo

e ¢, é mergulho transversal a & para todo t € [0,1].
o Yo(STUSY) =L ey (StUSH=L".

Observamos que a isotopia 1; pode se estendida a uma isotopia
U, 0 83 — 83 tal que W& = & para todo t € [0,1], veja [9].
Portanto, vamos sempre assumir que o link de Hopf L’ coincide com
L e, nesse caso, dizemos que o link de Hopf estda em posicao normal.
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A segao Zs de &y, dada por
Zy = p10g, + q10py — P00q, — G00p, (5.26)
define, juntamente com 77, uma trivializagao simplética de &,
P& — 5P xR (2,021 +b2s) = (2, (a,b)). (5.27)

Se v : 8! — S%\ L é fechada e continua, entdo sua projecio em
cada um dos planos (go, po) € (¢1,p1) ndo se anula e, portanto, deter-
mina winding numbers windg(7y) e wind; (). Segue que aplicac¢ao

i:m(SP\ L) = Z x7Z: [y] = (windg(y), wind; (7)),

é um isomorfismo. Aqui escrevemos 71 (S% \ L) sem fazer referéncia
a um ponto base. Os inteiros windy(y) e wind; () podem ser vistos
como o numero de enlagamento de v com Ly e L1, ou ainda como o
nimero de intersecgao algébrico de v com ug e uy, respectivamente.
Para isso, devemos considerar a orientacdo de S® induzida por A\gAdAg
e a orientacao em ug induzida pelo bordo Ly, que é orientado por X}, .
O mesmo vale para u;.

Seja A : S? = 83, 2 — —z, a aplicacdo antipoda, e considere a
variedade S := $3/._, onde z ~ A(z), Yz € S3. Denotamos por

D:S%*—= 8

o recobrimento duplo dado pela projecao z — [z2] ~ {z,—z}. Mos-
traremos mais adiante que S é difeomorfo a 7152, onde T*S? denota
o fibrado unitério de S? com respeito & métrica Euclidiana de R3
restrita a S2.

Note que A*\g = Ao e, portanto, \g desce para uma forma de
contato em S, também denotada por Ag. A estrutura de contato e o
campo de Reeb associados a A\g em S também sao denotados por &o
e X),, respectivamente. Os nés Lo e L; recobrem duplamente os nés
simples nao-contréateis lo,l; C S através da projecao D, respectiva-
mente.

Definigao 5.3.4. Um link " = [[jul} C S é chamado de link de Hopf
se l’ € transversalmente isotdpico a l =1y Ul em (S, &).
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Como antes, podemos sempre supor que I’ = [ e, nesse caso,
dizemos que o link de Hopf estd em posigao normal. Uma curva
continua 7 : [0,1] — S\ [ levantada para S®\ L nio se anula quando
projetada em cada um dos planos (o, po) € (¢1,p1). Se v é fechada,
entao seu levantamento ¥ satisfaz ¥(1) = 4(0) ou 4(1) = A(¥(0)) =
—%(0). Desta forma, uma curva fechada v : S' — S\ I determina
‘meio-inteiros’ windy(y), wind;(y) € Z/2. Estes nimeros satisfazem

windg(y) + windy () € Z.

5.3.3 O Numero de rotagao

Considere agora uma forma de contato tight em S3, dada por A =
fXo, onde f € C>(83,(0,00)). Observe que ker A\ = ker \g = &.
Denote por X seu campo de Reeb, determinado por ix,d\ = 0 e
ix,A = 1. Denote por {¢;}ier o fluxo associado a X em S3. Como
Lx, A=1ix,d\+dix, A =0, temos que dy:(&) = &o, Vt.

Seja P = (z,T) uma érbita periédica do fluxo de Reeb de A, ou
seja, z : R — S% é T-periddica e z(t) = ¢;(x(0)), Vt. Denote por
wy(t) Fiwa(t) = (det|z(0)-w), 0 # w € &lg(0), uma solucao do fluxo
linearizado ao longo de P com respeito a trivializacao ® definida em
(5.27). Seja 0(t) um argumento continuo de wy (t)+iws(t). Definimos
o namero de rotagao transversal de P por

p(P) =T lim o) (5.28)

t—oo 2t

E possivel mostrar que p(P) ndo depende de w. Ainda mais, se
2.(t) = z(t + ¢), ¢ € R, é uma reparametrizagdo de P por uma
translacao no dominio, entao p(P) também nao depende de ¢. Vale
ainda
. pez(PY)
P)= lim ————~=
p(P) = i =

onde pcz(P*) é o indice de Conley-Zehnder da k-ésima iterada de
P, com relacao a trivializacao global ®. A férmula acima pode ser
demonstrada usando-se a definigao do indice de Conley-Zehnder para
caminhos de matrizes em Sp(2) discutida na secdo 5.1.
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5.3.4 A versao para fluxos de Reeb

A versao do teorema de Poincaré-Birkhoff para fluxos de Reeb em S3
tight tem como hipdtese a existéncia de um par de érbitas periddicas
formando um link de Hopf L = LglUIL1, de modo que se os niimeros de
rotacao de Ly e L, satisfizerem uma certa condi¢ao de nao-ressonancia,
entao temos a existéncia de infinitas outra érbitas periédicas, caracte-
rizadas por suas classes de homotopia em S3\ L. Uma versdo similar
vale para o fibrado unitario T152.

Seja V := {(x,y) € R2\ {0} : 2 > 0 ou y > 0}. Considere em V
uma ordem definida da seguinte forma: dados (z1,y1), (x2,92) € V,
dizemos que (z1,y1) < (22,y2) se e somente se 0; < 6y onde % =
zj +iy;, 0; € [-3F, 7], j =1,2.

Dizemos que um par de inteiros (p, q) é primo se (p,q) # (0,0) e
nao existe inteiro k > 0 tal que (p/k, ¢/k) € Z x Z.

Teorema 5.3.5 (Hryniewicz, Momin e Saloméao [21]). Assuma que
a forma de contato A\ = flo, f > 0, em S® admite um par de
orbitas periodicas Lo, L1 que sdo componentes de um link de Hopf,
em posicao normal sem perda de generalidade. Defina os numeros

Teais Mo, N1 por
i = p(Lz) - 1, 1= O7 1, (529)

onde p(L;) é o nimero de rotagdo transversal de L;, i = 0,1. Suponha
que o par de inteiros (p,q) € V seja primo. Se

(90, 1) < (]L q) < (1,91) ou (1,91) < (]L q) < (90, 1), (530)

entdo existe uma drbita periddica simples v, , C S\ (Lo U L1) tal
que
windy(Yp,q) = p € windi (Vp,q) = ¢-

O resultado para fluxos de Reeb em S ¢ similar

Teorema 5.3.6. [21, Hryniewicz, Momin e Salomao] Assuma que a
forma de contato X = fXo, f > 0, em S admite um par de érbitas
periddicas l;, i = 1,2, que sdo componentes de um link de Hopf, em
posicao normal sem perda de generalidade. Defina os nimeros reais

Mo, T por
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Lo

Figura 5.1: Uma érbita enlagada 1 vez com Ly e 7 vezes com L.
onde p(l;) € o nimero de rotagdo transversal de l;, i = 0,1. Suponha
que o par de inteiros (p,q) € V seja primo. Se

(Lim) <q) <(mo,1)  ou  (m,1) <(p,q) <(1,m), (5.32)

entdo vale uma das alternativas:

(i) Se p+ q € par, entdo X\ admite uma orbita periddica simples
Yp.qg C S\ 1, ndo-contrdtil em S, satisfazendo

windy(Yp.q) = p/2, windy(Vp.q) = q/2. (5.33)

(i) Se p+ q € impar, entao A admite uma orbita periddica simples
Yp.g C S\ 1, contrdtil em S, satisfazendo

windy(Yp.q) =p, windi(Vpq) = q. (5.34)

5.3.5 O fibrado unitario de S?

Seja go a métrica Euclideana em R? e seja
T1S2 = {(1‘71)) € Rd X RS ‘ gO('T7I) = go(’U,’U) = 17 go(x,v) = O}a

o fibrado untario de S? com respeito a gy e com projecio no ponto
base 7 : T1S%? — S?, 7(x,v) = z. A aplicacio

D, : 8% 2L 1162,
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definida por

. R(Z+23)  S( - 2)

[ ZO } o SR+ 22 —R(EZE -2 | = o], (5.35)
! & 22:02:1) §R(2Z021)

—~

é um recobrimento duplo tal que Dy o A = D1, onde A é a aplicacdo
antipoda. Estamos usando coordenadas complexas z = (2¢,21) =
(qo + ipo,q1 + ip1) € C? ~ R* com |2]?> + [21]? = 1, 2 € S? e
v € T,52. Fica entdo estabelecido um difeomorfismo 1 : S —T18?
induzido pelo diagrama

53 (5.36)

s
3 Yo=DioD !

T!S?

Exercicio 5.3.7. Mostre que Dy : S — T1S? € de fato um recobri-
mento duplo.

Lembre que 7'5? admite uma forma de contato Ay dada por
Xolv - ¢ = go(v,dm - ¢), V¢ € T,T'S?. Denote por & = ker g e
X3, @ estrutura de contato e o campo de Reeb associados a Ao, Tes-
pectivamente. O fluxo de & = X5 oz é o fluxo geodésico de go. Todas

as érbitas sdo fechadas e se projetam em circulos méximos de S2. E
possivel verificar que 1i\g = 4)\¢ (veja o Lema 5.2.26), e portanto 1o
mapeia 6rbitas de Ao em érbitas de Ao, apds reparametrizé-las com
fator 1/4 no tempo.

Seja I = Iy LIy o link de Hopf em S definido como na Secéo 5.3.2.
E imediato verificar usando (5.35) que ¥y (lp) é uma geodésica fechada
que percorre o circulo méximo

{(z1,29,23) €R® : 2] + a5 =1, 23 = 0}

no sentido anti-hordrio no plano (x1,z2). Da mesma forma, ¥o(l1)
é o mesmo circulo méximo, porém percorrido no sentido horério.
Denotamos essas duas geodésicas fechadas por lp e I; e chamamos o
par | =l Ul de link de Hopf em T'S2.

Seja F': T'S? — [0, 00) uma métrica Finsler qualquer e considere
F~1(1) Cc T5? o fibrado unitério de F. Sabemos que o fluxo geodésico
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restrito a F~!(1) coincide com o fluxo de Reeb associado a forma de
Hilbert A\f restrita a F~1(1). Além disso, A\f; = L%Aaut, onde de-
notamos por Ly : TS?\ 0 — T*S?\ 0 a transformada de Legendre
associada a F. Aqui denotamos por T.S? \ 0 e T%S? \ 0 os fibrados
tangente e cotangente de S? com a secdo nula removida, respectiva-
mente. Denote por L, a transformada de Legendre associada & me-
trica Finsler Fy = 1/go(+, ). Denote por F* = FoLl;1 eFy = ]*ﬂ()OL;ﬂO1
as co-métricas associadas e seja Rp : (F7)~1(1) — (F*)~1(1) o dife-
omorfismo dado por v — v/F*(v). O exercicio abaixo estd resolvido
na demonstragao do Lema 5.2.27.

Exercicio 5.3.8. Mostre que Rp € um contactomorfismo, ou seja,

(Rr)« (ker Ataut‘(Fo*)*l(l)) = ker )‘taut|(F*)*1(1)~
Concluimos que as aplicagoes

—1
LFO

Fh(n) =% (Rp) 1 (1) 25 ()1 (1) 2 P (1)

so contactomorfismos e, portanto, encontramos f : Fy- L1) = (0,00)
suave tal que ¥*AE = f)g, onde

U:=L;'oRpolLp,. (5.37)

Definindo-se f = 1 f, temos que o fluxo geodésico de F em F71(1)
corresponde ao fluxo de Reeb da forma de contato fAg em S. Temos
entao a seguinte proposicao.

Proposicao 5.3.9. O fluzo geodésico de uma métrica Finsler em 5:2
€ conjugado ao fluzo de Reeb de uma forma de contato A = fAg em S.

Observe que a conjugacao mencionada no enunciado acima ¢ dada
por um contactomorfismo mapeando [ em .
5.3.6 (p,q)-satélites

Sejam g uma métrica Riemanniana em S?, T > 0 e v : R/TZ — S?
um mergulho com g(%,%) = 1. Seja n : R/TZ — T'S? um campo
de vetores continuo e nao-nulo ao longo de v e normal a 4. Dados



“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 198 — #206

198 [CAP. 5: DINAMICA SIMPLETICA

inteiros p, ¢, relativamente primos, definimos a curva a : R/TZ — S?
por
ac(t) = exp.y gy (esin(2mpt /T)n(gt)),

onde € > 0 é pequeno e exp denota a aplicacao exponencial associ-
ada a g.

Definigao 5.3.10. Dizemos que uma imersiao 7 : R/Z — S% é um
(p, q)-satélite de v se 7 é homotopicamente equivalente a « por cur-
vas imersas tais que durante a homotopia as curvas nao admitem
auto-tangéncias e nem tangéncias com .

Observacgao 5.3.11. Note que a definicao de um (p, q)-satélite de v
ndo depende de g.

Seja v : R — S? uma geodésica fechada com perfodo minimo
T > 0. Seja y : R — R uma solugdo nao-trivial de

onde K é a curvatura Gaussiana de g. Seja 6(t) um argumento
continuo de g(t) + iy(t). O numero de rotacdo inverso de v é de-
finido por
ot
p(v) =T lim o) (5.38)

t—oo 27t

Este niimero nao depende de y e §. Lembramos que o fluxo geodésico
linearizado ao longo de v num referencial apropriado é regido pela

equacio
(8)-(1 ) ()
e, portanto, (3(t) = —K(v(t))C2(t). Isso implica que, neste caso, o

nimero de rotagao inverso coincide com o nimero de rotacao trans-
versal, definido anteriomente para fluxos de Reeb em geral.

Teorema 5.3.12 (Angenent). Seja g uma métrica Riemanniana su-
ave em S% e v : R — 5% uma geodésica fechada simples com periodo
minimo T > 0. Sejam p,q inteiros relativamente primos e p(7y) o
nimero de rotagdo inverso de vy definido como em (5.38). Suponha
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que p/q € (p(v), 1) U(1, p(7)). Entdo g admite uma geodésica fechada
Yp.g que € um (p,q)-satélite de v. A geodésica 7y, 4 intersecta v em
2p pontos e se auto-intersecta em p(q — 1) pontos.

Considere agora uma métrica Finsler F' em S? e seja v uma
geodésica fechada e simples com periodo minimo 7" > 0. Podemos
definir o nimero de rotagdo inverso de y analogamente ao caso Rie-
manniano substituindo-se a curvatura Gaussiana K (v(t)) pela curva-
tura bandeira K (T, 52, 7(t)) =: K(¥(t)), ou seja, consideramos um
argumento continuo () de y(t) + iy(t), onde §(t) = =K (%(¢))y(t) e
definimos p(y) usando o limite (5.38).

Definigao 5.3.13. Dizemos que v € uma geodésica fechada, simples
e reversivel se a curva fechada y(—t), que percorre y(t) no sentido
oposto, € uma reparametrizac¢do (positiva) de uma outra geodésica
fechada e simples ~,-(t) e, além disso, p(v.) = p(v). Denotaremos
por 1, o link ¥ U+, C F~Y(1), onde normalizamos as velocidades
para ficarem unitdrias.

O seguinte resultado é uma generalizacdo do Teorema 5.3.12.

Teorema 5.3.14 (Hryniewicz, Momin e Saloméo [21]). Seja F uma
métrica Finsler em S? que admite uma geodésica fechada, simples e
reversivel v com F(¥(t)) = 1,Vt. Seja p > 0 seu nidmero de rotac¢ao
inverso. Sejam p,q € Z \ {0} inteiros relativamente primos. Se
p/q € (p,1) U (1,p) entdo existe uma geodésica fechada 7pq, com
F(¥p.q) = 1, tal que %, 4 € homotdpica em F~1(1)\ I, ao vetor velo-
cidade normalizado de um (p, q)-satélite de .

A demonstragado do Teorema 5.3.14 segue do Teorema 5.3.6 e do
seguinte lema topoldgico.

Lema 5.3.15. Seja v uma geodésica fechada simples de F' em S? de
periodo minimo T > 0. Sem perda de generalidade, assumimos que y
coincide com o equador {x? + x5 = 1,23 = 0} percorrido no sentido
anti-hordrio no plano (x1,x2). Sejam p, ¢ relativamente primos e vy 4
um (p, q)-satélite de v com F (¥, 4) = 1. Seja

Cp,q = 1[’0_1 o ‘Ijil('.Yp,q) cS

onde thy : S — T1'S? e W : T1S? — F~1(1) sio definidas em (5.36) e
(5.37), respectivamente.
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e Se g >0 entao
windo(cp.q) = |pl —a/2,
windy (¢pq) = q/2.
e Se g <0 entao
windo(¢p.q) = 4/2,
wind (¢p,q) = |p| — q/2.
Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

F = \/go(-,-) (¥ =1d), T = 27 e ¥(t) = (cost,sint,0). Seja
n(t) = (0,0,1) o campo ao longo de ~, normal a 7. Seja

s(e,t) = ae(t) = exp. (esin(tp/q)n(t)), t € [0,2mq].

Podemos encontrar coordenadas (wy,ws2) € R/27Z % (—a,a), a > 0
pequeno, numa vizinhanca de v C 52, tais que

s(e,t) = (wi (e, t), wale, t)) = (¢, esin(pt/q)).
Logo
(Orwr (e, 1), Opwa(e, t)) = (1,ep/qcos(pt/q))
(Oerwi (€, 1), Ocrwa(e, t)) = (0,p/qcos(pt/q)).
Considere coordenadas naturais (w,ws,y1,%2) de T'S? associadas a
(w1, w2). Em € = 0, temos entdo
(0:5(0,t), 0c5(0,t))
= (0,sin(pt/q), 0, p/qcos(pt/q))
= sin(pt/q)Ow, + p/qcos(pt/q)0y, .

Podemos assumir que as coordenadas (w1, wsy) foram escolhidas de
modo que

’H|(%7) = Span{@wl,awz} e V|(%w = Span{ayl,ayz}.

Entdo o vetor n normal a 4 corresponde a Oy2 e iy(0y2) = Oy2.
Portanto, a curva fechada

(2 Fnay) < 70
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é homotépica a curva
0(67 t) = EXp(’y(t),V(t))GS(t) S F‘_l(l)7 (539)
onde
S(t) = sin(pt/q)ny (t) + p/qcos(pt/q)nv(t), (5.40)
Exp é uma aplicagao exponencial em F~1(1), ny = iy(n) € H(~,5)

e ny = iy(n) € V(,,5). Usando o difeomorfismo 1y : S — F(1),
temos 1, ' 0 y(t) se levanta para S® na curva

C(t) = (QO(t)ap0(t)aql(t)vpl(t)) = (070,COS %’Sin%)v

e se ¢ > 0 entao, para € > 0 pequeno, a curva

(o0 76

se levanta a uma curva préxima a ((t), ¢ € [0, 2mq]. Isso implica que
windi (¢p,q) = q/2. As segdes Z1|¢, Za|c definidas em (5.25) e (5.26),
correspondem a iy (n),ix(n), a menos de uma constante, e, portanto,
usando (5.40), em relacdo a base {Z1, Z2} temos

wind((651).S(t), ¢ € [0, 27q]) = |pl

Agora observe que Z1(((t)) = cos £y, — sind,,. Portanto, em
relac@o & base {9y,, Oy, |, temos

wind((5 ). S(0), ¢ € [0,2mq]) = |p| - ¢/2.

Isso implica que

windo(cp,q) = |p| — /2.

O caso g < 0 é analogo e a curva

(o i)

€ > 0 pequeno, se levanta a uma curva préxima a

t — (cost/2,sint/2,0,0), t € [0, 2mq].

Nesse caso windg(cp,q) = ¢/2 e windi (¢, q) = |p| — ¢/2. O
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Demonstra¢ao do Teorema 5.3.14. Pela Proposicao 5.3.9, podemos
considerar o fluxo geodésico em F~1(1) como o fluxo de Reeb de
uma forma de contato A = f\g em S. Mais ainda, podemos também
assumir que I, = v U, coincide com o link de Hopf I =y LU, C S,
onde v, é a geodésica ~ percorrida no sentido oposto.

Pela reversibilidade da geodésica, podemos assumir que ¢ > O.
Isso implica p > 0. Se g é impar, sejap’ =2p—qe ¢ =q. Se q é par
sejap’ =p—q/2 e q = q/2. Como p e g sdo relativamente primos,
temos que p’ e ¢’ também o sdo. Se p > 1, entao

/
1<Pepa® 0 P 5, |
q q q
Logo (2p—1,1) < (p',¢") < (1,1) < (1,2p—1). Aplicando o Teorema
5.3.6 para o par (p',q’), encontramos uma drbita periédica ¢, , tal
que windg(cpq) = p — q/2 e windi(cp4) = ¢/2. Sabemos que ¢, 4
corresponde a uma geodésica fechada que, pelo Lema 5.3.15, estd na
mesma classe de homotopia do vetor velocidade de um (p, g)-satélite
de v. Se 0 < p < 1, entao

2 —
p<lciaop 1<c279_P
q q

o que implica que (1,2p — 1) < (1,1) < (p',¢') < (2p — 1,1). Nova-
mente, aplicando o Teorema 5.3.6 para o par (p’,¢’'), encontramos a
geodésica procurada vy 4. O
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