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4.3.5 Prinćıpios variacionais . . . . . . . . . . . . . . 116
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Prefácio

Pode-se dizer que o que se conhece hoje por Geometria Finsler tem
suas origens nos trabalhos de B. Riemann a partir de 1854, porém
seu nome se deve ao matemático alemão Paul Finsler (1894-1970),
que estudou diversos fundamentos dessa geometria em cálculo das
variações, publicando sua tese em 1918. Variedades Finsler generali-
zam variedades Riemannianas onde a norma de uma forma quadrática
positiva definida é substitúıda por uma norma com propriedades mais
fracas, a chamada norma de Minkowski. Modelos dinâmicos descri-
tos pela Geometria Finsler aparecem naturalmente em diversas áreas
como mecânica clássica, ótica geométrica, mecânica quântica etc. A
partir de Finsler, diversos matemáticos tiveram importância central
para o desenvolvimento desta teoria no século XX, como L. Berwald,
E. Cartan, S-S. Chern e outros.

Nestas notas fazemos uma breve introdução à Geometria Fins-
ler e estudamos alguns aspectos dinâmicos de seus fluxos geodésicos.
Em particular, descrevemos algumas aplicações da teoria moderna de
dinâmica simplética ao estudo dos fluxos geodésicos.

No caṕıtulo 1 apresentamos alguns exemplos clássicos de métricas
Finsler, e descrevemos o prinćıpio variacional que determina o fluxo
geodésico. O exemplo de Katok em S2 possui apenas duas geodési-
cas fechadas e mostra como a dinâmica do fluxo geodésisco no caso
Finsler pode diferir do caso Riemanniano. No caṕıtulo 2, estudamos
estruturas geométricas associadas a métricas Finsler como conexões
e curvaturas. Nossa abordagem é totalmente intŕınseca e segue o for-
malismo de J. Grifone. A curvatura bandeira, que generaliza a cur-
vatura seccional em geometria Riemanniana, tem papel central para
o entendimento dos campos de Jacobi, ou mais precisamente, para

v



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page vi — #6 i
i

i
i

i
i

vi PREFÁCIO

o estudo do fluxo geodésico linearizado. No caṕıtulo 3, adaptamos
para o caso Finsler os fundamentos da teoria de Morse clássica para
geodésicas de métricas Riemannianas. Aqui o leitor deve estar atento
para algumas diferenças sutis entre os casos Riemanniano e Finsleri-
ano relacionadas com a falta de reversibilidade. No caṕıtulo 4, faze-
mos uma rápida introdução aos conceitos mais básicos em geometria
simplética e de contato, e exploramos algumas conexões com a geome-
tria Finsler. Finalmente, no caṕıtulo 5 estudamos o fluxo geodésico
do ponto de vista da dinâmica simplética. Várias aplicações são apre-
sentadas, destacando um teorema de Poincaré-Birkhoff para fluxos de
Reeb em S3.

Algumas referências foram fundamentais para a elaboração deste
texto: os livros de S-S.Chern e Z. Shen [6], de Z. Shen [36] e de V. I.
Arnold [2], os artigos de J.Grifone [10, 11] e o artigo de J. Szilasi [37].

Esta é uma versão revisada daquela publicada pelo IMPA pelo
XXIX Colóquio Brasileiro de Matemática, realizado em 2013. Agra-
decemos Diego Sandoval Salazar pela leitura cuidadosa dos caṕıtulos 1
e 2, e pela sugestão de diversas pequenas correções e melhoramentos.
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Caṕıtulo 1

Métricas Finsler

Métricas Finsler são generalizações naturais de normas Rieman-
nianas onde a norma de um produto interno positivo-definido é subs-
titúıda por uma norma de Minkowski. Vários fenômenos dinâmicos,
que podem ser modelados pelo fluxo geodésico de uma métrica Fins-
ler, não são contemplados pelo caso Riemanniano. Uma caracteŕıstica
peculiar é a não-reversibilidade do fluxo geodésico. Como consequên-
cia, a questão da existência e multiplicidade de geodésicas fechadas
pode ser bastante distinta do caso Riemanniano. Neste caṕıtulo,
apresentamos alguns exemplos de métricas Finsler bastante conheci-
das na literatura.

1.1 Métricas

Seja M um conjunto qualquer.

Definição 1.1.1. Dizemos que d : M ×M → [0,+∞) é uma métrica
em M se

(i) d(p, q) = 0⇔ p = q,∀p, q ∈M.

(ii) d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q),∀p, q, r ∈M.

Se d ainda satisfizer

(iii) d(p, q) = d(q, p),∀p, q ∈M ,

1



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 2 — #10 i
i

i
i

i
i

2 [CAP. 1: MÉTRICAS FINSLER

então dizemos que d é reverśıvel. Caso contrário, dizemos que d é
não-reverśıvel.

Exerćıcio 1.1.2. Seja V um espaço vetorial munido de um produto
interno positivo definido 〈 , 〉. Mostre que d(p, q) :=

√
〈p− q, p− q〉

é uma métrica reverśıvel em V .

1.1.1 A métrica Funk

Em [36], encontramos o seguinte exemplo. Seja Ω ⊂ R2 um aberto
limitado e convexo cujo bordo topológico ∂Ω é a imagem de uma curva
suave fechada simples com curvatura não-nula. Dados p 6= q ∈ Ω,
seja zpq a intersecção de ∂Ω com a semi-reta por p que passa em q.
Definimos

dF (p, q) := ln
|zpq − p|
|zpq − q|

≥ 0.

Definimos também dF (p, p) = 0,∀p ∈ Ω.

Figura 1.1: A métrica Funk em Ω.

Exerćıcio 1.1.3. Mostre que dF satisfaz a desigualdade triangular.

É sempre posśıvel encontrar p 6= q tais que d(p, q) 6= d(q, p), veja
Figura 1.1. Portanto, dF é uma métrica não-reverśıvel em Ω, cha-
mada de métrica Funk em Ω.
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[SEC. 1.2: ESPAÇOS DE MINKOWSKI 3

1.2 Espaços de Minkowski

Seja V um espaço linear real de dimensão finita.

Definição 1.2.1. Dizemos que a função cont́ınua F : V → [0,+∞)
é uma norma de Minkowski em V se

(i) F é C∞ em V \ {0}.

(ii) F (λy) = λF (y),∀y ∈ V, λ ≥ 0. Diz-se que F é positivamente
homogênea de grau 1.

(iii) ∀y ∈ V \ {0}, a forma bilinear simétrica

gy(u, v) :=
1

2

∂2

∂s∂t
F 2(y + su+ tv)|s=t=0 (1.1)

é positiva-definida. Diz-se que F 2 é estritamente convexa.

O par (V, F ) é chamado de espaço de Minkowski.

Em coordenadas y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ' V , usamos a notação

gij(y) := gy(∂yi , ∂yj ) =
1

2
∂2
yiyjF

2(y).

Exemplo 1.2.2. Um produto interno positivo definido 〈 , 〉 em V
induz uma norma de Minkowski F (y) :=

√
〈y, y〉.

Exemplo 1.2.3. Considere a métrica Funk vista na seção anterior.
Vamos construir uma norma de Minkowski em cada espaço tangente
TpΩ. Dados p ∈ Ω e y ∈ TpΩ ' R2, nada mais natural do que
definirmos a norma de y por

‖y‖F = lim
ε→0+

dF (p, p+ εy)

ε

= lim
ε→0+

−1

2

ln |zpy − (p+ εy)|2 − ln |zpy − p|2

ε

= −1

2
d(ln(〈zpy − x, zpy − x〉))p · y

=
〈y, zpy − p〉
|zpy − p|2

=
|y|

|zpy − p|
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4 [CAP. 1: MÉTRICAS FINSLER

onde zpy é a intersecção da semi-reta por p que passa em p+εy, ε > 0,
com o bordo ∂Ω. Note que zpy não depende de ε > 0. Segue que para
todo p ∈ Ω, o conjunto

Sp := {y ∈ TpΩ ' R2 : ‖y‖F = 1}

coincide geometricamente com ∂Ω.

Teorema 1.2.4 (Euler). Seja h : Rn \ {0} → R uma função su-
ave e positivamente homogênea de grau α ≥ 0, ou seja, h(λy) =
λαh(y),∀y ∈ Rn \ {0}, λ > 0. Então

hyi(y)yi = αh(y), ∀y 6= 0. (1.2)

Demonstração. Basta derivar a igualdade h(λy) = λαh(y) em rela-
ção a λ e fazer λ = 1.

Usamos sempre a notação de Einstein. Por exemplo, em (1.2),
está subentendida a soma em i.

Exerćıcio 1.2.5. Seja h como no Teorema de Euler, onde α > 1.
Definindo-se h(0) = 0, mostre que h é de classe Ck em 0 e h′(0) =
. . . = h(k)(0) = 0 para todo inteiro 0 ≤ k < α.

Como F 2 é homogênea de grau 2, ∂yiF
2 é homogênea de grau 1.

Usando o Teorema de Euler, obtemos

gijy
j =

1

2
(∂2
yiyjF

2)yj

=
1

2
(∂2
yjyiF

2)yj

=
1

2
(∂yj (∂yiF

2))yj

=
1

2
∂yiF

2.

(1.3)

Concluimos que

gy(y, v) =
1

2
dF 2(y) · v. (1.4)

Exerćıcio 1.2.6. Use a homogeneidade de F para mostrar que

gy(y, y) = F 2(y),∀y ∈ V. (1.5)
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[SEC. 1.2: ESPAÇOS DE MINKOWSKI 5

Exerćıcio 1.2.7. Mostre que gij é positivamente homogênea de grau
0, ou seja gij(λy) = gij(y), ∀y 6= 0, λ > 0. Conclua que se F é
uma norma de Minkowski em V e F 2 é C2, então F 2 é uma forma
quadrática, ou seja,

F 2 = gijy
iyj ,

onde gij não depende de y e, portanto, F 2 é C∞.

Exerćıcio 1.2.8. Mostre que

(i) F (y + v) ≤ F (y) + F (v),∀y, v ∈ V . Segue que d definida por
d(p, q) := F (p− q),∀p, q ∈ V, é uma métrica em V .

(ii) Vale a seguinte desigualdade de Cauchy-Schwarz:

gy(y, v) ≤ F (y)F (v) ∀y, v ∈ V.

Exerćıcio 1.2.9. Seja F : R2 → [0,+∞) dada por

F (y1, y2) := {y4
1 + 3cy2

1y
2
2 + y4

2}1/4.

Mostre que F é uma norma de Minkowski em R2 se e somente se
0 < c < 2.

Chamamos o conjunto S := F−1(1) ⊂ V ' Rn de indicatriz de F .
Pela definição de F , S deve ser uma hipersuperf́ıcie suave difeomorfa
a Sn−1 ⊂ Rn e estritamente convexa, ou seja, todo hiperplano Hp

tangente a S num ponto p ∈ S é um hiperplano suporte singular com
contato de ordem 1 com S. Isso quer dizer que Hp ∩ S = {p} e para
toda curva α(t), t ∈ (−ε, ε) → S, satisfazendo α(0) = p e α′(0) 6= 0,
temos que α′′(0) 6∈ Hp−p. Mais ainda, denotando por N : S → Sn−1

a aplicação de Gauss dada pela normal exterior unitária a S, temos
que N é um difeomorfismo. O leitor está convidado a verificar todas
estas afirmações, veja mais detalhes em § 4.3.6.

Seja S ↪→ V uma hipersuperf́ıcie suave estritamente convexa, di-
feomorfa à esfera Sn−1 e tal que a origem 0 ∈ V esteja contida na
parte limitada de V \ S. Então S induz uma norma de Minkowski F
em V , definindo-se F (0) = 0 e F (x) = c > 0 se e somente se x

c ∈ S.

Exerćıcio 1.2.10. Mostre que F assim definida é uma norma de
Minkowski em V .
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6 [CAP. 1: MÉTRICAS FINSLER

Dado y ∈ V \ {0}, seja Sy = F−1(F (y)). Então Sy = F (y)S e
note que, por (1.4),

TySy = {w ∈ V : gy(y, w) = 0}.

Como Sy é uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa e as funções gij
são homogêneas de grau zero, temos que a aplicação

L : V \ {0} → V ∗ \ {0}
y 7→ gy(y, ·),

(1.6)

é um difeomorfismo, que pode ser estendido a um homeomorfismo
V ' V ∗ definindo-se L(0) = 0. Acima, denotamos por V ∗ o espaço
dual de V .

Exerćıcio 1.2.11. Mostre esta última afirmação.

1.2.1 Normas do tipo Randers

Seja A = (aij) ∈ Rn×n uma matriz simétrica e positiva definida, e
seja β : Rn → R um funcional linear. Seja {ei} a base canônica de
Rn de forma que β(y) =

∑n
i=1 βiy

i para únicos βi, para todo vetor
y =

∑n
i=1 y

iei ∈ Rn. Seja F : Rn → R dada por

F (y) =
√
aijyiyj + β(y).

Denotemos a norma de β com respeito à matriz A por

‖β‖A = sup

{
β(y) :

√
aijyiyj = 1

}
.

Exerćıcio 1.2.12. Mostre que F é norma de Minkowski em V se
e somente se ‖β‖A < 1. Nesse caso, F é chamada de norma de
Minkowski do tipo Randers.

1.3 Métricas Finsler

Definição 1.3.1. Seja M uma variedade diferenciável. Chamamos
uma função cont́ınua

F : TM → [0,+∞)

de métrica Finsler em M se F satisfaz
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(i) F é C∞ em TM0, o fibrado tangente com a seção nula remo-
vida.

(ii) F (λv) = λF (v),∀v = (x, y) ∈ TM, λ > 0, onde estamos deno-
tando λv = (x, λy).

(iii) A forma bi-linear simétrica gv : TxM ×TxM → R, definida por

gv(u,w) :=
1

2

∂2

∂t∂s
F 2(x, y + su+ tw)|s=t=0, ∀u,w ∈ TxM,

é positiva-definida ∀v = (x, y) ∈ TM0.

O par (M,F ) é chamado de variedade Finsler.

Note que se F é uma métrica Finsler em M , então F |TxM é uma
norma de Minkowski em TxM,∀x ∈M .

Definição 1.3.2. A reversibilidade de F é definida por

r := sup
{
F (−v) | v ∈ F−1(1)

}
.

Dizemos que uma métrica Finsler é reverśıvel se r = 1, ou seja, se
F (v) = F (−v), ∀v ∈ TM .

Exerćıcio 1.3.3. Mostre que sempre vale r ≥ 1.

Definição 1.3.4. O conjunto T 1
FM := {v ∈ TM | F (v) = 1} é

chamado de fibrado unitário da métrica Finsler F .

Exerćıcio 1.3.5. Mostre que T 1
FM é uma hipersuperf́ıcie regular de

TM0 e que, para todo x ∈ M , T 1
FM ∩ TxM é uma hipersuperf́ıcie

estritamente convexa Sx ⊂ TxM contendo a origem no interior da
componente limitada de seu complementar.

Veremos a seguir alguns exemplos de métricas Finsler.

1.3.1 Métricas Riemannianas

O exemplo mais simples de métrica Finsler é a norma de uma métrica
Riemannniana g numa variedade M . Nesse caso, F (v) :=

√
g(v, v) é

uma métrica Finsler reverśıvel.
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8 [CAP. 1: MÉTRICAS FINSLER

1.3.2 Métricas Finsler do tipo Randers

Seja g uma métrica Riemanniana em M e β uma 1-forma em M .
Denote por ‖β‖g = sup{β(v) | g(v, v) = 1, v ∈ TM}.

Exerćıcio 1.3.6. Mostre que F (v) :=
√
g(v, v)+β(v) é uma métrica

Finsler em M se e somente se ‖β‖g < 1.

Definição 1.3.7. Uma métrica Finsler como no Exerćıcio 1.3.6 é
chamada de métrica Finsler do tipo Randers. Usamos também a
notação (M, g, β) para a variedade Finsler (M,F ).

Denote por X (M) o espaço dos campos de vetores em M e seja
ζ ∈ X (M) o único campo de vetores em M satisfazendo β = g(ζ, ·).

Exerćıcio 1.3.8. Mostre que a reversibilidade da métrica Finsler do
tipo Randers (M, g, β) é dada por

r = sup
x∈M

1 + ‖ζ(x)‖g
1− ‖ζ(x)‖g

.

1.3.3 Métricas Finsler do tipo Zermelo

Sejam h uma métrica Riemanniana e W ∈ X (M). Suponha que

sup{‖W (x)‖h : x ∈M} < 1.

Para todo x ∈M , seja Sx := {y ∈ TxM : h(y, y) = 1}. Então

S̄x := Sx +W (x), x ∈M,

induz uma métrica Finsler F em M definindo-se F (S̄x) = 1,∀x ∈M ,
ou seja, a indicatriz de F em TxM coincide com S̄x para todo x ∈M .
Chamamos a tripla (M,h,W ) de dados de navegação de Zermelo.

Um fato interessante é que o conjunto de métricas Finsler do tipo
Randers coincide com as do tipo Zermelo. No entanto, as métricas
Riemannianas associadas não coincidem.

Sejam (M,h,W ) os dados de navegação de Zermelo induzindo
uma métrica Finsler F em M . Em coordenadas tangentes naturais

p '(x1, . . . , xn),
n∑
i=1

yi∂xi |p '(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
(1.7)
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[SEC. 1.3: MÉTRICAS FINSLER 9

temos hij = h(∂xi , ∂xj ) e W = W j∂xj . A correspondência entre
Zermelo (M,h,W ) e Randers (M, g, β) é a seguinte: a métrica Ri-
emanniana g = gijdx

i ⊗ dxj e a 1-forma β = βidx
i em M são da-

das por gij = 1
λ (hij + 1

λWiWj) e βi = −Wi

λ , onde Wi = hijW
j e

λ = 1− h(W,W ).

Exerćıcio 1.3.9. Deduza as fórmulas acima para gij e βi.

O campo de vetores W pode ser interpretado como um ‘vento’ que
interfere no fluxo geodésico original de g contribuindo ora a favor,
ora contra o movimento. Por exemplo, o movimento de um navio
na esfera terrestre é influenciado pelo vento e sua velocidade é maior
quando viaja a favor do vento e é menor quando viaja contra o vento.
Mais adiante discutiremos o exemplo de Katok onde ficará mais claro
o papel do campo W .

1.3.4 Métricas Finsler do tipo (α, β)

Sejam (M,α) uma variedade Riemanniana e β uma 1-forma em M .
Denote por ‖y‖α =

√
αx(y, y) a norma de y ∈ TxM , para todo

x ∈M .
Assuma que

‖βx‖α := sup {βx(y) | ‖y‖α = 1} < ε, (1.8)

para algum ε > 0 e seja φ := (−ε, ε) → (0,∞), uma função suave
satisfazendo

φ(s)− sφ′(s) + (b2 − s2)φ′′(s) > 0,

para todo |s| ≤ b < ε. Seja

F (x, y) := φ

(
βx(y)

‖y‖α

)
‖y‖α,∀(x, y) ∈ TM0. (1.9)

Proposição 1.3.10. A função F : TM → [0,∞) definida em (1.9)
determina uma métrica Finsler em M , chamada de métrica Finsler
do tipo (α, β).

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em [6].

Exerćıcio 1.3.11. Fixe φ(s) = s+ 1 e ε = 1, e assuma que ‖βx‖α <
1, ∀x ∈ M . Mostre que a métrica (α, β) coincide com a métrica
Randers associada a α e β.
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1.4 Geodésicas - Um prinćıpio variacional

Sejam F : TM → [0,+∞) uma métrica Finsler em M , E = 1
2F

2 e

γ : [a, b]→M

uma curva que é C∞ por partes com relação à partição

P = {a = t0 < t1 < . . . < tN = b},

isto é, γ é cont́ınua e γ|[ti,ti+1] é C∞ ∀i = 0, . . . , N − 1. Assuma
também que γ satisfaz F (γ, γ̇) = 1.

Consideramos variações de γ que respeitam a partição P e mantêm
os extremos fixos, ou seja, funções cont́ınuas

H : (−ε, ε)× [a, b]→M

satisfazendo

(i) H é C∞ em (−ε, ε)× [ti−1, ti], ∀i = 1, . . . , N .

(ii) γ(t) = H(0, t), H(u, a) = γ(a) e H(u, b) = γ(b), ∀t, u.

Denote por

V :=
∂H

∂u
(0, ·)

o campo “variação infinitesimal” induzido por H, e por γu := H(u, ·).
Seja

`(u) :=

∫ b

a

F (γu, γ̇u)dt =
N∑
i=1

∫ ti

ti−1

F (γu, γ̇u)dt

o comprimento da curva γu. Podemos assumir, por simplicidade,
que cada (−ε, ε) × [ti−1, ti] é mapeado por H no domı́nio de um
sistemas de coordenadas (x1, . . . , xn), e fazemos a análise do termo
correspondente em coordenadas tangentes naturais

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
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dadas em (1.7). Como dE = FdF e Eyk = gkjy
j , temos

`′(0) =

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
ExkV

k + Eyk V̇
k
)
dt

=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
Exk − Ėyk

)
V kdt+ EykV

k|titi−1

=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
Exk − Eykxj γ̇j − Eykyj γ̈j

)
V kdt+ gjkγ̇

jV k|titi−1

= −
N∑
i=1

∫ ti

ti−1

gjk(γ̈j + 2Gj(γ, γ̇))V kdt+ gjkγ̇
jV k|titi−1

= −
∫ b

a

gγ̇(W,V )dt

+

N−1∑
i=1

(gγ̇(t−i )(γ̇(t−i ), V (ti))− gγ̇(t+i )(γ̇(t+i ), V (ti))),

onde γ = γj∂xj , W = W j∂xj = (γ̈j + 2Gj(γ, γ̇))∂xj com

Gj(x, y) =
1

2
gjl(Exkyly

k − Exl)

=
1

4
gjl(2∂xkgrl − ∂xlgrk)yryk

(1.10)

e (gjl) = (gjl)
−1. Na última igualdade usamos (1.3) e (1.4). Temos

que `′(0) = 0 para todo campo variação V que se anula nos extremos
se e somente se

γ̈j + 2Gj(γ, γ̇) = 0, ∀j = 1, . . . , n (1.11)

γ̇(t−i ) = γ̇(t+i ), ∀i = 1, . . . , k − 1. (1.12)

A igualdade (1.12) decorre do homeomorfismo (1.6). Segue que γ é
de classe C1. Por (1.11), obtemos que γ é C∞.
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Definimos o campo geodésico S em TM dado em coordenadas
naturais por

S(x, y) = yj∂xj − 2Gj(x, y)∂yj , (1.13)

onde Gj é definido em (1.10). Embora não seja evidente neste mo-
mento, tal campo fica bem definido globalmente, independentemente
do sistema de coordenadas. Isso ficará claro no Caṕıtulo 2, onde S
será definido intrinsecamente. Segue que S é C1 em TM e é C∞ em
TM0, veja o Exerćıcio 1.4.2.

Definição 1.4.1. Uma curva γ : [a, b]→M da forma γ(t) = π(Γ(t)),
onde π : TM →M é a projeção no ponto base e t 7→ Γ(t) é trajetória
do campo S é chamada de geodésica.

A forma do campo S implica que Γ = (γ, γ̇), como o leitor facil-
mente verificará.

Os argumentos acima nos mostram que uma curva suave por par-
tes γ satisfazendo F (γ, γ̇) ≡ 1 é geodésica se, e somente se, `′(0) = 0
para toda variação de γ. Na verdade, como o comprimento é invari-
ante por reparametrizações, as mesmas conclusões são obtidas apenas
assumindo que a velocidade de γ nunca se anula.

O fluxo de ż = S ◦z em TM0 é chamado de fluxo geodésico e suas
soluções se projetam em M nas geodésicas, por definição.

Exerćıcio 1.4.2. Mostre que as funções Gj são positivamente ho-
mogêneas de grau 2 em y. Conclua que S se estende a um campo de
classe C1 em TM .

Definição 1.4.3. Uma métrica Finsler é chamada de métrica de
Berwald se Gi(x, y) é quadrática em y para todo x ∈M , ou seja,

Gi(x, y) =
1

2
Gijk(x)yjyk,∀(x, y) ∈ TM0.

Exerćıcio 1.4.4. Mostre que métricas Riemannianas são de Ber-
wald.

Nem toda métrica de Berwald é Riemanniana.
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1.5 Outros exemplos de métricas Finsler

1.5.1 A métrica de Katok: apenas 2 geodésicas
fechadas em S2

Considere a esfera unitária S2 ⊂ R3 com a métrica h induzida pela
métrica Euclidiana em R3. Em S2, considere o vento

W := ε∂θ = ε(−y∂x + x∂y), |ε| < 1,

onde (x, y, z) são coordenadas em R3 e (r, θ) são as coordenadas pola-
res (x, y) = (r cos θ, r sin θ). Seja F a métrica Finsler em S2 associada
aos dados de navegação de Zermelo (S2, h,W ).

As geodésicas de h são curvas em S2 que percorrem os grandes
ćırculos com velocidade constante. Assumimos que esta velocidade
seja igual a 1.

Para descrevermos uma geodésica da métrica Finsler F , considere
o fluxo em S2 associado ao campo de vetores W . Em coordenadas
(x, y, z), temos x(t)

y(t)
z(t)

 =

 cos εt − sin εt 0
sin εt cos εt 0

0 0 1

 x(0)
y(0)
z(0)

 .

Dados p0 ∈ S2 e v0 ∈ S̄p0 := {W (p0) + v : h(v, v) = 1}, é posśıvel
mostrar que a geodésica γ(t) de F com as condições inicias (p0, v0) é
dada por

γ(t) = ψt(γ0(t)), (1.14)

onde γ0(t) é a geodésica de h com condições iniciais p0 ∈ S2 e
v0 − W (p0) ∈ Tp0S

2. Note que as geodésicas de F são, portanto,
as geodésicas de h ‘arrastadas’ pelo vento W .

Existem 2 geodésicas de F que percorrem o equador {z = 0}∩S2

em sentidos opostos e com peŕıodos distintos (a geodésica que per-
corre o equador no mesmo sentido do vento tem peŕıodo menor do
que a que percorre o equador no sentido oposto ao vento). Segue
também de (1.14) que todas as outras geodésicas intersectam o equa-
dor infinitas vezes. A variação angular ∆θ entre dois cruzamentos
consecutivos de uma geodésica com o equador é igual a

∆θ = π + επ.
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14 [CAP. 1: MÉTRICAS FINSLER

Concluimos que se ε é racional, todas as geodésicas são fechadas. Se
ε é irracional, apenas as duas geodésicas que percorrem o equador
são fechadas. Este fato mostra um contraste com fluxos geodésicos
de métricas Riemannianas em S2. Estes últimos admitem sempre
infinitas geodésicas fechadas.

1.5.2 As métricas de Shen: a lagoa e o tanque de
peixes

Considere o disco unitário D := {x = (x1, x2) ∈ R2 : |x| < 1} munido
da métrica Euclidiana g. O vento em D é dado pelo campo de vetores

W := −x2∂x1 + x1∂x2 . (1.15)

Os dados de navegação de Zermelo (D, g,W ) determinam a métrica
Finsler F em D dada por

F (x, y) =

√
(−x2y1 + x1y2)2 + |y|2(1− |x|2)

1− |x|2
− x2y1 − x1y2

1− |x|2
,

onde x ∈ D, y =
∑
yi∂xi e |·| denota a norma Euclidiana em R2. Essa

é a chamada lagoa de peixes de Shen. Um peixe partindo da origem e
que deseja atingir a comida localizada no bordo ∂D no menor tempo
posśıvel deve percorrer uma geodésica, que é uma espiral. Suponha
um polvo percorrendo essa espiral e deixando um rastro de tinta por
onde passa. Se o rastro de tinta continuar a se mover com o vento,
então o rastro será sempre um segmento de reta que gira junto com
o movimento do polvo.

Considerando T := D × [0, 1] ⊂ R3 com a métrica Euclidiana g e
o mesmo vento (1.15), obtemos uma métrica Finsler em T com dados
de navegação de Zermelo (T, g,W ). É o chamado tanque de peixes
de Shen. Similarmente um peixe que sai de (0, 0, 0) e deseja atingir
os mosquitos em algum ponto (x, y, 1) no menor tempo posśıvel, deve
percorrer uma geodésica, que se projeta em D numa espiral.

Assim como no exemplo de Katok, as geodésicas de ambos os mo-
delos acima correspondem às geodésicas de g arrastadas pelo ventoW .
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1.5.3 A métrica de Matsumoto: inclinação da
montanha

Considere f : Ω ⊂ R2 → R uma função suave e seja S ⊂ R3 o gráfico
de f . A métrica Riemanniana em Ω induzida por S ↪→ R3 é dada
por

h = (1+f2
x1)dx1⊗dx1+fx1fx2(dx1⊗dx2+dx2⊗dx1)+(1+f2

x2)dx2⊗dx2,

onde (x1, x2) são coordenadas em R2.
Considere agora uma pessoa caminhando na superf́ıcie S sob o

efeito da força da gravidade −k∂x3 , onde k > 0 é alguma constante e
(x1, x2, x3) são coordenadas de R3. Para cada ponto p ∈ S, considere
o plano tangente πp a S no ponto p. Se não houvesse a influência da
gravidade então a indicatriz em πp seria dada pelo ćırculo unitário
centrado em p, que corresponde aos pontos alcançados a partir de p
em tempo 1 (em termos infinitesimais). A força da gravidade em p se
projeta em πp ao longo de sua normal num vetor gp ∈ πp cuja norma
Euclidiana é dada por

k sinα = k

√
f2
x1 + f2

x2

1 + f2
x1 + f2

x2

,

onde α é o ângulo entre πp e o plano x1x2. Seja θ o ângulo que
um vetor v ∈ πp faz com gp, com orientação dada pela normal su-
perior a S. Se no ponto p ∈ S a pessoa caminha no sentido de θ,
então a força da gravidade contribui para seu movimento naquele
sentido com uma aceleração de k sinα cos θ. A componente da força
da gravidade na direção perpendicular ao movimento é anulada pelo
atrito entre a pessoa e a superf́ıcie. Dessa forma considera-se que
a quantidade percorrida em tempo 1 (em termos infinitesimais) seja
de 1 + 1

2k sinα cos θ. Em coordenadas polares em πp, obtemos desta
forma uma nova indicatriz em πp dada por

r = 1 + c cos θ, (1.16)

onde c = 1
2k sinα. Note que a curva (1.16), chamada de limaçon,

é estritamente convexa se e somente |c| < 1/2. Nessas condições,
obtemos uma métrica Finsler em S que por sua vez induz uma métrica
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Finsler em Ω. Supondo k = 2, obtemos uma restrição na inclinação
da superf́ıcie S dada por

f2
x1 + f2

x2 <
1

3
.

As geodésicas dessa métrica Finsler não tem uma relação simples com
as geodésicas da métrica Riemanniana h. Veja mais detalhes em [28].

Figura 1.2: As curvas limaçon r = 1 + c cos θ, com c = 0.45 (estri-
tamente convexo) e c = 0.65 (não estritamente convexo), respectiva-
mente.
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Caṕıtulo 2

Conexões e Curvaturas

Neste caṕıtulo apresentamos as principais estruturas geométricas as-
sociadas a uma métrica Finsler. Inicialmente estudamos conexões de
Grifone e suas diversas propriedades como tensão, torção e curvatura.
Apresentamos uma conexão de Grifone canonicamente associada a
um spray, em particular a uma métrica Finsler. Feito isso, defini-
mos as chamadas conexões de Finsler, que são conexões no fibrado
bi-tangente, sendo as mais conhecidas as conexões de Berwald, Car-
tan, Chern-Rund e Hashiguchi. Finalmente, discutimos a curvatura
de Riemann e a curvatura bandeira, importantes para o estudo de
fluxos geodésicos.

Todas as construções a seguir são feitas de forma intŕınseca. No
entanto, apresentamos também suas representações em coordenadas,
pois estas muitas vezes facilitam as demonstrações. Para mais deta-
lhes sobre estes tópicos, veja [7, 10, 11, 36, 37].

2.1 Distribuições horizontais e a conexão
de Grifone

Seja M uma n-variedade diferenciável. Os fibrados tangente e cotan-
gente

πTM : TM →M,

πT∗M : T ∗M →M,

17



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 18 — #26 i
i

i
i

i
i

18 [CAP. 2: CONEXÕES E CURVATURAS

são exemplos de fibrados vetoriais sobre M com postos iguais a n. O
fibrado bi-tangente πTTM : TTM → TM admite naturalmente um
subfibrado V → TM , chamado de distribuição vertical, definido por

V = ker(dπTM : TTM → TM).

Definição 2.1.1. Um subfibrado H ⊂ TTM é chamado de distri-
buição horizontal se

TTM = V ⊕H. (2.1)

Os postos de V e de uma distribuição horizontal H são iguais a
n. Denotamos por

v : TTM → V,
h : TTM → H,

as projeções induzidas pela decomposição (2.1), ou seja, v|V = I|V ,
v|H = 0, h|H = I|H e h|V = 0.

Figura 2.1: TTM = V ⊕H

Definição 2.1.2. Uma conexão de Grifone em M é uma aplicação
de fibrado Γ : TTM → TTM sobre a identidade tal que Γ2 = I e
ker(Γ + I) = V.

Observação 2.1.3. Uma conexão de Grifone Γ em M determina
uma distribuição horizontal H := ker(Γ − I). Reciprocamente, uma
distribuição horizontal H determina uma conexão de Grifone Γ decla-
rando-se Γ|H = I|H e Γ|V = −I|V .

Por hora, não temos uma escolha canônica para a distribuição ho-
rizontal H e apenas assumimos sua existência. Veremos mais adiante
que estruturas adicionais em M induzem uma tal escolha.
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Para cada w = (x, y) ∈ TM , temos o isomorfismo canônico

iV : TxM → Vw : u 7→ d

dt
(x, y + ut)|t=0.

A distribuição vertical V admite uma seção natural C ∈ Γ(V) dada
por

C(w) = iV(y),∀w = (x, y) ∈ TM.

A aplicação
J : TTM → V, ζ 7→ iV ◦ dπ(ζ) (2.2)

é chamada de endomorfismo vertical, ou também de estrutura quase
tangente. É imediato que ImJ = kerJ = V e, portanto, J 2 = 0.

Exerćıcio 2.1.4. Mostre que se Γ é uma conexão de Grifone, então
JΓ = J e ΓJ = −J .

Definição 2.1.5. Uma k-forma L ∈ Ωk(TM, TTM) em TM com
valores em TTM é chamada de semi-básica se

(i) J ◦ L = 0, ou seja, L assume valores verticais.

(ii) Se Xi é vertical para algum i, então L(X1, . . . , Xk) = 0.

Exerćıcio 2.1.6. Mostre que o tensor J ∈ Ω1(TM, TTM) é semi-
básico.

Observe que a projeção πTM induz um isomorfismo canônico

iH := (dπ|Hw)−1 : Tπ(w)M → Hw,∀w ∈ TM.

A projeção h : TTM → H satisfaz h(ζ) = iH ◦ dπ(ζ) e é chamada de
endomorfismo horizontal. É imediato que hJ = 0 e J h = J .

Sejam (x1, . . . , xn) coordenadas locais no aberto U ⊂M e

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

coordenadas naturais tangentes em TU . Então

Vw = span{∂yi , i = 1, . . . , n},∀w = (x, y) ∈ TU,

e existem funções Γik : TU → R, i, k ∈ {1, . . . , n}, tais que

Hw =span{δxi , i = 1, . . . , n}, onde δxi := ∂xi − Γki (w)∂yk . (2.3)
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Em (2.3), estamos usando a convenção de Einstein para a soma. Os
coeficientes Γki são também chamados de coeficientes da conexão de
Grifone Γ associada a H. Temos então que

v(ai∂yi + bi∂xi) = (ai + Γikb
k)∂yi ,

h(ai∂yi + bi∂xi) = biδxi = bi(∂xi − Γki ∂yk),

iV(ai∂xi) = ai∂yi ,

iH(ai∂xi) = aiδxi = ai(∂xi − Γki ∂yk),

C(x, y) = yi∂yi .

Seja
δyi := dyi + Γijdx

j (2.4)

e note que {dxi, δyi} é a base dual de {δxi , ∂yi}.
Definição 2.1.7. Seja X ∈ X (M) um campo de vetores em M .
Então a seção Xv ∈ Γ(V) dada por Xv(x, y) = iV(X(x)) ∈ V(x,y) é
chamada de levantamento vertical de X. O levantamento horizontal
Xh de X é definido de forma similar. Sejam φt o fluxo em M de
X e ψt(x, y) := (φt(x), dφt(x)(y)) o fluxo linearizado em TM asso-
ciado a φt. Então ψt determina um campo de vetores Xc ∈ X (TM),
chamado de levantamento completo de X.

Exerćıcio 2.1.8. Dado X ∈ X (M), mostre que JXc = Xv e que
[C,Xv] = −Xv, onde [·, ·] denota o colchete de Lie em TM . Dica:
use coordenadas.

Observação 2.1.9. Em coordenadas locais (x1, . . . , xn) de uma va-
riedade, dados campos de vetores locais X = Xi∂xi , Y = Y i∂xi , con-
vencionamos que

[X,Y ] = (Xj∂xjY
i − Y j∂xjXi)∂xi .

Associados a uma distribuição horizontal H (ou à uma conexão
de Grifone, equivalentemente) temos intrinsecamente diversos outros
objetos.

Definição 2.1.10. τH := [h,C] ∈ Ω1(TM,V) é chamada de tensão
de H. Aqui, [h,C] denota o colchete de Frölicher-Nijenhuis entre h
e C, definido da seguinte forma: dado X ∈ X (TM), então

[h,C](X) = [hX,C]− h[X,C], (2.5)
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onde os últimos [·, ·]’s denotam o colchete de Lie usual. Quando τH ≡
0, dizemos que a distribuição horizontal H é homogênea.

Exerćıcio 2.1.11. Verifique que τH está bem definida. Dica: use
h + v = I e a seguinte propriedade do colchete de Lie: se f, g ∈
C∞(TM), X, Y ∈ X (TM), então

[fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Exerćıcio 2.1.12. Mostre que τH é semi-básico. Dica: note que a
distribuição vertical V = span{∂yi} é integrável, ou seja [Y1, Y2] ∈
Γ(V),∀Y1, Y2 ∈ Γ(V).

Exerćıcio 2.1.13. Mostre que τH ≡ 0 se e somente se, em coorde-
nadas naturais, as funções Γki (x, y), definidas em (2.3), são positiva-
mente homogêneas de grau 1 em y.

Definição 2.1.14. tH := [J , h] ∈ Ω2(TM,V) é chamada de torção
fraca de H. Novamente, [J , h] é o colchete de Frölicher-Nijenhuis
entre J e h, e é definido da seguinte forma: dado X,Y ∈ X (TM),
então

[J , h] (X,Y ) =[JX,hY ] + [hX,J Y ] + J ◦ h[X,Y ]

+ h ◦ J [X,Y ]− J [X,hY ]− J [hX, Y ]

− h[X,J Y ]− h[JX,Y ].

(2.6)

Exerćıcio 2.1.15. Mostre que tH é semi-básico. Conclua que

tH(X,Y ) = v[hX,J Y ] + v[JX,hY ]− J [hX, hY ]. (2.7)

Veja a demonstração do Teorema 2.3.4 para uma expressão da
torção fraca em coordenadas.

Definição 2.1.16. RH := − 1
2 [h, h] ∈ Ω2(TM,V) é chamada de

forma de curvatura de H. Aqui, [h, h] é definido como em (2.6)
substituindo-se J por h. Nesse caso, como h2 = h, temos

1

2
[h, h] (X,Y ) =[hX, hY ] + h[X,Y ]

− h[X,hY ]− h[hX, Y ],
(2.8)

∀X,Y ∈ X (TM).
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Exerćıcio 2.1.17. Mostre que RH é semi-básico. Conclua que

RH(X,Y ) = −v[hX, hY ].

Exerćıcio 2.1.18. Mostre que em coordenadas naturais temos

RH(δxi , δxj ) = −[δxi , δxj ] = (δxiΓ
m
j − δxjΓmi )∂ym ,

onde δxiΓ
m
j = ∂xiΓ

m
j − Γki ∂ykΓmj .

Exerćıcio 2.1.19. Mostre que [J , C] = J e [J ,J ] = 0, onde os
colchetes de Frölicher-Nijenhuis são definidos como em (2.5) e (2.6),
respectivamente. Dica: use coordenadas.

Definição 2.1.20. Definimos F : TTM → TTM,F2 = −I, a estru-
tura quase-complexa em TM determinada por Fh = −J e FJ = h.

Exerćıcio 2.1.21. Mostre que JF = v, Fv = hF e que, em coor-
denadas naturais, temos

Fδxi = −∂yi e F∂yi = δxi .

2.2 Sprays

Nesta seção vemos que sprays determinam uma conexão de Grifone
cuja distribuição horizontal é livre de tensão e de torção.

Seja TM0 = {(x, y) ∈ TM : x ∈ M,TxM 3 y 6= 0} o fibrado
tangente de M com a seção nula removida. Sabemos que TM0 tem
estrutura de variedade suave e denotamos por πTM0

a restrição de
πTM a TM0. Naturalmente, temos a decomposição TTM0 = V ⊕ H
induzida pela restrição. Muitos dos objetos a seguir são definidos em
TM0 porém, na maioria dos casos, estes podem ser estendidos a TM
possivelmente com um ordem de diferenciabilidade menor.

Definição 2.2.1. Um semi-spray numa variedade M é um campo de
vetores S ∈ X (TM) de classe C1, suave em TM0, que satisfaz

J S = C. (2.9)

Se S ainda satisfizer
[C, S] = S, (2.10)

então dizemos que S é um spray.
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Exerćıcio 2.2.2. Em coordenadas naturais (x, y) seja

S(x, y) = αi(x, y)∂xi − 2Gi(x, y)∂yi ,

um campo de vetores, onde αi, Gi, i = 1 . . . n, são funções de classe
C1. Mostre que as condições (2.9) e (2.10) são equivalentes, respec-
tivamente, a

αi(x, y) = yi

e

Gi(x, λy) = λ2Gi(x, y),

∀(x, y), λ > 0, i = 1 . . . , n.

Teorema 2.2.3. Seja S um semi-spray em M . Então Γ := [J , S] é
uma conexão de Grifone em M e a projeção

h :=
1

2
(I + Γ)

determina uma distribuição horizontal H = ker(Γ − I) cuja torção
fraca se anula. Mais ainda, se S é um spray, então a tensão de H
também se anula.

Demonstração. Seja X ∈ X (TM). Então em coordenadas naturais
(x, y), y 6= 0, temos X = Xi∂xi + Y i∂yi e S = yi∂xi − 2Gi∂yi . Logo
JX = Xi∂yi e

[X,S] =(Y i − yj∂xjXi + 2Gj∂yjX
i)∂xi + (∗)∂yi ,

[JX,S] =Xi∂xi + (−2Xj∂yjG
i − yj∂xjXi + 2Gj∂yjX

i)∂yi .

Logo

Γ(X) = [J , S](X) = [JX,S]− J [X,S]

= Xi∂xi + (−Y i − 2Xj∂yjG
i)∂yi .

(2.11)

Segue que ker(Γ + I) = span{∂yi} = V e

Γ2(X) = Xi∂xi + (−(−Y i − 2Xj∂yjG
i)− 2Xj∂yjG

i)∂yi = X.
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De (2.11), temos

h(X) =
1

2
(I + Γ(X))

= Xi∂xi −Xj∂yjG
i∂yi

= Xi∂xi −Xi∂yiG
j∂yj

= Xi(∂xi − Γji∂yj )

= Xiδxi ,

(2.12)

onde Γji = ∂yiG
j são os coeficientes da conexão de Grifone e δxi :=

∂xi − Γji∂yj . Fica a cargo do leitor verificar que a torção fraca de H
se anula.

Assuma agora que S é um spray. Pelo Exerćıcio 2.2.2, Gi é po-
sitivamente homogênea de grau 2 em y, o que implica que Γij é po-
sitivamente homogênea de grau 1 em y, o que por sua vez implica
que yk∂ykΓij = Γij , pelo Teorema de Euler. Usando (2.12) e que

C = yi∂yi , encontramos

[X,C] = −yj∂yjXi∂xi + (Y i − yj∂yjY i)∂yi ,
h[X,C] = −yj∂yjXi(∂xi − Γki ∂yk)

= −yj∂yjXi∂xi + ykΓij∂ykX
j∂yi

[hX,C] = −yj∂yjXi∂xi + (−XjΓij + yk∂yk(XjΓij))∂yi

= −yj∂yjXi∂xi + (−XjΓij +XjΓij + ykΓij∂ykX
j)∂yi

= −yj∂yjXi∂xi + ykΓij∂ykX
j∂yi ,

Concluimos que τH(X) = [h,C](X) = [hX,C]− h[X,C] = 0.

2.3 Métricas Finsler

Uma métrica Finsler determina várias estruturas na variedade, em
particular, determina um spray munido de propriedades adicionais.
Sejam F uma métrica Finsler em M e E := 1

2F
2 a energia associada.

Exerćıcio 2.3.1. Mostre que C ·E = 2E, ou seja, E é positivamente
homogênea de grau 2 na fibra.
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Definição 2.3.2. ω := d(dE ◦ J ) ∈ Ω2(TM0) é chamada de forma
fundamental da variedade Finsler (M,F ).

Proposição 2.3.3. A 2-forma ω é uma forma simplética (exata) em
TM0. Mais ainda, valem

(i) iCω = dE ◦ J .

(ii) LCω = ω.

(iii) ω(JX,Y ) = ω(J Y,X),∀X,Y.

Demonstração. ω é fechada pois é exata, bastando mostrar que é
não-degenerada. Em coordenadas naturais (x, y), y 6= 0, temos

dE = Exidx
i + Eyidy

i,

dE ◦ J = Eyidx
i,

ω = d(dE ◦ J ) = Eyixjdx
j ∧ dxi + Eyiyjdy

j ∧ dxi.
(2.13)

Segue que

ωn = (−1)nn! det(Eyiyj )dx
1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn.

Como det(Eyiyj ) 6= 0, temos que ωn é uma forma de volume em TM0

e, portanto, ω é não-degenerada.
Como E é positivamente homogênea de grau 2 em y, temos que

Eyi é positivamente homogênea de grau 1 em y e, portanto, yjEyiyj =
Eyi . Usando que C = yj∂yj , temos de (2.13) que iCω = yjEyiyjdx

i =
Eyidx

i = dE ◦J . As propriedades (ii) e (iii) são deixadas a cargo do
leitor.

Pela Proposição 2.3.3, existe um único campo de vetores S ∈
X (TM) determinado por

iSω = −dE. (2.14)

Teorema 2.3.4. Seja (M,F ) uma variedade Finsler e S o campo
de vetores definido em (2.14), onde E = 1

2F
2 é a energia e ω é a

forma fundamental de (M,F ). Então S é um spray e coincide com o
campo geodésico definido em (1.13). Seja H a distribuição horizontal
determinada por S como no Teorema 2.2.3. Então tH = 0 e τH = 0,
onde tH e τH são a torção fraca e a tensão de H, respectivamente.
Além disso, H é conservativa, ou seja, dE ◦ h = 0.
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Demonstração. Em coordenadas naturais (x, y), y 6= 0, seja S =
Xi∂xi − 2Gi∂yi . Usando (2.13) e (2.14), obtemos

((Eyixj−Eyjxi)Xj−2EyiyjG
j)dxi−EyjyiXjdyi = −Exidxi−Eyidyi.

Segue que para todo i fixo vale

EyjyiX
j = Eyi = Eyiyjy

j = Eyjyiy
j , (2.15)

sendo a penúltima igualdade válida pois Eyi é positivamente ho-
mogênea de grau 1 em y. Como det(Eyjyi) 6= 0, obtemos Xj = yj ,∀j,
o que prova que S é um semi-spray. Segue também que para todo i
fixo vale

2EyiyjG
j = Exi + (Eyixj − Eyjxi)Xj

= Exi + (Eyixj − Eyjxi)yj

= Exi − 2Exi + Eyixjy
j

= −Exi + Eyixjy
j .

(2.16)

A penúltima igualdade segue de Exi ser positivamete homogênea de
grau 2 em y. Como det(Eyjyi) 6= 0, Eyiyj é positivamente homogênea
de grau 0 em y e o lado direito de (2.16) é positivamente homogêneo
de grau 2 em y, podemos resolver o sistema (2.16), obtendo funções
Gj positivamente homogêneas de grau 2 em y. Isso mostra que S
é um spray. Sejam gij := Eyiyj e (gij) a matriz inversa de (gij).
Multiplicando ambos os lados de (2.16) por gji, obtemos

Gj =
1

2
gji(−Exi + Eyixky

k). (2.17)

Concluimos que S coincide com o campo geodésico definido em (1.13).
Pela definição de S em (2.14), temos dE · S = −ω(S, S) = 0, ou

seja, Exjy
j − 2GjEyj = 0. Derivando esta expressão em relação a yi,

i fixo, obtemos

Eyixjy
j + Exi − 2EyjyiG

j − 2Eyi∂yiG
j = 0. (2.18)

De (2.16) e (2.18), obtemos

Exi = EyjG
j
i ,∀i fixo, (2.19)
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onde Gji = ∂yiG
j . Se X = Xi∂xi + Y i∂yi , então de (2.12) temos

hX = Xi(∂xi −Gji∂yj ).

Logo, usando (2.19), obtemos

dE · hX = Xi(Exi − EyjGji ) = 0.

Como Gi é positivamente homogênea de grau 2 em y, temos que
Γij = Gij é positivamente homogênea de grau 1 em y. Pelo Exerćıcio
2.1.13, a tensão τH de H é nula.

A torção fraca é dada por tH = [J , h], onde h = 1
2 (I + Γ) e

Γ = [J , S] é a conexão de Grifone associada a S. Como [J , h] é semi-
básico, vamos assumir que X,Y são campos horizontais quaisquer.
Usando (2.6) e que J h = J , obtemos

tH(X,Y ) =[JX,Y ] + [X,J Y ] + J h[X,Y ]

− J [X,Y ]− J [X,Y ]− h[X,J Y ]− h[JX,Y ]

=v[JX,Y ] + v[X,J Y ]− J [X,Y ].

(2.20)

Em coordenadas locais, temos

X = Xi∂xi −XkΓik∂yi ⇒ JX = Xi∂yi ,

Y = Y i∂xi − Y jΓij∂yi ⇒ J Y = Y i∂yi ,

onde Γij = ∂yjG
i. Logo

J [X,Y ] =(Xj∂xjY
i −XkΓjk∂yjY

i − Y j∂xjXi + Y kΓjk∂yjX
i)∂xi ,

[JX,Y ] =Xj∂yjY
i∂xi

+ (−Xk∂yk(Y jΓij)− Y j∂xjXi + Y kΓjk∂yjX
i)∂yi

v[JX,Y ] =(−XkY j∂ykΓij − Y j∂xjXi + Y kΓjk∂yjX
i)∂yi ,

[X,J Y ] =− Y j∂yjXi∂xi

+ (Xj∂xjY
i −XkΓjk∂yjY

i + Y j∂yj (X
kΓik)∂yi ,

v [X,J Y ] =(Xj∂xjY
i −XkΓjk∂yjY

i + Y jXk∂yjΓ
i
k)∂yi

(2.21)
Usando (2.20) e (2.21), obtemos

tH(X,Y ) = (∂yjΓ
i
k − ∂ykΓij)X

kY j∂yi = 0,
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pois ∂2Gi

∂yk∂yj
= ∂2Gi

∂yj∂yk
.

Exerćıcio 2.3.5. Mostre que em coordenadas naturais temos

ω = gijδy
j ∧ dxi,

onde δyj = dyj +Gjkdx
k e gij = Eyiyj . Conclua que as distribuições

horizontal e vertical são distribuições Lagrangeanas, ou seja, ω|H =
ω|V = 0.

Definição 2.3.6. Seja (M,F ) uma variedade Finsler com forma fun-
damental ω e distribuição horizontal H como no Teorema 2.3.4. De-
finimos uma métrica Riemanniana g em TM0 da seguinte forma:
dados X,Y ∈ X (TM0), seja

g(X,Y ) := ω(JX,Y ) + ω(vX, hFY ).

A métrica g é chamada de métrica prolongada em TM0.

Exerćıcio 2.3.7. Mostre que em coordenadas naturais

g = gij(dx
i ⊗ dxj + δyi ⊗ δyj), (2.22)

onde gij = Eyiyj e δyi = dyi +Gijdx
j. Conclua que g é de fato uma

métrica Riemanniana em TM0 e que g(C,C) = 2E.

O Tensor de Cartan

Definição 2.3.8. Seja (M,F ) uma variedade Finsler com métrica
prolongada g. Definimos o tensor de Cartan C[ de (M,F ) por

C[(X,Y, Z) :=
1

2
(LJXJ ∗g)(Y,Z),∀X,Y, Z ∈ X (TM0) (2.23)

onde L denota a derivada de Lie usual.

Proposição 2.3.9. Em coordenadas naturais, temos

C[ = Cijk dxi ⊗ dxj ⊗ dxk, (2.24)

onde Cijk := 1
2∂ykgij . Em particular, C[ é totalmente simétrico.
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Demonstração. Sejam X = Xi∂xi + U i∂yi , Y = Y i∂xi + W i∂yi
e Z = Zi∂xi + Si∂yi . Pelo Exerćıcio 2.3.7, temos J ∗g(X,Y ) =
g(JX,J Y ) = g(Xi∂yi , Y

i∂yi) = gijX
iY j , e, portanto, J∗g = gijdx

i

⊗ dxj . Temos então

LJXJ ∗g =(LJXgij)dxi ⊗ dxj + gij LJXdxi ⊗ dxj

+ gij dx
i ⊗ LJXdxj .

Como LJXdxi = iJXddx
i + diJXdx

i = 0 = LJXdxj e

LJXgij = iJXdgij = ∂ykgijX
k = 2CijkXk,

concluimos que C[(X,Y, Z) = CijkXkY iZj = CijkXiY jZk. Portanto,
C[ = Cijkdxi ⊗ dxj ⊗ dxk.

Definição 2.3.10. Seja C : X (TM0)×X (TM0)→ X (TM0) o único
tensor satisfazendo

(i) C é simétrico e semi-básico.

(ii) g(C(X,Y ),JZ) = C[(X,Y, Z),∀X,Y, Z ∈ X (TM0).

O tensor C também é chamado de tensor de Cartan.

Em coordenadas naturais, C = Ckijdxi⊗dxj⊗∂yk . Se X = Xiδxi+

U i∂yi , Y = Y iδxi + V i∂yi e Z = Ziδxi + W i∂yi , temos C(X,Y ) =
CkijXiY j∂yk . Logo

g(CkijXiY j∂yk , Z
m∂ym) = gkmCkijXiY jZm = CijmXiY jZm.

Segue que os coeficientes de C são dados por

Ckij = gkmCijm.

O tensor de Landsberg

Definição 2.3.11. Seja (M,F ) uma variedade Finsler com métrica
prolongada g. O tensor L[ em TM0 definido por

L[(X,Y, Z) :=
1

2
(LhXg)(J Y,JZ),∀X,Y, Z ∈ X (TM0), (2.25)

é chamado de tensor de curvatura de Landsberg de (M,F ).
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Definição 2.3.12. Uma métrica Finsler é chamada de métrica de
Landsberg se L[ ≡ 0.

O tensor de Landsberg é também chamado de segundo tensor de
Cartan.

Proposição 2.3.13. Em coordenadas naturais, temos

L[ = Lijkdx
i ⊗ dxj ⊗ dxk, (2.26)

onde Lijk := 1
2gmsy

s ∂3Gm

∂yi∂yj∂yk
. Em particular, L[ é totalmente simé-

trico.

Demonstração. Sejam X = Xiδxi + U i∂yi , Y = Y iδxi + W i∂yi e
Z = Ziδxi + Si∂yi . Então hX = Xiδxi , J Y = Y i∂yi e JZ = Zi∂yi .
Pelo Exerćıcio 2.3.7, temos

LhXg(J Y,JZ) =LhX(gijdx
i ⊗ dxj + gijδy

i ⊗ δyj)(J Y,JZ)

=LhX(gijδy
i ⊗ δyj)(J Y,JZ),

pois LhX(gijdx
i ⊗ dxj)(J Y,JZ) = 0 (verifique!). Temos

(LhXgij)δyi ⊗ δyj =(∂xkgijX
k + gijk(−GklX l))δyi ⊗ δyj ,

onde gijk := ∂ykgij . Portanto,

(LhXgij)δyi ⊗ δyj(J Y,JZ) = (∂xkgijX
k + gijk(−GklX l))Y iZj .

Temos ainda

LhXδyi =(ihXd(δyi) + d(ihXδy
i))

=ihXd(δyi)

=ihX(∂xkG
i
ldx

k ∧ dxl + ∂ykG
i
ldy

k ∧ dxl)
=∂xkG

i
l(X

kdxl −X ldxk) + ∂ykG
i
l(−GkmXmdxl −X ldyk)

Denotando Gilk := ∂ykG
i
l = ∂2Gi

∂yl∂yk
, temos

gij LhXδyi ⊗ δyj(J Y,JZ) = −gijGilkX lY kZj

gij δy
i ⊗ LhXδyj(J Y,JZ) = −gijGjlkX

lY iZk
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Finalmente

LhX(gijδy
i ⊗ δyj)(J Y,JZ) = (LhXgij)δyi ⊗ δyj(J Y,JZ)

+ gij LhXδyi ⊗ δyj(J Y,JZ) + gij δy
i ⊗ LhXδyj(J Y,JZ)

= (∂xkgij − gijmGmk − gmjGmki − gimGmkj)XkY iZj

Por (2.19), sabemos que para todo k fixo, vale

Exk = EymG
m
k . (2.27)

Derivando (2.27) em relação a yi e depois em relação a yj , obtemos

∂xkgij = gijmG
m
k + gmjG

m
ki + gimG

m
kj + EymG

m
kij , (2.28)

onde Gmkij := ∂yjG
m
ki = ∂3Gm

∂yk∂yi∂yj
. Segue que

L[(X,Y, Z) =
1

2
EymG

m
kijX

kY iZj

=
1

2
gmsy

sGmijkX
iY jZk.

Logo
L[ = Lijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk,

onde Lijk = 1
2gmsy

sGmijk.

Corolário 2.3.14. Toda métrica de Berwald é de Landsberg.

Demonstração. Se F é de Berwald, então, por definição, Gm é
quadrática em y e, portanto, Gmijk = 0. Segue que L[ ≡ 0.

Exerćıcio 2.3.15. Mostre que

Lijk = −ym∂xmCijk + 2∂ymCijkGm + CmjkGmi + CimkGmj + CijmGmk .

Definição 2.3.16. Seja L : X (TM0)×X (TM0)→ X (TM0) o único
tensor satisfazendo

(i) L é simétrico e semi-básico.

(ii) g(L(X,Y ),JZ) = L(X,Y, Z),∀X,Y, Z ∈ X (TM0).
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O tensor L é também chamado de tensor de Landsberg.

Em coordenadas,

L = Lkijdx
i ⊗ dxj ⊗ ∂yk .

Se X = X1δxi + U i∂yi , Y = Y iδxi + V i∂yi e Z = Ziδxi + W i∂yi ,
temos L(X,Y ) = LkijX

iY j∂yk . Logo

g(LkijX
iY j∂yk , Z

m∂ym) = gkmL
k
ijX

iY jZm = LijmX
iY jZm.

Segue que os coeficientes de L são dados por

Lkij = gkmLijm.

2.4 Conexões

Nesta seção apresentamos algumas conexões associadas a uma varie-
dade Finsler (M,F ), conhecidas como conexões de Berwald, Cartan,
Chern e Hashiguchi. Fixamos a distribuição horizontal associada a
(M,F ) como na Proposição 2.3.4 e definimos axiomaticamente todas
estas conexões no fibrado bi-tangente TTM0 → TM0. Continuamos
a usar as definições e notações das seções anteriores.

Conexões em fibrados vetoriais

Conexões generalizam a derivada direcional de funções reais em Rn
para fibrados quaisquer, permitindo construir uma noção de para-
lelismo. Para cada seção X de um fibrado E → B e cada Z ∈
TxB, x ∈ B, desejamos associar um elemento DZX ∈ Ex tal que esta
associação satisfaça propriedades usuais de derivação. Definimos uma
conexão linear da seguinte forma.

Definição 2.4.1. Seja E → B um fibrado vetorial. Uma conexão
linear em E é uma aplicação D : X (B) × Γ(E) → Γ(E), (Z,X) 7→
DZX satisfazendo as seguintes propriedades

(i) DZ(X + Y ) = DZX +DZY,

(ii) DZ(fX) = fDZX + Z · fX(Regra de Leibniz),
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(iii) DfZ1+Z2X = fDZ1X +DZ2X,

∀Z,Z1, Z2 ∈ X (B), f ∈ C∞(B), X, Y ∈ Γ(E). Se Z ∈ X (B), então
a aplicação DZ : Γ(E) → Γ(E) : X 7→ DZX é chamada de derivada
covariante ao longo de Z.

Se D é uma conexão linear no fibrado tangente TW → W , po-
demos definir para cada Z ∈ X (W ) e T um tensor qualquer em W ,
uma derivada covariante DZT ao longo de Z, com mesmo tipo de T ,
da seguinte forma: se f ∈ C∞(W ), então

DZf := df · Z = Z · f.

Se α é uma 1-forma em W , definimos

(DZα)(Y ) := DZ(α(Y ))− α(DZY ).

Indutivamente, se T1 e T2 são tensores quaisquer em W , definimos

DZ(T1 ⊗ T2) := (DZT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (DZT2). (2.29)

Exerćıcio 2.4.2. Seja T um tensor de tipo (1, 1) em W . Mostre que

DZT (Y ) = DZ(T (Y ))− T (DZY ). (2.30)

Derivadas covariantes e conexões não-lineares numa varie-
dade Finsler

Vimos que uma métrica Finsler F em M determina uma distribuição
horizontal H ⊂ TTM que, em coordenadas naturais, é dada por
H = span{δxi}, onde δxi = ∂xi −Gji∂yj e Gji = Gji (x, y) são funções
positivamente homogêneas de grau 1 em y, definidas em (2.17).

Se γ(t) : [0, 1]→M é uma curva regular e v ∈ Tγ(0)M , então seja
γ̃ : [0, 1]→ TM o único levantamento de γ tal que γ̃(0) = (γ(0), v) e

˙̃γ(t) ∈ Hγ̃(t),∀t. (2.31)

Em coordenadas naturais temos γ̃(t) = (γ(t), v(t)). A restrição (2.31)
impõe que δyk( ˙̃γ) = 0, onde δyk = dyk +Gki dx

i. Portanto,

v̇k(t) +Gki (γ(t), v(t))γ̇i(t) = 0,∀t. (2.32)
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Teoremas de existência e unicidade de soluções de E.D.O’s como
(2.32) garantem uma única solução

γ̃(t) = (γ(t), v(t)), t ∈ [0, 1], v(0) = v,

e definimos dessa forma o transporte paralelo de v ao longo de γ como
o vetor v(1) ∈ Tγ(1)M .

Essa construção induz uma noção de derivada covariante ao longo
de uma curva: se U é uma campo de vetores ao longo de uma curva
regular γ(t), definimos a derivada covariante D̃γ̇U(t) de U ao longo
de γ por

D̃γ̇U(t) = (U̇k(t) +Gki (γ(t), U(t))γ̇i(t))∂xk ,

de modo que U é chamado de campo paralelo ao longo de γ se
D̃γ̇(t)U(t) = 0,∀t.

Se tentarmos encontrar uma conexão D̃ em TM → M a partir
dessa derivada covariante, obtemos

D̃ZX = (dXk · Z +Gki (X)Zi)∂xk ,

onde X,Z ∈ X (M). É imediato verificar a seguinte linearidade de D̃

D̃Z1+fZ2
X = D̃Z1

X + fD̃Z2
X,

∀Z1, Z2, X ∈ X (M), f ∈ C∞(M). No entanto, não valem em geral as

propriedades (i) e (ii) na Definição 2.4.1 e, portanto, D̃ não é uma
conexão linear.

Exerćıcio 2.4.3. Mostre que se U(t) é um campo paralelo ao longo
de γ = γ(t), então d

dtF (γ(t), U(t)) = 0,∀t.

Vamos tentar novamente construir uma conexão linear em π :
TM →M , agora usando uma outra noção de paralelismo. Como an-
tes, seja γ : [0, 1]→M uma curva regular sem auto-interseções e v ∈
Tγ(0)M . Para todo t ∈ [0, 1] e todo w ∈ Tγ(t)M , seja X0(γ(t), w) ∈
H(γ(t),w) o levantamento de γ̇(t), ou seja, X0(γ(t), w) é o único vetor
horizontal em (γ(t), w) tal que dπ(γ(t),w) ·X0(γ(t), w) = γ̇(t). Pode-
mos estender X0 a um campo de vetores em TM0, também denotado
por X0, que define um fluxo φt em TM0. Escolha w ∈ Tγ(0)M e
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seja v̄ = iV(v) ∈ V(γ(0),w). Seja v̄(t) := dφt(γ(0), w) · v̄. O trans-
porte paralelo linearizado de v ao longo de γ é então definido por
v(1) := i−1

V (v̄(1)) ∈ Tγ(1)M . Note que v(1) não depende da extensão
de X0 e é necessariamente vertical, já que o campo X0(γ(t), w) se
projeta em γ̇, ∀w ∈ Tγ(t)M .

Essa construção também induz uma noção de derivada covariante
ao longo de uma curva: se U é uma campo de vetores ao longo de
uma curva regular γ(t), definimos a derivada covariante D̂γ̇U(t) de
U ao longo de γ por

D̂γ̇U(t) = (U̇k(t) +Gki (γ(t), γ̇(t))U i(t))∂xk ,

de modo que U é chamado de campo linearmente paralelo ao longo
de γ se D̂γ̇(t)U(t) = 0,∀t.

Exerćıcio 2.4.4. Sejam U1(t) e U2(t) campos de vetores linearmente
paralelos ao longo de uma geodésica γ : [a, b] → M . Mostre que
d
dtgγ̇(t)(U1(t), U2(t)) = 0,∀t.

Como antes, podemos tentar construir uma conexão a partir da
derivada covariante D̂ por

D̂ZX = (dXk · Z +Gki (Z)Xi)∂xk ,

onde X,Z ∈ X (M). É imediato verificar que

D̂Z(X1 +X2) =D̂ZX1 + D̂ZX2,

D̂Z(fX1) =(df · Z)X1 + fD̂ZX1,

D̂λZX1 =λD̂ZX1,

∀Z,X1, X1 ∈ X (M), f ∈ C∞(M), λ > 0. No entanto, a igualdade
D̂Z1+λZ2X = D̂Z1X + λD̂Z2X,λ ∈ R, nem sempre é satisfeita e,
novamente, D̂ não é uma conexão linear.

Exerćıcio 2.4.5. Mostre que D̂ é uma conexão linear se e somente
se F é uma métrica de Berwald. Nesse caso, mostre que D̂ = D̃.

Exerćıcio 2.4.6. Verifique que

(D̂ZX)v = [Zh, Xv],∀X,Z ∈ X (M), (2.33)

onde Zh, Xv são os levantamentos horizontal e vertical de X e Z,
respectivamente.
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O transporte paralelo de D̂ construido acima claramente depende
da escolha de w. Porém, antes de projetarmos de volta a M , temos
uma correspondência linear entre as fibras verticais Vw e Vφ1(w). Isso
motiva considerarmos o fibrado V → TM0 ou, equivalentemente, o
fibrado tangente pull-back

π∗TM0
TM = {(v, w) : v ∈ TM0, w ∈ Tπ(v)M},

e tentarmos encontrar conexões lineares nesses fibrados que de al-
guma forma se projetem em M com propriedades razoáveis. Note
que π∗TM está naturalmente identificado com V via iV . Mais ge-
ralmente, construiremos nas próximas seções conexões lineares no
fibrado bi-tangente TTM0 → TM0 que naturalmente induzem co-
nexões lineares em V → TM0.

2.5 Conexões Finslerianas

Definição 2.5.1. Seja (M,F ) uma variedade Finsler. Uma conexão
de Finsler em M é uma conexão no fibrado bi-tangente π : TTM0 →
TM0, D : X (TM0)×X (TM0)→ X (TM0) satisfazendo:

(i) D é redut́ıvel, ou seja, Dh = 0.

(ii) D é quase-complexa, ou seja, DF = 0.

As derivadas covariantes Dh e DF nas condições (i) e (ii), respec-
tivamente, são definidas como no Exerćıcio 2.4.2, ou seja, Dh(Y ) =
D(hY )− hDY e DF(Y ) = D(FY )−FDY. Segue que

D(hY ) = hDY

D(FY ) = FDY,

∀Y ∈ X (TM0).

Exerćıcio 2.5.2. Sejam X,Y seções horizontal e vertical, respecti-
vamente, ou seja, X ∈ Γ(H) ⊂ X (TM0) e Y ∈ Γ(V) ⊂ X (TM0).
Mostre que DZX ∈ Γ(H) e DZY ∈ Γ(V),∀Z ∈ X (TM0), ou seja, a
derivada covariante de uma seção horizontal é horizontal e a derivada
covariante de uma seção vertical é vertical. Dica: use (i).
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Exerćıcio 2.5.3. Mostre que DJ = 0. Dica: use o Exerćıcio 2.4.2 e
as relações h = F ◦J e F ◦ h = −J para mostrar que −(DJ )(X) =
F(Dh)(X) + (DF)(hX). Conclua que

D(JX) = JDX,∀X ∈ X (TM0).

Proposição 2.5.4. Para todo X,Y ∈ X (TM0) valem

DvX(hY ) =FDvX(J Y )

DhX(hY ) =FDhX(J Y ).
(2.34)

Em particular, a conexão D está determinada por sua ação em V.

Demonstração. Como DF = 0 e h = F ◦ J , segue que D(hY ) =
D(FJ Y ) = FD(J Y ).

2.5.1 Torção de uma conexão

Seja D uma conexão de Finsler. Definimos o tensor de torção

T : X (TM0)×X (TM0)→ X (TM0)

associado a D por

T (X,Y ) := DXY −DYX − [X,Y ].

Exerćıcio 2.5.5. Mostre a propriedade tensorial de T , ou seja,

T (fX, gY ) = fgT (X,Y ),∀X,Y ∈ X (TM0), f, g ∈ C∞(TM0).

Denotamos as seguintes componentes de T por

A(X,Y ) := hT (hX, hY ),

B(X,Y ) := hT (hX, vY ),

R1(X,Y ) := vT (hX, hY ),

P1(X,Y ) := vT (hX, vY ),

S1(X,Y ) := vT (vX, vY ),

onde X,Y ∈ X (TM0).
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Proposição 2.5.6. A torção T está completamente determinada pe-
las aplicações A,B,R1,P1,S1.

Demonstração. Temos

T (X,Y ) =T (hX + vX, hY + vY )

=T (hX, hY ) + T (hX, vY ) + T (vX, hY ) + T (vX, vY )

=A(X,Y ) +R1(X,Y ) + B(X,Y ) + P1(X,Y )

− B(Y,X)− P1(Y,X) + S1(X,Y ),

∀X,Y ∈ X (TM0), onde usamos a anti-simetria de T e que T (vX, vY )
é necessariamente vertical.

2.5.2 A conexão de Berwald

Definição 2.5.7. Definimos a conexão de Berwald
◦
D como a co-

nexão de Finsler em (M,F ) determinada por

◦
DJXJ Y = J [JX,Y ], (2.35)
◦
DhXJ Y = v[hX,J Y ], (2.36)

∀X,Y ∈ X (TM0). A torção de
◦
D e suas componentes também são

denotadas acrescentando-se o śımbolo ◦ acima.

Em coordenadas naturais temos

◦
D∂yj

∂yi =J
[
∂yj , ∂xi

]
= 0,

◦
D∂xj∂yi =

◦
Dδxj+Gkj ∂yk

∂yi

=
◦
Dδxj

∂yi +Gkj
◦
D∂

yk
∂yi

=
◦
Dδxj

∂yi

=v
[
δxj , ∂yi

]
=v
[
∂xj −Gkj ∂yk , ∂yi

]
=
[
−Gkj ∂yk , ∂yi

]
=Gmji∂ym .
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Proposição 2.5.8. A torção
◦
T da conexão de Berwald satisfaz

◦
T (X,Y ) = RH(X,Y ),∀X,Y ∈ X (TM0),

onde RH é a forma de curvatura da distribuição horizontal H. Em

particular,
◦
R1= RH e

◦
A=

◦
B=

◦
P1=

◦
S1= 0.

Demonstração. Temos

◦
T (X,Y ) =

◦
DhXhY +

◦
DvXhY +

◦
DhXvY +

◦
DvXvY

−
◦
DhY hX −

◦
DvY hX −

◦
DhY vX −

◦
DvY vX − [X,Y ]

=F
◦
DhXJ Y + F

◦
DvXJ Y +

◦
DhXvY +

◦
DvXvY

−F
◦
DhY JX −F

◦
DvY JX −

◦
DhY vX −

◦
DvY vX − [X,Y ]

=Fv[hX,J Y ] + FJ [vX, Y ] + v[hX, vY ] + J [vX, Ỹ ]

−Fv[hY,JX]−FJ [vY,X]− v[hY, vX]

− J [vY, X̃]− [X,Y ],
(2.37)

onde X̃ e Ỹ são campos horizontais tais que vX = J X̃ e vY = J Ỹ ,
respectivamente. Como a torção fraca tH se anula, sabemos por (2.7),
que

v[hX,J Y ] + v[JX,hY ] = J [hX, hY ]. (2.38)

Como [J, J ] = 0, temos

[vX, vY ] =[J X̃,J Ỹ ] = J [J X̃, Ỹ ] + J [X̃,J Ỹ ]

=J [vX, Ỹ ]− J [vY, X̃].
(2.39)

Temos ainda que

[X,Y ] = [hX, hY ] + [hX, vY ] + [vX, hY ] + [vX, vY ]. (2.40)

Como FJ = h, usamos (2.38), (2.39) e (2.40) em (2.37) para concluir
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que

◦
T (X,Y ) =h[hX, hY ] + h[vX, Y ] + h[X, vY ] + v[hX, vY ]

+ v[vX, hY ] + [vX, vY ]− [X,Y ]

=h[hX, hY ] + h[vX, hY ] + h[hX, vY ] + v[hX, vY ]

+ v[vX, hY ] + [vX, vY ]− [X,Y ]

=h[hX, hY ] + [vX, hY ] + [hX, vY ] + [vX, vY ]− [X,Y ]

=− v[hX, hY ]

=RH(X,Y ).

Como RH é semi-básica, segue que
◦
A=

◦
B=

◦
P1=

◦
S1= 0 e

◦
R1 (X,Y ) = v

◦
T [hX, hY ] = vRH(hX, hY ) = RH(X,Y ),

∀X,Y ∈ X (TM0).

Teorema 2.5.9. A conexão de Berwald é a única conexão de Finsler
D em (M,F ) cujas componentes de torção P1 e B são identicamente
nulas.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.8, sabemos que as componen-

tes
◦
P1 e

◦
B da torção de

◦
D se anulam, bastando provar a unicidade.

Seja D uma conexão Finsler em (M,F ). Se sua componente de torção
B = 0, então hT (hX, vY ′) = 0,∀X,Y ′. Isso implica que

h(DhXvY
′ −DvY ′hX − [hX, vY ′]) = 0. (2.41)

Como o primeiro termo de (2.41) é vertical e o segundo é horizon-
tal, concluimos que DvY ′hX = FDvY ′JX = −h[hX, vY ′]. Mul-
tiplicando por F e usando que F2 = −I e Fh = −J , obtemos
DvY ′JX = J [vY ′, hX]. Como v = JF e J é semi-básica, obte-
mos DJFY ′JX = J [JFY ′, hX] = J [JFY ′, X]. Como F é iso-
morfismo, qualquer campo Y é da forma Y = FY ′ e, portanto,
DJY JX = J [J Y,X],∀X,Y e (2.35) é satisfeita.

Se a componente de torção P1 também se anula, então

vT (hX, vY ′) = 0⇒ v(DhXvY
′ −DvY hX − [hX, vY ′]) = 0,∀X,Y ′.

(2.42)
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Como o primeiro termo do lado direito de (2.42) é vertical e o segundo
é horizontal, obtemos

DhXvY
′ = v[hX, vY ′]⇒ DhXJFY ′ = v[hX,JFY ′].

Como F é isomorfismo, qualquer campo Y é da forma Y = FY ′.
Logo DhXJ Y = v[hX,J Y ],∀X,Y , e (2.36) é satisfeita. Concluimos

que D =
◦
D.

2.5.3 A conexão de Cartan

Definição 2.5.10. Definimos a conexão de Cartan
Ca

D como a co-
nexão de Finsler em (M,F ) determinada por

Ca

DJX J Y = J [JX,Y ] + C(X,Y ), (2.43)
Ca

DhX J Y = v[hX,J Y ] + L(X,Y ), (2.44)

∀X,Y ∈ X (TM0), onde C é o tensor de Cartan e L é o tensor de
Landsberg.

Em coordenadas naturais temos

Ca

D ∂yj
∂yi =J

[
∂yj , δxi

]
+ C(δxi , δxj )

=Ckij∂yk ,
Ca

D δxi
∂yj =v[δxi , ∂yj ] + L(δxi , δxj )

=v[∂xi −Gki ∂yk , ∂yj ] + L(δxi , δxj )

=(Gkij + Lkij)∂yk .

(2.45)

Teorema 2.5.11. Seja (M,F ) uma variedade Finsler. Então a co-
nexão de Cartan é a única conexão de Finsler D em (M,F ) tal que

(i) D é métrica, ou seja Dg = 0 onde g é a métrica prolongada em
TM0.

(ii) As componentes de torção A e S1 são identicamente nulas.
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Demonstração. Em coordenadas naturais, seja D uma conexão de
Finsler como no enunciado e determinada por

Dδxi
∂yj = Λmij∂ym

D∂yi
∂yj = Λ̄mij∂ym .

Então sua componente de torção A se anula se e somente se

0 =h(Dδxi
δxj −Dδxj

δxi − [δxi , δxj ])

=h(FDδxi
∂yj −FDδxj

∂yi − [∂xi −Gki ∂yk , ∂xj −Gmj ∂ym ])

=h(Λkijδxk − Λkjiδxk + termo vertical)

=Λkijδxk − Λkjiδxk ,

ou seja,

A = 0⇔ Λkij = Λkji,∀i, j, k. (2.46)

Da mesma forma, S1 = 0 se e somente se

0 =v(D∂yi
∂yj −D∂yj

∂yi − [∂yi , ∂yj ])

=v(Λ̄kij∂yk − Λ̄kji∂yk)

=Λ̄kij∂yk − Λ̄kji∂yk ,

ou seja,

S1 = 0⇔ Λ̄kij = Λ̄kji,∀i, j, k. (2.47)

Pela simetria dos tensores C e L, a conexão de Cartan
Ca

D , determinada
por (2.45), satisfaz (2.46) e (2.47).

Como g = gij(dx
i ⊗ dxj + δyi ⊗ δyj), temos

Dg =Dgij(dx
i ⊗ dxj + δyi ⊗ δyj)

+ gij(D(dxi)⊗ dxj + dxi ⊗D(dxj)

+D(δyi)⊗ δyj + δyi ⊗D(δyj)).

(2.48)

Temos

D·gij = ∂xkgijdx
k ·+gijkdyk · . (2.49)
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Se X = Xjδxj + Zj∂yj , então

D(dxi)(X) =d(dxi(X))− dxi(D(Xjδxj + Zj∂yj ))

=dXi − dxi(XjDδxj + dXjδxj + ZjD∂yj + dZj∂yj )

=−Xjdxi(Dδxj )− Zjdxi(D∂yj )
=−Xjdxi(Dδxj ).

Logo
D·(dx

i) = −dxi(D·δxj )dxj . (2.50)

Também temos

D(δyj)(X) =d(δyj(X))− δyj(DX)

=dZj − δyj(D(Xkδxk + Zk∂yk)

=dZj − δyj(dXkδxk +XkDδxk + dZk∂yk + ZkD∂yk)

=−Xkδyj(Dδxk)− Zkδyj(D∂yk)

=− Zkδyj(D∂yk).

Logo
D·(δy

j) = −δyj(D·∂yk)δyk. (2.51)

Usando (2.49), (2.50) e (2.51) em (2.48), concluimos que Dg = 0 se
e somente se

∂xkgijdx
k ·+gijkdyk · −gkjdxk(D·δxi)− gikdxk(D·δxj ) = 0, (2.52)

∂xkgijdx
k ·+gijkdyk · −gkjδyk(D·∂yi)− gikδyk(D·∂yj ) = 0, (2.53)

para i, j fixados. Como D é uma conexão de Finsler, temos que
Dδxj = FD∂yk e, portanto,

dxk(Dδxj ) = dxk(FD∂yj ) = F∗dxk(D∂yj ) = δyk(D∂yj ).

Segue que Dg = 0 se e somente se vale (2.53). Aplicando δxm e ∂ym

em (2.53) temos que Dg = 0 se e somente se

∂xmgij − gijkGkm − gkjΛkmi − gikΛkmj = 0, (2.54)

gijm − gkjΛ̄kmi − gikΛ̄kmj = 0, (2.55)
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∀i, j,m fixados. Rotacionando os ı́ndices i, j,m, em (2.55) e usando
a simetria de gijm obtemos também

gijm − gkiΛ̄kjm − gmkΛ̄kji = 0, (2.56)

gijm − gkmΛ̄kij − gjkΛ̄kim = 0. (2.57)

Usando a simetria (2.47) e fazendo (2.55)+(2.56)-(2.57), obtemos

gijm = 2gikΛ̄kjm ⇒ Λ̄kjm =
1

2
gkigjmi = gkiCjmi = Ckjm. (2.58)

Da mesma forma, rotacionando os ı́ndices i, j,m, em (2.54) obtemos

∂xigjm − gjmkGki − gkmΛkij − gjkΛkim = 0, (2.59)

∂xjgmi − gmikGkj − gkiΛkjm − gmkΛkji = 0. (2.60)

Usando a simetria (2.46) e fazendo (2.54)+(2.59)-(2.60), obtemos

2gkjΛ
k
im =∂xmgij − gijkGkm + ∂xigjm − gjmkGki ,

− ∂xjgmi + gmikG
k
j .

(2.61)

Por (2.28), sabemos que

∂xmgij − gijkGkm = gkjG
k
mi + gikG

k
mj + EykG

k
mij ,

∂xigjm − gjmkGki = gkmG
k
ij + gjkG

k
im + EykG

k
ijm,

∂xjgmi − gmikGkj = gkiG
k
jm + gmkG

k
ji + EykG

k
jmi.

(2.62)

Pela simetria de gij , G
k
ijm etc, usamos (2.62) em (2.61) e chegamos a

2gkjΛ
k
mi = 2gkjG

k
mi + EykG

k
mij , (2.63)

∀i, j,m fixados. Segue que

Λkmi =Gkmi +
1

2
gkjEysG

s
mij

=Gkmi + gkjLmij

=Gkmi + Lkmi.

(2.64)

As expressões de Λkij e Λ̄kij em (2.58) e (2.64) implicam que D coin-
cide com a conexão de Cartan. Deixamos a cargo do leitor verificar
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que (2.58) implica (2.55) e que as equações (2.62) e (2.64) implicam
(2.54). Segue dáı que a conexão de Cartan é métrica. Isso conclui a
demonstração do teorema.

Exerćıcio 2.5.12. Mostre que
Ca

B (X,J Y ) = −FC(X,Y ) e também

que
Ca

P1 (X,J Y ) = L(X,Y ), para todo X,Y ∈ X (TM0).

2.5.4 A conexão de Chern-Rund

Definição 2.5.13. Definimos a conexão de Chern-Rund
CR

D como a
conexão de Finsler em (M,F ) determinada por

CR

D JX J Y = J [JX,Y ], (2.65)
CR

D hX J Y = v[hX,J Y ] + L(X,Y ), (2.66)

∀X,Y ∈ X (TM0). A torção de
CR

D e suas componentes também são
denotadas acrescentando-se CR acima.

Conforme calculado para as conexões de Berwald e de Cartan,
temos em coordenadas naturais

CR

D ∂yi
∂yj =

◦
D∂yi

∂yj = 0,

CR

D δxi
∂yj =

Ca

D δxi
∂yj = (Gkij + Lkij)∂yk .

(2.67)

Teorema 2.5.14. A conexão de Chern-Rund é a única conexão de
Finsler D em (M,F ) tal que

(i) DJXJ Y = J [JX,Y ].

(ii) D é horizontalmente métrica, ou seja, DhXg = 0,∀X ∈
X (TM0), onde g é a métrica prolongada em TM0.

(iii) A componente de torção A é identicamente nula.

Demonstração. Em coordenadas naturais, seja D uma conexão de
Finsler como no enunciado, e determinada por

Dδxi
∂yj = Λmij∂ym

D∂yi
∂yj = Λ̄mij∂ym .
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A condição (i) é equivalente a

D∂yi
∂yj =J [∂yi , δxj ]

=J [∂yi , ∂xj −Gkj ∂yk ]

=0,

ou seja, (i) é equivalente a

Λ̄kij = 0,∀i, j, k. (2.68)

Sabemos pela demonstração do Teorema 2.5.11 que a componente
de torção A se anula se e somente se

Λkij = Λkji,∀i, j, k. (2.69)

Aplicando δxk em (2.53) temos que DhXg = 0 se e somente se

∂xmgij − gijkGkm − gkjΛkmi − gikΛkmj = 0. (2.70)

Usando (2.68) e (2.69), vimos também que (2.70) é equivalente a

Λkij = Gkij + Lkij .

Portanto, D deve ser a conexão de Chern-Rund que, por sua vez,
deve satisfazer as condições (i), (ii) e (iii) do enunciado.

Exerćıcio 2.5.15. Mostre que
CR

S1=
CR

B = 0 e
CR

P1 (X,J Y ) = L(X,Y )
para todo X,Y ∈ X (TM0).

Uma boa referência para mais detalhes sobre esta conexão é [26].

2.5.5 A conexão de Hashiguchi

Definição 2.5.16. Definimos a conexão de Hashiguchi
H

D como a
conexão de Finsler em (M,F ) determinada por

H

DJX J Y = J [JX,Y ] + C(X,Y ), (2.71)
H

DhX J Y = v[hX,J Y ], (2.72)

∀X,Y ∈ X (TM0). A torção de
H

D e suas componentes também são
denotadas acrescentando-se H acima.
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Em coordenadas naturais

H

D∂yi
∂yj =

Ca

D ∂yi
∂yj = Ckij∂yk ,

H

Dδxi
∂yj =

◦
Dδxi

∂yj = Gkij∂yk .

(2.73)

Teorema 2.5.17. Seja (M,F ) uma variedade Finsler. Então a co-
nexão de Hashiguchi é a única conexão de Finsler D em (M,F ) tal
que

(i) D é verticalmente métrica, ou seja, DvXg = 0,∀X ∈ X (TM0),
onde g é a métrica prolongada em TM0.

(ii) As componentes de torção S1 e P1 são identicamente nulas.

Convidamos o leitor a demonstrar o Teorema 2.5.17, seguindo
passos análogos aos das demonstrações dos Teoremas 2.5.9 e 2.5.11.

Definição 2.5.18. Chamaremos de conexão de Finsler clássica qual-
quer uma das quatro conexões de Finsler vistas acima.

2.5.6 Conexões Finslerianas simétricas

Definição 2.5.19. Dizemos que uma conexão de Finsler D em
(M,F ) é simétrica se

DXJ Y −DY JX = J [X,Y ], (2.74)

∀X,Y ∈ X (TM0).

Note que esta definição não coincide com o sentido clássico de
conexão simétrica onde se exige que sua torção seja identicamente
nula.

Proposição 2.5.20. São equivalentes:

(i) A conexão de Finsler D é simétrica.

(ii) DJXJ Y = J [JX,Y ],∀X,Y ∈ X (TM0). Em particular, em
coordenadas naturais, vale D∂yi

∂yj = 0. Além disso, Γmij =
Γmji ,∀i, j, k, onde Dδxi

∂yj = Γmij∂ym .



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 48 — #56 i
i

i
i

i
i

48 [CAP. 2: CONEXÕES E CURVATURAS

Demonstração. Suponha que vale (2.74). Substituindo X por JX
em (2.74), obtemos DJXJ Y = J [JX,Y ]. Isso implica que para
X = δxi , Y = δxj , temos D∂yi

∂yj = 0. Substituindo X = δxi e

Y = δxj em (2.74), obtemos

Γmij∂ym − Γmji∂ym = Dδxi
∂yj −Dδxj

∂yi = J [δxi , δxj ] = 0

e, portanto, Γmij = Γmji ,∀i, j,m. Logo (i) implica (ii). Fica como
exerćıcio provar que (ii) implica (i). Isso termina a demonstração.

Corolário 2.5.21. As conexões de Berwald e de Chern-Rund são
simétricas.

Demonstração. Ambas as conexões satisfazem a condição (ii).

Note que em geral as conexões de Cartan e de Hashiguchi não são
simétricas.

2.5.7 Levantamentos regulares da conexão de Gri-
fone

Seja (M,F ) uma variedade Finsler. A conexão de Grifone Γ associada
a (M,F ) está fixada conforme a Proposição 2.3.4, onde Γ = 2h− I e
h é projeção horizontal. Lembre que C = yj∂yj .

Definição 2.5.22. Uma conexão de Finsler D em (M,F ) é chamada
de levantamento regular de Γ se a aplicação DC : TTM0 → TTM0 :
Z 7→ DZC é tal que

(i) DC|V é um isomorfismo.

(ii) kerDC = H.

Em coordenadas naturais denotemos Dδxi
∂yj = Γmij∂ym . Temos

D∂yi
C =D∂yi

(yj∂yj ) = ∂yi + yjD∂yi
∂yj

Dδxi
C =Dδxi

(yj∂yj )

=δxiy
j∂yj + yjDδxi

∂yj

=−Gji∂yj + yjΓmij∂ym .

(2.75)

Temos então a seguinte proposição.
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Proposição 2.5.23. Seja D uma conexão de Finsler clássica. Então
DC = v. Em particular, D é um levantamento regular de Γ.

Demonstração. Primeiramente, observe que yjD∂yi
∂yj = 0 para as

quatro conexões de Finsler clássicas, já que vale um das possibilida-
des: D∂yi

∂yj = 0 ou D∂yi
∂yj = Ckij∂yk . Como yjCkij = 0, segue a

afirmação. Por (2.75), isso implica que

D∂yi
C = ∂yi . (2.76)

Também por (2.75), segue que Dδxi
C = yjΓmij∂ym −Gmi ∂ym . Para as

quatro conexões sabemos que vale uma das possibilidades: Γmij = Gmij
ou Γmij = Gmij + Lmij . Como G é positivamente homogênea de grau 2
em y, temos que

yjLmij = yj
1

2
gmkEym

∂3Gm

∂yi∂yj∂yk
= 0.

Concluimos que em todos os casos vale yjΓmij = yjGmij = Gmi e,
portanto,

Dδxi
C = 0. (2.77)

Por (2.76) e (2.77), concluimos que DC = v.

Exerćıcio 2.5.24. Seja D uma conexão de Finsler simétrica. Mostre
que se D é um levantamento regular da conexão de Grifone, então
DC = v.

2.5.8 Derivadas covariantes e transporte paralelo

Sejam (M,F ) uma variedade Finsler e γ : R → M uma geodésica.
Seja V (t) um campo de vetores ao longo de γ, ou seja V (t) ∈ Tγ(t)M,
∀t. Vamos definir uma derivada covariante Dγ̇V de V ao longo de γ
utilizando uma conexão de Finsler em (M,F ). Seja V uma extensão
local de V e seja V v = iV(V ) o levantamento vertical de V . Seja D
uma conexão de Finsler em (M,F ). Definimos

Dγ̇V (t) = i−1
V (DSV

v)(γ(t),γ̇(t)) ∀t,

onde S é o campo geodésico associado a (M,F ). Em coordenadas,
S = yjδxj .
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Proposição 2.5.25. Seja D uma conexão de Finsler clássica em
(M,F ). Então, em coordenadas locais, temos

Dγ̇V = (V̇ k +Gki (γ, γ̇)V i)∂xk ,

onde V (t) = V k(t)∂xk é um campo de vetores ao longo da geodésica
γ(t). Em particular, Dγ̇V não depende da extensão V e nem da
escolha de D, entre uma das quatro conexões de Finsler clássicas.

Demonstração. Denote V = V
k
∂xk uma extensão local de V e

V v = V
k
(x)∂yk . Denote também Dδxj

∂yk = Γijk∂yi . Logo

DSV
v =Dyjδxj

V
k
∂yk

=yjDδxj
V
k
∂yk

=yj(∂xjV
k
∂yk + V

k
Dδxj

∂yk)

=yj∂xjV
k
∂yk + V

k
yjΓijk∂yi .

Como yjΓijk = Gik para qualquer uma das quatro conexões de Finsler
clássicas, temos

Dγ̇V =i−1
V ((yj∂xjV

k
+Gki V

i
)∂yk)(γ,γ̇)

=(V̇ k +Gki (γ, γ̇)V i)∂xk

Exerćıcio 2.5.26. Mostre que para qualquer conexão de Finsler clás-
sica, vale Dγ̇V = i−1

V (v[S, V v]).

Proposição 2.5.27. Sejam γ : R→ M uma geodésica e V,W cam-
pos de vetores ao longo de γ. Seja D uma conexão de Finsler clássica.
Então

d

dt
gγ̇(V (t),W (t)) = gγ̇ (Dγ̇V (t),W (t)) + gγ̇ (V (t), Dγ̇W (t)) ,∀t.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.25 podemos assumir que D é a
conexão de Chern-Rund. Como D é horizontalmente métrica, temos
que DSg = 0, pois o spray S é horizontal. Em coordenadas naturais,
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g = gij(dx
i ⊗ dxj + δyi ⊗ δyj). Sejam V = V

k
∂yk ,W = W

k
∂yk

levantamentos verticais de extensões de V,W próximos a γ(t), para
todo t. Como V ,W são verticais, temos

0 = DSg(V ,W ) =((DSgij)δy
i ⊗ δyj + gijDSδy

i ⊗ δyj

+ gijδy
i ⊗DSδy

j)(V ,W )
(2.78)

Pela demonstração da Proposição 2.5.11, sabemos que

DSgij =S · gij ,
DSδy

i =− δyi(DS∂yk)δyk.
(2.79)

Usando (2.79) em (2.78), chegamos a

0 =S · gijV
i
W

j − gijδyi(DS∂yk)V
k
W

j − gijV
i
δyj(DS∂yk)W

k

=S · gijV
i
W

j − gijδyi(V
k
DS∂yk)W

j − gijV
i
δyj(W

k
DS∂yk).

(2.80)
Por outro lado, sabemos que

DS(V
k
∂yk) = S · V k∂yk + V

k
DS∂yk . (2.81)

Usando (2.81) em (2.80), obtemos

0 =S · gijV
i
W

j − gijδyi(DS(V
k
∂yk)− S · V k∂yk)W

j

− gijV
i
δyj(DS(W

k
∂yk)− S ·W k

∂yk)

=S · gijV
i
W

j
+ gij(S · V

i
)W

j
+ gijV

i
(S ·W j

)

− gijδyi(DS(V
k
∂yk))W

j − gijV
i
δyj(DS(W

k
∂yk))

(2.82)

Calculando (2.82) em (γ, γ̇), obtemos finalmente

0 =
d

dt
gγ̇(V (t),W (t))− gγ̇ (Dγ̇V (t),W (t))− gγ̇ (V (t), Dγ̇W (t)) ,∀t,

finalizando a demonstração da proposição.
Note que a derivada covariante Dγ̇V definida acima coincide com

a derivada covariante D̂γ̇V definida no ińıcio da Seção 2.4 e, como
antes, dizemos que um campo de vetores V ao longo da curva γ é
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linearmente paralelo se Dγ̇V (t) = 0,∀t. Como a partir de agora
utilizaremos apenas esta noção de paralelismo, omitiremos a palavra
‘linearmente’ para campos paralelos ao longo de geodésicas. Também
usaremos a notação

DγV
dt para a derivada covariante de V ao longo

de uma geodésica γ.

2.6 O tensor de Curvatura de uma co-
nexão de Finsler

Definição 2.6.1. Sejam (M,F ) uma variedade Finsler e D uma co-
nexão de Finsler em (M,F ), isto é, uma conexão linear em TTM0 →
TM0 conforme a Definição 2.5.1. Definimos o tensor de curvatura
K : X (TM0)×X (TM0)×X (TM0)→ X (TM0) associado a D por

K(X,Y )Z = DXDY Z −DYDXZ −D[X,Y ]Z,

∀X,Y, Z ∈ X (TM0).

Exerćıcio 2.6.2. Mostre que K é um tensor.

Proposição 2.6.3. A curvatura K está determinada pelos seguintes
tensores:

R(X,Y )Z =K(hX, hY )JZ,
P(X,Y )Z =K(hX,J Y )JZ,
Q(X,Y )Z =K(JX,J Y )JZ.

Demonstração. Como DF = 0, temos que D(FX) = FDX. Além
disso, sabemos que DhZ = FD(JZ). Portanto,

K(X,Y )hZ =DXDY hZ −DYDXhZ −D[X,Y ]hZ

=DXFDY JZ −DY FDXJZ −FD[X,Y ]JZ
=FDXDY JZ −FDYDXJZ −FD[X,Y ]JZ
=FK(X,Y )JZ.

Usando a anti-simetria K(Y,X)Z = −K(X,Y )Z e que v = JF ,
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obtemos

K(X,Y )Z =K(hX, hY )hZ +K(hX, hY )JFZ +K(hX, vY )hZ

+K(hX, vY )JFZ +K(vX, hY )hZ +K(vX, hY )JFZ
+K(vX, vY )hZ +K(vX, vY )JFZ

=FK(hX, hY )JZ +K(hX, hY )JFZ
+ FK(hX,JFY )JZ +K(hX,JFY )JFZ
−FK(hY,JFX)JZ −K(hY,JFX)JFZ
+ FK(JFX,JFY )JZ +K(JFX,JFY )JFZ

=FR(X,Y )Z +R(X,Y )FZ + FP(X,FY )Z

+ P(X,FY )FZ −FP(Y,FX)Z − P(Y,FX)FZ
+ FQ(FX,FY )Z +Q(FX,FY )FZ,

o que termina a demonstração.

Exerćıcio 2.6.4. Mostre que os tensores R,P,Q são semi-básicos.

Exerćıcio 2.6.5. Mostre que as componentes do tensor de curvatura

da conexão de Berwald
◦
D satisfazem

◦
R (δxi , δxj )δxk =(δxiG

m
jk +GsjkG

m
is − δxjGmik −GsikGmjs)∂ym ,

◦
P (∂xi , ∂xj )∂xk =−Gmijk∂ym ,
◦
Q (∂xi , ∂xj )∂xk =0,

∀i, j, k.

2.6.1 A curvatura de Riemann

Seja D uma conexão de Finsler em (M,F ), T e K, os tensores de
torção e de curvatura associados. Para cada v = (x, y) ∈ TM0 defi-
nimos uma aplicação linear Rv : TxM → TxM por

Rv(u) = i−1
V R(yh, uh)yh,∀u ∈ TxM,

onde yh = iH(y), uh = iH(u) ∈ Hv são os levantamentos horizontais
de y e u em Hv, respectivamente. A famı́lia de aplicações {Rv, v ∈
TM0} é chamada de curvatura de Riemann.
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Proposição 2.6.6. Seja D uma conexão de Finsler em (M,F ). Se
D é um levantamento regular e simétrico da conexão de Grifone Γ
associada a (M,F ), então, em coordenadas naturais, temos

Rv(u) = uj(yi∂xiG
m
j − 2∂xjG

m − 2GsGmjs +GsjG
m
s )∂xm ,

onde y = yi∂xi , u = uj∂xj ∈ Tπ(v)M . Em particular, Rv não depende
do levantamento regular e simétrico de Γ.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.20, vale D∂yi
∂yj = 0 e Γmij =

Γmji , onde Dδxi
∂yj = Γmij∂ym . Por (2.75), temos ainda ykΓmik = Gmi .

Desta última igualdade, concluimos que

yk∂ysΓ
m
ik + Γmis = Gmis . (2.83)

Observe que

[δxi , δxj ] = [∂xi −Gmi ∂ym , ∂xj −Gkj ∂yk ] = [Gmi ∂ym , G
k
j ∂yk ],

e, portanto, [δxi , δxj ] é vertical. Isso implica que

D[δxi ,δxj ]∂yk = 0,∀i, j, k. (2.84)

Temos

Dδxi
Dδxj

∂yk =Dδxi
Γmjk∂ym

=δxiΓ
m
jk∂ym + ΓmjkDδxi

∂ym

=(∂xiΓ
m
jk −Gsi∂ysΓmjk + ΓsjkΓmis)∂ym .

(2.85)

Usando (2.84) e (2.85), temos

R(δxi , δxj )δxk =Dδxi
Dδxj

∂yk −Dδxi
Dδxj

∂yk −D[δxi ,δxj ]∂yk

=(∂xiΓ
m
jk −Gsi∂ysΓmjk + ΓsjkΓmis

− ∂xjΓmik +Gsj∂ysΓ
m
ik − ΓsikΓmjs)∂ym .

(2.86)
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Usando (2.83) e (2.86), concluimos que

Rv(u) =i−1
V (R(yiδxi , u

jδxj )y
kδxk)

=ujyiyki−1
V (R(δxi , δxj )δxk)

=ujyi(∂xiG
m
j −Gsi (Gmjs − Γmjs) +GsjΓ

m
is

− ∂xjGmi +Gsj(G
m
is − Γmis)−GsiΓmjs)∂xm

=ujyi(∂xiG
m
j − ∂xjGmi −GsiGmjs +GsjG

m
si)∂xm

=uj(yi∂xiG
m
j − 2∂xjG

m − 2GsGmjs +GsjG
m
s )∂xm

Corolário 2.6.7. Nas condições da Proposição 2.6.6, valem as se-
guintes propriedades:

(i) Rλv = λ2Rv,∀v ∈ TM0, λ > 0.

(ii) Rv(y) = 0,∀v = (x, y) ∈ TM0.

Demonstração. A primeira afirmação é imediata a partir da Pro-
posição 2.6.6 pois Gm é positivamente homogênea de grau 2 em y.
Similarmente, temos

Rv(y) =yj(yi∂xiG
m
j − 2∂xjG

m − 2GsGmjs +GsjG
m
s )∂xm

=(2yi∂xiG
m − 2yj∂xjG

m − 2GsGms + 2GsGms )∂xm

=0.

Exerćıcio 2.6.8. Nas condições da Proposição 2.6.6, mostre que
Rv(u) = i−1

V (RH(S, uh)),∀v ∈ TM0, u ∈ TxM, onde RH é a forma
de curvatura de Γ, S = yi∂xi − 2Gi∂yi é o spray de (M,F ) e uh =
iH(u) ∈ Hv é o levantamento horizontal de u em Hv.

Pelo Corolário 2.5.21 e Proposições 2.5.23 e 2.6.6, podemos es-
tudar as propriedades da curvatura de Riemann {Rv, v ∈ TM0},
considerando a conexão de Berwald

◦
D. Seja Rk

m
ij definido por

◦
R (δxi , δxj )δxk = Rk

m
ij∂ym .
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Exerćıcio 2.6.9. Mostre que ∀i, j, k,m valem

(i) Rk
m
ij = ∂xiG

m
jk−GsiGmjks+GsjkGmis−∂xjGmik+GsjG

m
iks−GsikGmjs.

(ii) Rk
m
ji = −Rkmij .

(iii) Rk
m
ij +Ri

m
jk +Rj

m
ki = 0. (Identidade de Bianchi)

Definimos

Rmj := yi∂xiG
m
j − 2∂xjG

m − 2GsGmjs +GsjG
m
s . (2.87)

Note que
Rv(u) = Rmju

j∂xm .

Definimos também as seguintes contrações:

Rmij := ykRk
m
ij =∂xiG

m
j +GsjG

m
is − ∂xjGmi −GsiGmjs.

Rk
m
i := Rk

m
ijy

j =∂xiG
m
k +GskG

m
is − yj∂xjGmik

+ 2GsGmiks −GsikGms .
(2.88)

Exerćıcio 2.6.10. Mostre que

(i) Rmi = −Rmijyj.

(ii) Rmij = 1
3 (∂yiR

m
j − ∂yjRmi)

Lema 2.6.11. Valem as seguintes igualdades:

(i) EymR
m
ij = 0.

(ii) gpmR
m
j = EymRp

m
j.

(iii) gpmR
m
j = gjmR

m
p.

Demonstração. Temos

Rmij =ykRk
m
ij

=∂xiG
m
j +GsjG

m
is − ∂xjGmi −GsiGmjs.

(2.89)

Por outro lado, sabemos que para todo i fixo, vale

Exi = EymG
m
i . (2.90)
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Logo
Exixj = EymxjG

m
i + Eym∂xjG

m
i ,

Exjxi = EymxiG
m
j + Eym∂xiG

m
j ,

o que implica que

Eym∂xiG
m
j − Eym∂xjGmi + EymxiG

m
j − EymxjGmi = 0. (2.91)

Da mesma forma, temos

Exiym = gsmG
s
i + EysG

s
im, (2.92)

Exjym = gsmG
s
j + EysG

s
jm, (2.93)

o que implica que

EymxiG
m
j − EymxjGmi =gsmG

s
iG

m
j + EysG

s
imG

m
j

− gsmGsjGmi − EysGsjmGmi
=EysG

s
imG

m
j − EysGsjmGmi .

(2.94)

Usando (2.89), (2.91) e (2.94), obtemos

0 =Eym(∂xiG
m
j − ∂xjGmi +GmisG

s
j −GmjsGsi )

=EymR
m
ij ,

o que prova (i).
Derivando (2.92) em relação a yp , obtemos

∂xigmp = gmpsG
s
i + gsmG

s
ip + gspG

s
im + EysG

s
imp. (2.95)

Derivando (2.91) em relação a yp, chegamos a

gmp∂xiG
m
j + Eym∂xiG

m
jp − gmp∂xjGmi − Eym∂xjGmip

= ∂xjgmpG
m
i + EymxjG

m
ip − ∂xigmpGmj − EymxiGmjp.

(2.96)

Contraindo (2.96) com yi e depois usando (2.92) e (2.95), temos

gmpy
i∂xiG

m
j + Eymy

i∂xiG
m
jp − 2gmp∂xjG

m − Eym∂xjGmp
= 2(gmpsG

s
j + gsmG

s
jp + gspG

s
jm + EysG

s
jmp)G

m

+(gsmG
s
j + EysG

s
jm)Gmp − (2gsmG

s + EysG
s
m)Gmjp

−(2gmpsG
s + gsmG

s
p + gspG

s
m)Gmj .

(2.97)
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Simplificando (2.97), chegamos a

gmp(y
i∂xiG

m
j − 2∂xjG

m − 2GsGmjs +GsjG
m
s )

=Eym(−yi∂xiGmjp + ∂xjG
m
p + 2GmjspG

s +GmjsG
s
p −Gms Gsjp).

(2.98)

Comparando (2.98) com (2.87) e (2.88), concluimos que

gpmR
m
j = EymRp

m
j .

Isso prova (ii).
Pela identidade de Bianchi (veja Exerćıcio 2.6.9), temos

Rp
m
jk +Rj

m
kp +Rk

m
pj = 0. (2.99)

Contraindo (2.99) com yk, temos

Rp
m
j =−Rjmkpy

k − ykRkmpj
=Rj

m
pky

k −Rmpj
=Rj

m
p −R

m
pj .

(2.100)

Usando (i), (ii) e (2.100), concluimos que

gpmR
m
j =EymRp

m
j

=Eym(Rj
m
p −R

m
pj)

=gjmR
m
p,

provando (iii).

Proposição 2.6.12. A curvatura de Riemann Rv é auto-adjunta
com respeito a gv, ou seja,

gv(R
v(u), w) = gv(u,R

v(w)),

∀v = (x, y) ∈ TM0, u, w ∈ TxM .

Demonstração. Denote u = uj∂xj , w = wj∂xj ∈ TxM . Pelo Lema
2.6.11-(iii), temos

gv(R
v(u), w) =gv(R

m
ju
j∂xm , w

p∂xp)

=gpmR
m
ju
jwp

=gjmR
m
pu
jwp

=gv(u
j∂xj , R

m
pw

p∂xm)

=gv(u,R
v(w)).
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2.6.2 A curvatura bandeira

Seja F uma métrica Finsler em M e {Rv, v ∈ TM0} a curvatura de
Riemann. Dados v = (x, y) ∈ TM0 e P ⊂ TxM um plano contendo
y, seja u ∈ P tal que P = span{y, u}.

Definição 2.6.13. Definimos a curvatura bandeira associada a v =
(x, y) ∈ TM0 e ao plano P ⊂ TxM,y ∈ P, por

K(P, v) :=
gv(R

v(u), u)

gv(y, y)gv(u, u)− gv(y, u)2
.

Exerćıcio 2.6.14. Mostre que

(i) K(P, v) não depende de u.

(ii) K(P, λv) = K(P, v),∀λ > 0.

A curvatura bandeira de uma superf́ıcie

No caso em que M é uma superf́ıcie, então a curvatura bandeira
K(P, v) é uma função escalar K(v) em TM0 pois nesse caso P =
TxM . Dado v = (x, y) ∈ F−1(1) ⊂ TM0, seja 0 6= y⊥ ∈ TxM um
vetor tal que gv(y, y

⊥) = 0. Pelo Corolário 2.6.7 e Proposição 2.6.12,
temos

gv(R
v(y⊥), y) = gv(y

⊥, Rv(y)) = gv(y
⊥, 0) = 0.

Segue que
Rv(y⊥) = αy⊥,

para algum α ∈ R, ou seja, y⊥ é um autovetor de Rv associado a α.
A seguir mostramos que α coincide com a curvatura bandeira K(v).

Proposição 2.6.15. A curvatura flag K(v) é o autovalor de Rv

associado ao autovetor y⊥.

Demonstração. Temos que

K(v) =
gv(R

v(y⊥), y⊥)

gv(y, y)gv(y⊥, y⊥)− gv(y, y⊥)2
=

gv(αy
⊥, y⊥)

F 2(v)gv(y⊥, y⊥)
= α.
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Caṕıtulo 3

Teoria de Morse e
algumas aplicações

Neste caṕıtulo discutimos as aplicações mais rudimentares da teoria
de Morse do funcional de energia ao estudo da topologia de uma
variedade munida de uma métrica Finsler. Nosso intuito é dar um
panorama rápido e intuitivo da teoria e, sendo assim, em diversos
momentos apenas daremos um esboço das demonstrações.

3.1 Rudimentos em teoria de Morse

Sejam X uma variedade diferenciável e f : X → R uma função
diferenciável. Talvez possa ser dito que teoria de Morse está ocupada
principalmente com dois tipos de questões:

I) O que podemos concluir sobre a topologia de X se tivermos
informação sobre a estrutura do conjunto dos pontos cŕıticos
de f?

II) O que podemos concluir sobre a estrutura do conjunto dos pon-
tos cŕıticos de f se tivermos informação sobre a topologia de X?

Sob este ponto de vista se justifica pensar teoria de Morse como
uma espécie de cálculo variacional global, termo este que foi usado
originalmente por Morse [31].

60
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Passemos agora às noções mais rudimentares da teoria. Denote-
mos n = dimX.

Definição 3.1.1. Um ponto p ∈ X é dito um ponto cŕıtico de f
se df |p = 0. Um número c ∈ R é dito valor cŕıtico de f se existe
algum ponto cŕıtico p de f tal que f(p) = c. Se c ∈ R não é valor
cŕıtico então c é chamado de valor regular. O ponto cŕıtico p é dito
não-degenerado se a Hessiana

d2f |p : TpM × TpM → R

de f em p dada por

d2f |p =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣
p

dxi ⊗ dxj

tiver núcleo trivial. Aqui as derivadas parciais são tomadas em relação
a um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em torno de p. O ı́ndice de
Morse de p, denotado por µ(p), é a dimensão do subespaço maximal
de TpM onde d2f |p é negativa-definida.

Exerćıcio 3.1.2. Mostre que a definição da Hessiana de f em um
ponto cŕıtico dada acima não depende da escolha do sistema de coor-
denadas.

Definição 3.1.3. f é dita uma função de Morse se todos os seus
pontos cŕıticos são não-degenerados.

Exerćıcio 3.1.4. Considere S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}
e f : S2 → R dada por f(x, y, z) = z. Mostre que f é Morse e calcule
o ı́ndice de Morse de seus pontos cŕıticos.

Para cada a ∈ R considere X≤a = {x ∈ X | f(x) ≤ a}. A ob-
servação fundamental em teoria de Morse é a seguinte:

Sob hipóteses razoáveis, a topologia de X≤a muda somente
quando a passa por um valor cŕıtico de f e, quando isto
ocorre, existe uma boa descrição de como se dá esta mu-
dança.

O seguinte enunciado nos dá uma versão mais precisa deste fato
fundamental.
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Teorema 3.1.5. [29, teoremas 3.1, 3.2 e 3.5]
Seja X uma variedade sem bordo. São válidas as seguintes afirmações.

a) Se f−1([a, b]) é compacto e livre de pontos cŕıticos de f então
existe uma aplicação suave h : [0, 1] × X≤b → X≤b tal que,
denotando ht(x) = h(t, x), temos h0(x) = x ∀x ∈ X≤b, ht(x) =
x ∀(t, x) ∈ [0, 1] × X≤a, ht é um mergulho para todo t < 1,
h1(X≤b) = X≤a. Além disto, X≤a e X≤b são difeomorfos.

b) Sejam c um valor cŕıtico de f e ε > 0 tal que c é o único valor
cŕıtico de f em [c−ε, c+ε]. Se f−1([c−ε, c+ε]) é compacto con-
tendo somente pontos cŕıticos não-degenerados, então X≤c+ε é
homotopicamente equivalente ao espaço obtido pela adição de
uma µ(p)-célula a X≤c−ε para cada ponto cŕıtico p ∈ f−1(c).

c) Suponha que X≤a é compacto para todo a ∈ R, e que f é Morse.
Então X é homotopicamente equivalente a um CW-complexo
com precisamente uma µ(p)-célula para cada ponto cŕıtico p.

Para uma definição precisa das noções de célula, CW-complexo
etc referimos o leitor a [13]. O teorema acima nos dá os exemplos
mais básicos de respostas para as questões I) e II) feitas acima.

Exerćıcio 3.1.6. Use o teorema acima para provar que o número de
pontos cŕıticos de uma função de Morse em uma variedade compacta e
sem bordo é pelos igual à soma dos seus números de Betti. (Dica: use
o fato de que a homologia celular de um CW-complexo é isomorfa à
sua homologia singular.) Esta cota mı́nima sempre pode ser atingida?
(Não, dê um contra-exemplo.)

Observação 3.1.7. No estudo do funcional de energia associado a
uma métrica Finsler faremos uso do fato que o teorema acima vale
sob as seguintes hipóteses mais fracas:

• f é de classe C1, e todos os pontos cŕıticos de f estão contidos
em um aberto U ⊂ X tal que f |U é de classe C∞.

Sob estas hipóteses, no item a) será apenas posśıvel dizer que h e o
difeomorfismo X≤b ' X≤a são de classe C1, e no item c) precisamos
pedir que f |U seja Morse.
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3.2 Geometria Finsler: uma rápida re-
visão

Para conveniência do leitor tomamos um momento para fixarmos a
notação a ser utilizada neste caṕıtulo, e revisar algumas definições
discutidas nos caṕıtulos anteriores.

Seja M uma n-variedade munida de uma métrica Finsler F , que
será fixada pelo restante deste caṕıtulo. Denotando por π : TM →M
a projeção no ponto base e por Z a seção nula, para cada v ∈ TM0 =
TM \ Z temos o produto interno gv(·, ·) em Tπ(v)M dado por

gv(w1, w2) =
1

2

∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
s=t=0

F 2(v + sw1 + tw2). (3.1)

A forma de Hilbert λH ∈ Ω1(TM0) é dada por

λH |v · ζ = gv(v, dπ · ζ) (3.2)

para todo v ∈ TM0 e ζ ∈ TvTM . Lembre que ω = dλH é uma forma
simplética em TM0 e associado à função energia cinética

E : TM0 → R E(v) = 1
2F

2(v) (3.3)

temos seu campo Hamiltoniano S, que é determinado pela equação

iSdλH = −dE.

Relembremos o isomorfismo linear ivV : Tπ(v)M → Vv dado por

ivV(w) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(v + tw). (3.4)

Sabemos que S é um spray, isto é, satisfaz

J S = C LCS = S (3.5)

onde J denota a estrutura tangente canônica em TTM definida
em (2.2), e C é o campo vertical em TM definido por C|v = ivV(v).
S é chamado de spray geodésico associado a F .



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 64 — #72 i
i

i
i

i
i

64 [CAP. 3: TEORIA DE MORSE E ALGUMAS APLICAÇÕES

Lembremos que o spray S induz uma conexão de Grifone por

ΓS = −LSJ (3.6)

que pode ser vista como uma 1-forma tomando valores em TTM
definida em TM0. Isto segue do fato que as equações (3.5) implicam

(ΓS)2 = I ker(ΓS + I) = V. (3.7)

Temos então a decomposição

TTM0 = H⊕ V onde H = ker(ΓS − I) (3.8)

que determina projeções

PH : TTM0 → H PV : TTM0 → V (3.9)

que variam suavemente com o ponto base v ∈ TM0.
Em coordenadas naturais (x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) de TM

associadas a um sistema de coordenadas x = (x1, . . . , xn) em M os
coeficientes de S são denotados por

S = yi∂xi − 2Gi∂yi (3.10)

e, como S é spray, vale que os Gi(x, y) são funções positivamente
homogêneas em y de grau 2: Gi(x, ty) = t2Gi(x, y) ∀t > 0. Por
conseguinte, a funções

Γij = ∂yjG
i (3.11)

são positivamente homogêneas em y de grau 1. Também valem

ΓS · ∂yi = −∂yi ΓS · ∂xi = ∂xi − 2Γji∂yj (3.12)

e

PH · ∂xi = δxi = ∂xi − Γji∂yj PV · ∂xi = Γji∂yj . (3.13)

Definição 3.2.1. Se M é conexa então definimos a função distância
associada a F por

θ : M ×M → [0,+∞), θ(p, q) = inf
∫ 1

0
F (γ̇)dt (3.14)

onde o ı́nfimo acima é tomado sobre todas as curvas diferenciáveis
γ : [0, 1] → M satisfazendo γ(0) = p, γ(1) = q. Se M não é conexa
então θ também assume o valor +∞. Note que, em geral, θ não é
simétrica: θ(p, q) 6= θ(q, p).
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Observação 3.2.2. No interessante trabalho [38] são estudadas ex-
tensões de resultados clássicos da teoria de submersões Riemannia-
nas para o contexto de sistemas Hamiltonianos mais gerais através de
curvas fanning. Em particular, são obtidas fórmulas de O’Neill neste
contexto mais geral. Além disso, [38] também serve como uma boa e
rápida introdução aos conceitos mais básicos em geometria Finsler.

3.3 Derivada covariante ao longo de uma
geodésica

Dado um campo de vetores Y em uma variedade Q qualquer, pode-
mos definir a derivada de Lie de um campo de vetores W (t) ∈ Tc(t)M
ao longo de uma trajetória c(t) de Y (ċ = Y ◦ c) pela fórmula

LYW (t) = lim
h→0

W (t)− dφh ·W (t− h)

h
(3.15)

onde aqui denotamos por φt o fluxo de Y .
Apliquemos esta definição à nossa situação. Se γ(t) é uma geodési-

ca de F então podemos levantar um campo qualquer W (t) ao longo

de γ para um campo vertical W̃ (t) = iγ̇V(W (t)) ao longo da trajetória
t 7→ γ̇(t) ∈ Tγ(t)M do spray geodésico S. Deste modo definimos a
derivada covariante de W ao longo de γ por

DγW

dt
= (iγ̇V)−1(PV · LSW̃ ). (3.16)

O seguinte lema nos será útil para cálculos expĺıcitos em coordenadas.

Lema 3.3.1. Em coordenadas naturais de TM associadas a um sis-
tema de coordenadas de M temos

DγW

dt
(t) = (Ẇ i + Γij(x, ẋ)W j)∂xi

onde x(t) são as coordenadas de γ(t), W (t) = W i(t)∂xi e Γij são os
coeficientes da projeção vertical como em (3.13).

Demonstração. Em coordenadas naturais (x, y) o campo S é repre-
sentado como S(x, y) = (y,−2G(x, y)). Denotando por ϕSt o fluxo de
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S, o fluxo linearizado associado satisfaz

d

dt
DϕSt = DS(ϕSt )DϕSt =

(
0 I

−2DxG −2DyG

)
DϕSt (3.17)

onde as matrizes DxG e DyG são avaliadas em (x, ẋ). O campo verti-

cal W̃ (t) = iγ̇V(W (t)) é representado nestas coordenadas por (0, ~W (t))

onde ~W (t) = (W 1(t), . . . ,Wn(t)). Derivando

h 7→ DϕS−h · (0, ~W (t+ h))

em h = 0 e usando a EDO linear (3.17) satisfeita por DϕSt concluimos
que o vetor LSW̃ é representado nestas coordenadas por

LSW̃ ' −W i∂xi + (Ẇ i + 2(∂yjG
i)W j)∂yi .

De (3.11) e da fórmula (3.13) para PV · ∂xi segue que

PV · LSW̃ = (Ẇ i + ΓijW
j)∂yi .

Pela definição de iV temos a conclusão desejada.

3.4 Campos de Jacobi e o fluxo geodésico
linearizado

Aqui estudamos as relações entre o endomorfismo de curvatura de
uma métrica Finsler e o fluxo linearizado do spray geodésico. Asso-
ciada à distribuição horizontal temos a forma de curvatura R dada
pela fórmula

R(X,Y ) = PV [PHX,PHY ] (3.18)

onde X,Y são campos de vetores em TM0. A expressão acima é
C∞(TM0)-linear e, consequentemente, define uma 2-forma em TM0

tomando valores em V.

Exerćıcio 3.4.1. Mostre que H é integrável se, e somente se, R ≡ 0.

Exerćıcio 3.4.2. Suponha que F (v) =
√
g(v, v) onde g é uma métrica

Riemanniana em M . Se R ≡ 0 então numa vizinhança de todo
ponto de M podemos encontrar coordenadas (u1, . . . , un) tais que
g =

∑n
i=1 du

i ⊗ dui.
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Definição 3.4.3. O endomorfismo de curvatura de F na direção de
v ∈ TM0 é o operador linear

Rv : Tπ(v)M → Tπ(v)M dado por ivV(Rv(u)) = R(S, uh) (3.19)

onde uh ∈ Hv é unicamente determinado por dπ · uh = u.

O lema seguinte nos será bastante útil.

Lema 3.4.4. Sejam v ∈ TM0 e u ∈ Tπ(v)M , e tome coordenadas
(x1, . . . , xn) de M em torno de π(v). Se v = yi∂xi e u = ui∂xi então
vale

Rv(u) = {(2∂xkGr − yi(∂xiΓrk) + 2Gs(∂ysΓ
r
k)−ΓskΓrs)u

k}∂xr . (3.20)

Demonstração. Sejam X = Xi∂xi +Y i∂yi e J = J i∂xi +Ki∂yi cam-
pos em TM0 representados em coordenadas naturais, de forma que
temos PHX = Xiδxi e PHJ = J iδxi . Aqui δxi são os campos dados
em (3.13). As propriedades do colchete de Lie nos dão

[PHX,PHJ ] = Xi(δxiJ
k)δxk − Jk(δxkX

i)δxi +XiJk[δxi , δxk ]

onde usamos a convenção de Einstein em cada termo separadamente.
Segue imediatamente que

R(X, J) = XiJkR(δxi , δxk). (3.21)

É claro que a identidade acima segue também do fato de R ser um
tensor. O vetor [δxi , δxk ] tem coordenadas

[δxi , δxk ] = [∂xi − Γri ∂yr , ∂xk − Γsk∂ys ]

= [∂xi , ∂xk ]− [∂xi ,Γ
s
k∂ys ]− [Γri ∂yr , ∂xk ] + [Γri ∂yr ,Γ

s
k∂ys ]

= −(∂xiΓ
s
k)∂ys − Γks [∂xi , ∂ys ] + (∂xkΓri )∂yr

+ Γri [∂xk , ∂yr ] + Γri (∂yrΓ
s
k)∂ys − Γsk(∂ysΓ

r
i )∂yr

− ΓskΓri [∂ys , ∂yr ]

= (∂xkΓri − ∂xiΓrk + Γsi (∂ysΓ
r
k)− Γsk(∂ysΓ

r
i ))∂yr

(3.22)
Tomando X = S temos Xi = yi. Plugando em (3.21) e usando (3.22)
obtemos

R(S, J) = {yiJk(∂xkΓri − ∂xiΓrk + Γsi (∂ysΓ
r
k)− Γsk(∂ysΓ

r
i ))}∂yr .



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 68 — #76 i
i

i
i

i
i

68 [CAP. 3: TEORIA DE MORSE E ALGUMAS APLICAÇÕES

Substituindo as identidades yiΓmi = 2Gm e yi∂ysΓ
r
i = Γrs obtemos

R(S, J) = {Jk(2∂xkG
r − yi∂xiΓrk + 2Gs(∂ysΓ

r
k)− ΓskΓrs)}∂yr (3.23)

como desejado.

Seja γ(t) uma geodésica não-constante de F . Um campo de Jacobi
ao longo de γ é um campo de vetores J(t) ao longo de γ que satisfaz
a EDO linear

D2
γJ

dt2
+Rγ̇(J) = 0, (3.24)

chamada de equação de Jacobi.

Exerćıcio 3.4.5. Dado v ∈ TM0, seja vh o único vetor em Hv
satisfazendo dπ · vh = v. Mostre que vh coincide com S avaliado em
v. Conclua que Rv(v) = 0, ∀v ∈ TM0 e que t 7→ γ̇(t) e t 7→ tγ̇(t) são
campos de Jacobi ao longo da geodésica γ(t).

Usando as projeções (3.9), podemos definir um isomorfismo linear

Θv : TvTM0 → Tπ(v)M × Tπ(v)M (3.25)

para todo v ∈ TM0, que é bastante conveniente para representar
vetores no fibrado bitangente. Este isomorfismo é definido por

Θv · ζ = ((ivV)−1 ◦ PV · ζ, dπ ◦ PH · ζ) ζ ∈ TvTM0. (3.26)

A relação entre o fluxo linearizado de S e os campos de Jacobi
está contida no seguinte enunciado.

Teorema 3.4.6. Seja ϕSt o fluxo do spray geodésico S em TM0, e
fixe v ∈ TM0. Considere um vetor ζ(0) ∈ TvTM0 qualquer e defina
ζ(t) = dϕSt · ζ(0). Seja γ(t) a geodésica determinada por γ̇(0) = v, e
seja J o campo de Jacobi ao longo de γ unicamente determinado por

Θv · ζ(0) =
(
DγJ
dt (0), J(0)

)
. Então vale que

Θγ̇(t) · ζ(t) =

(
DγJ

dt
(t), J(t)

)
∀t. (3.27)
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Demonstração. Como na demonstração do Lema 3.4.4, o campo S
se escreve em coordenadas naturais como S(x, y) = (y,−2G(x, y)).
Defina J(t) = dπ◦PH ·ζ(t). Representando ζ(t) = J i(t)∂xi+K

i(t)∂yi
nestas coordenadas temos J(t) = J i(t)∂xi . Considerando

~ζ(t) = ( ~J(t), ~K(t)) ∈ Rn × Rn

onde ~J = (J1, . . . , Jn) e ~K = (K1, . . . ,Kn), temos a equação do fluxo
linearizado

d

dt
~ζ = DS(x, ẋ) · ~ζ

onde x(t) é a representação de γ. Usando a expressão local de DS

descrita em (3.17), obtemos Kr = J̇r e a EDO para ~ζ é um sistema
linear de segunda ordem para os Jr:

0 = J̈r + 2(∂xiG
r)J i + 2(∂yiG

r)J̇ i

= J̈r + 2(∂xiG
r)J i + 2Γri J̇

i
(3.28)

onde as derivadas parciais dos Gr são avaliadas no ponto (x, ẋ).
Usando a expressão da derivada covariante dada pelo Lema 3.3.1
obtem-se

J̈r =
d

dt

[(
DγJ

dt

)r
− ΓrkJ

k

]
=

(
D2
γJ

dt2

)r
− Γrk

(
DγJ

dt

)k
− d

dt
(ΓrkJ

k)

=

(
D2
γJ

dt2

)r
− Γrk(J̇k + Γkl J

l)

− ((∂xlΓ
r
k)ẋl + (∂ylΓ

r
k)ẍl)Jk − ΓrkJ̇

k

=

(
D2
γJ

dt2

)r
− 2ΓrkJ̇

k − Γrl Γ
l
kJ

k − (∂xlΓ
r
k)ẋlJk + 2(∂ylΓ

r
k)GlJk

onde na última igualdade substituimos ẍl + 2Gl(x, ẋ) = 0. Pela
equação (3.28) podemos somar 2(∂xkG

r)Jk + 2ΓrkJ̇
k nos dois lados

da identidade acima e obter 0, isto é,

0 =

(
D2
γJ

dt2

)r
+{2∂xkGr+2(∂ylΓ

r
k)Gl−(∂xlΓ

r
k)ẋl−Γrl Γ

l
k}Jk. (3.29)
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Comparando com (3.20) e escrevendo Rγ̇(J) = Rγ̇(J)r∂xr esta iden-
tidade se reescreve como

0 =

(
D2
γJ

dt2

)r
+Rγ̇(J)r (3.30)

ou seja, J(t) é campo de Jacobi. Como Kr = J̇r usamos (3.13) e

obtemos (iγ̇V)−1(PV · ζ(t)) =
DγJ
dt como desejado.

Corolário 3.4.7. Seja γ : (−ε, ε) × [a, b] → M uma variação suave
da geodésica não-constante γ0(t) = γ(0, t) por geodésicas. Então t 7→
∂sγ(0, t) é um campo de Jacobi ao longo de γ0.

3.5 Pontos conjugados, aplicação
exponencial e seus pontos cŕıticos

Assumamos que o fluxo de S é completo, por exemplo este é o caso
quando M é compacta e sem bordo. A aplicação exponencial associ-
ada à métrica Finsler F é dada por

exp : TM →M v 7→ exp(v) = π ◦ ϕS1 (v) (3.31)

onde ϕSt denota o fluxo do spray geodésico S. Geometricamente,
exp(v) = γ(1), onde γ(t) é a geodésica com condição inicial γ̇(0) = v.
O mapa exp está bem-definido e é de classe C1 pois o spray S é campo
de classe C1 em TM . É óbvio que S e exp são C∞ em TM0. Como
exp é a composta de um difeomorfismo e uma submersão, segue que
exp não tem valores cŕıticos. Fixando p ∈M denotaremos por

expp = exp |TpM : TpM →M (3.32)

a restrição de exp a TpM .

Lema 3.5.1. Suponha M fechada. Para δ > 0 suficientemente pe-
queno a aplicação

π × exp : F−1([0, δ))→M ×M, v 7→ (π(v), exp(v))

define um difeomorfismo C1 entre F−1([0, δ)) e uma vizinhança aberta
∆δ da diagonal.
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Demonstração. É óbvio que d expp |0 : T0(TpM) ' TpM → TpM é
a identidade, para todo p. Logo a diferencial da aplicação π × exp
calculada no espaço tangente de TM em um ponto da seção nula
é isomorfismo linear. A conclusão segue usando a compacidade da
seção nula e o teorema da função inversa.

Observação 3.5.2. É fácil demonstrar que existe δ′ ∈ (0, δ) tal que
θ(p, q) < δ′ ⇒ (p, q) ∈ ∆δ. Nas próximas seções seremos capazes de
provar que ∆δ = {(p, q) ∈M ×M | θ(p, q) < δ}.

É bastante relevante e interessante estudar quanto que expp fa-
lha em ser um difeomorfismo. Por exemplo, exatamente como em
geometria Riemanniana, é posśıvel usar a equação de Jacobi para
estudar relacões entre curvatura e os pontos cŕıticos de expp. A
conexão se dá da seguinte forma: dado v ∈ TpM \ {0}, um vetor
ζ ∈ Tv(TpM) = Vv ⊂ TvTM é vertical e, como tal, se representa por
Θv · ζ = (w, 0) através do isomorfismo (3.25). Deste modo segue do
Teorema 3.4.6 que

Θγ̇(t) · dϕSt · ζ =

(
DγJ

dt
(t), J(t)

)
onde γ(t) é a geodésica satisfazendo γ̇(0) = v e J(t) é o único campo

de Jacobi ao longo de γ satisfazendo J(0) = 0 e
DγJ
dt (0) = w.

Lema 3.5.3. Vale a fórmula

d expp |tv · tw = J(t) ∀t ≥ 0 (3.33)

onde aqui identificamos Tv(TpM) ' TpM .

Demonstração. Para cada λ ∈ R \ {0} temos o difeomorfismo

φλ : TM → TM dado por φλ(v) = λv

que é representado em coordenadas naturais por φλ(x, y) = (x, λy).
De S(x, y) = (y,−2G(x, y)) conclui-se que S ◦φλ = dφλ ·λS pois G é
positivamente homogênea de grau 2 em y. Integrando esta identidade
obtemos ϕSt ◦φλ = φλ ◦ϕSλt para todo λ 6= 0 e t. Substituindo t = 1 e
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chamando λ de t encontramos ϕS1 ◦ φt = φt ◦ ϕSt , ∀t > 0. A inclusão
TpM ' Tv(TpM) ⊂ TvTM é dada por

w ' Θ−1
v · (w, 0) = ivV(w).

Notando que itvV (tw) = dφt · ivV(w) finalmente obtemos

d(expp)|tv · tw = d(π ◦ ϕS1 )|tv · tw
' d(π ◦ ϕS1 ) · itvV (tw)

= d(π ◦ ϕS1 ◦ φt) · ivV(w)

= d(π ◦ φt ◦ ϕSt ) · ivV(w)

= d(π ◦ ϕSt ) ·Θ−1
v · (w, 0)

= dπ ·Θ−1
γ̇(t) ·

(
DγJ

dt
(t), J(t)

)
= J(t).

Na penúltima igualdade o Teorema 3.4.6 foi usado.

Motivados pelo lema acima fazemos aqui a seguinte definição
clássica.

Definição 3.5.4. Sejam v ∈ TpM \{0}, γ(t) a geodésica satisfazendo
γ̇(0) = v, e t0 > 0. O ponto q = γ(t0) é dito conjugado a p ao longo
de γ se existe um campo de Jacobi J(t) ao longo de γ que não é
identicamente nulo e satisfaz J(0) = 0, J(t0) = 0.

Como consequência do Lema 3.5.3 obtemos

Lema 3.5.5. O ponto q ∈M é um valor cŕıtico de expp se, e somente
se, for conjugado a p ao longo de alguma geodésica γ(t) satisfazendo
γ(0) = p.

Corolário 3.5.6. Para todo p ∈M o conjunto dos pontos conjugados
a p por alguma geodésica tem medida nula.

Demonstração. Aplicação direta do teorema de Sard para aplicações
C1 entre espaços de mesma dimensão.

Observação 3.5.7. Note que, diferentemente do caso Riemanniano
ou reverśıvel, t 7→ expp(tv) coincide com a geodésica γ(t) satisfazendo
γ̇(0) = v somente para t ≥ 0. Quando t é negativo este fato não é
verdade em geral devido à não-reversibilidade.
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3.6 Espaços de caminhos

Seguimos assumindo que M é compacta e sem bordo. Como de cos-
tume, diremos que uma curva γ : [0, 1] → M é suave ou C∞ por
partes se γ for cont́ınua e existir uma partição P = {t0, t1, . . . , tN}
de [0, 1], 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1, tal que γ|[ti,ti+1] é suave ∀i.
Denotaremos a norma da partição P por ‖P‖ = maxi |ti+1 − ti|. A
energia de uma tal curva é

E(γ) =
1

2

∫ 1

0

F 2(γ̇(t))dt. (3.34)

Nosso objetivo é estudar a teoria de Morse de E em espaços de
curvas em M . Neste sentido, fixados p, q ∈M denotamos

Ω(p, q) = {γ : [0, 1]→M cont́ınua | γ(0) = p, γ(1) = q} (3.35)

Λ(p, q) = {γ ∈ Ω(p, q) | γ é C∞ por partes} (3.36)

e dada uma partição P = {t0, . . . , tN} de [0, 1] denotamos

ΛP (p, q) = {γ ∈ Λ(p, q) | γ|[ti,ti+1] é suave ∀i}. (3.37)

Note que não descartamos a possibilidade de p = q. Escrevendo Ω,
Λ e ΛP por simplicidade, consideramos os conjuntos

Λ≤a = {γ ∈ Λ | E(γ) ≤ a}, Λ≤aP = {γ ∈ ΛP | E(γ) ≤ a}
Λ<a = {γ ∈ Λ | E(γ) < a}, Λ<aP = {γ ∈ ΛP | E(γ) < a}

para a > 0. Dotamos Ω com a topologia C0 e Λ,ΛP com a topolo-
gia W 1,2. Os espaços de caminhos entre p e q descritos acima não
admitem estrutura de variedade de dimensão finita. Para aplicar-
mos o Teorema 3.1.5 à nossa situação precisamos de “aproximações”
destes espaços com dimensão finita. Seguindo [29] definimos

BP = {γ ∈ ΛP | γ|[ti,ti+1] é geodésica ∀i}

B≤aP = {γ ∈ BP | E(γ) ≤ a}
B<aP = {γ ∈ BP | E(γ) < a}.

As topologias em BP , B
≤a
P , B<aP são herdadas de Λ. As curvas em

BP serão chamadas de geodésicas quebradas, e daqui para frente
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poderemos chamar uma geodésica de suave para enfatizar que ela
não é quebrada.

Note que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz estimamos para
todo γ ∈ Λ≤a e partição P = {a = t0, t1, . . . , tN = b}:

θ(γ(ti), γ(ti+1)) ≤
∫ ti+1

ti

F (γ̇(t))dt

≤

√
(ti+1 − ti)

∫ ti+1

ti

F 2(γ̇(t))dt

≤
√

2a‖P‖.

(3.38)

Tomando δ > 0 como no Lema 3.5.1, δ′ como na Observação 3.5.2,
fixando a e supondo que a partição é suficientemente fina de modo
que

√
2a‖P‖ ≤ δ′/2, concluimos que para todo i = 0, . . . , N−1 existe

único vi ∈ Tγ(ti)M satisfazendo F (vi) < δ e expγ(ti)(vi) = γ(ti+1).

Desta maneira se γ ∈ B≤aP então os N − 1 vetores (v0, . . . , vN−2)
determinam γ unicamente e, sendo assim, o espaço B<aP tem natural-
mente estrutura de variedade suave de dimensão n(N−1) compat́ıvel
com a topologia W 1,2. No entanto, note que E : B<aP → R é apenas
de classe C1 com relação a esta estrutura diferenciável em vista da
fórmula

E(γ) =
1

2

N−1∑
i=0

F 2(vi)

ti+1 − ti
. (3.39)

Esta fórmula também deixa claro que E é C∞ no subconjunto aberto
e denso de B<aP que consiste das geodésicas quebradas γ tais que cada
γ|[ti,ti+1] é não-constante.

Lema 3.6.1. Para todo b < a o conjunto B≤bP é compacto em B<aP .

Demonstração. Sejam γn ∈ B<aP tais que supnE(γn) ≤ b. Pela com-
pacidade de M podemos supor que, a menos de uma subsequência,
os pontos γn(ti) convergem para pontos qi. De acordo com nos-
sas estimativas acima, feitas sob a hipótese de que

√
2a‖P‖ ≤ δ′,

concluimos que os pontos p = γn(t0), . . . , γn(tN−1), q = γn(tN ) sa-
tisfazem θ(γn(ti), γn(ti+1)) ≤ δ′/2. Logo θ(qi, qi+1) ≤ δ′/2. Desta
forma os vetores vn0 , . . . , v

n
N−1 em F−1([0, δ)) unicamente determina-

dos por expγn(ti)(v
n
i ) = γn(ti+1) convergem para vetores v0, . . . , vN−1
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em F−1([0, δ)) unicamente determinados por expqi(vi) = qi+1. Note
que vni = (ti+1 − ti)γ̇n(ti). Definindo γ ∈ BP por

γ(t) = expqi

(
t− ti

ti+1 − ti
vi

)
em [ti, ti+1], ∀i = 0, . . . , N − 1

temos que γn → γ em BP e

b ≥ E(γn) =
1

2

N−1∑
i=0

F 2(vni )

ti+1 − ti
→

N−1∑
i=0

F 2(vi)

ti+1 − ti
= E(γ).

3.7 Primeira variação da energia

Considere uma partição P = {t0 = 0 < t1 < · · · < tN = 1} do
intervalo [0, 1], e seja γ : [0, 1] → M uma geodésica quebrada, isto
é, γ é cont́ınua e γ|[ti,ti+1] é geodésica suave, ∀i. Consideraremos
também variações h : (−ε, ε) × [0, 1] → M da curva γ tais que cada
restrição h|(−ε,ε)×[ti,ti+1] é suave, ∀i.

Lema 3.7.1. Se γ(t) é geodésica quebrada como acima e γ̇(t) nunca
se anula então para qualquer variação h de γ temos

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(h(s, ·))

=

N∑
i=1

gγ̇(t−i )(γ̇(t−i ), V (ti))− gγ̇(t+i−1)(γ̇(t+i−1), V (ti−1))

(3.40)

onde V (ti) = ∂sh(0, ti).

A demonstração é um exerćıcio deixado para o leitor, que pode se
referir ao caṕıtulo 1 para o caso do funcional de comprimento.

3.8 Segunda variação da energia

Fixe p, q ∈ M e uma partição P = {t0 = 0 < t1 < . . . , tN = 1}
de [0, 1]. Para cada γ ∈ ΛP (p, q) = ΛP denotamos por TγΛP o
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espaço dos campos de vetores cont́ınuos X : [0, 1] → M ao longo
de γ tais que X(0) = 0, X(1) = 0 e que cada restrição X|[ti,ti+1] é
C∞. Uma variação de γ com extremos fixos é uma aplicação cont́ınua
h : (−ε, ε)× [0, 1]→M tal que h(0, t) = γ(t) ∀t ∈ [0, 1], h(s, 0) = p e
h(s, 1) = q ∀s ∈ (−ε, ε), e que cada restrição h|(−ε,ε)×[ti,ti+1] é suave.
Deste modo ∂sh(0, t) ∈ TγΛP , e todo campo em TγΛP é obtido desta
forma.

Por definição, uma geodésica de F ligando p a q é a projeção
γ(t) de uma trajetória do fluxo do spray geodésico associado a F ,
trajetória esta que começa em p e termina em q.

Seja γ : [0, 1] → M uma geodésica ligando p a q. Uma variação
a dois parâmetros de γ com extremos fixos é uma aplicação cont́ınua
h : (−ε, ε)2×[0, 1]→M tal que h(s, u, 0) = p, h(s, u, 1) = q para todo
(s, t) ∈ (−ε, ε)2, (s, t) 7→ h(s, 0, t) e (u, t) 7→ h(0, u, t) são variações
de γ, e a restrição h|(−ε,ε)2×[ti,ti+1] é suave, ∀i. Para quaisquer dois
campos X,Y ∈ TγΛP existe variação de γ a dois parâmetros h(s, u, t)
com extremos fixos satisfazendo ∂sh(0, 0, t) = X(t) e ∂uh(0, 0, t) =
Y (t).

Observação 3.8.1. As variações de γ discutidas acima dependem
também da partição P , mas por simplicidade na notação não faremos
expĺıcita esta dependência.

Lema 3.8.2. Se h(s, u, t) é variação a dois parâmetros da geodésica
γ não-constante suave que liga p a q então

∂2

∂s∂u

∣∣∣∣
s=u=0

E(h(s, u, ·))

= −
∫ 1

0

gγ̇

(
D2
γX

dt2
+Rγ̇(X), Y

)
dt

−
N−1∑
i=1

gγ̇(ti)

(
DγX

dt
(t+i )− DγX

dt
(t−i ), Y (ti)

) (3.41)

onde X,Y ∈ TγΛP são os campos X = ∂uh(0, 0, t) e Y = ∂sh(0, 0, t).

Observação 3.8.3. A hipótese de γ não ser constante é necessária
para trabalharmos longe da seção nula, e assim podermos derivar F 2

livremente quantas vezes quisermos. Em particular, E(h(s, u, ·)) é
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C2 para (s, u) próximo de (0, 0). Este tipo de preocupação não é
necessária no caso Riemanniano.

Demonstração. Não há perda de generalidade em supor que a partição
é fina o suficiente de forma que cada γ([tl, tl+1]) está contido em uma
carta de M com coordenadas x = (x1, . . . , xn). Sobre esta carta TM
tem coordenadas naturais (x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). Não há
perda de generalidade em fazer as contas em coordenadas para cada
intervalo [tl, tl+1]. Sendo L a Lagrangiana 1

2F
2, a primeira variação

no intervalo [tl, tl+1] fica

dE

ds

∣∣∣∣
s=0

=

∫ tl+1

tl

(
∂xiL−

d

dt

(
∂yiL

))
his dt+ ∆

[(
∂yiL

)
his
]

= −
∫ tl+1

tl

gijh
i
s

(
hjtt + 2Gj

)
dt+ ∆

[
gijh

i
sh
j
t

]
= 0

onde todas as funções gij , G
j etc, são avaliadas no ponto com coorde-

nadas xi = hi, yi = hit, e as funções hi e suas derivadas são avaliadas
em s = u = 0. Aqui l = 0, . . . , N − 1 está fixado, e para uma
dada função f suave em [tl, tl+1] denotamos ∆ [f ] = f(t−l+1)− f(t+l ).
Prosseguindo com o cálculo temos

∂2E

∂u∂s

∣∣∣∣
s=u=0

= −
∫ tl+1

tl

gijh
i
s

(
hjttu + 2(∂xλG

j)hλu + 2(∂yλG
j)hλtu

)
dt

+
d

du

∣∣∣∣
u=0

∆
[
gijh

i
sh
j
t

]
.

Aqui foi fortemente usado que hjtt + 2Gj = 0 quando s = u = 0.
Analisando o integrando acima temos

(A) := hjttu + 2(∂xλG
j)hλu + 2(∂yλG

j)hλtu

= hjttu + 2(∂xλG
j)hλu − 2(∂2

xβyλG
j)hβt h

λ
u

− 2(∂2
yβyλG

j)hβtth
λ
u +

d

dt

(
2(∂yλG

j)hλu
)

= hjttu + 2(∂xλG
j)hλu − 2(∂xβΓjλ)hβt h

λ
u

+ 4(∂yβΓjλ)Gβhλu +
d

dt

(
2Γjλh

λ
u

)
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onde novamente usamos que hβtt + 2Gβ = 0 em s = u = 0. Também
usamos que ∂yλG

j = Γjλ. Para o campo Xj := hju em s = u = 0
vamos substituir a identidade

Ẍj = hjttu =

[
D2
γX

dt2

]j
− Γjr

[
DγX

dt

]r
− d

dt
(ΓjrX

r)

=

[
D2
γX

dt2

]j
− ΓjrẊ

r − ΓjrΓ
r
λX

λ − d

dt
(ΓjrX

r)

na equação anterior e obter

(A) =

[
D2
γX

dt2

]j
− ΓjrẊ

r − ΓjrΓ
r
λX

λ − d

dt
(ΓjrX

r) + 2(∂xλG
j)Xλ

− 2(∂xβΓjλ)γ̇βXλ + 4(∂yβΓjλ)GβXλ +
d

dt

(
2ΓjλX

λ
)

Note que γβ = hβ , γ̇β = hβt em s = u = 0. Usando a expressão de
Rγ̇(X) dada em (3.20) obtemos finalmente

(A) =

[
D2
γX

dt2

]j
+Rγ̇(X)j − ΓjλẊ

λ +
d

dt
(ΓjλX

λ)

− (∂xβΓjλ)γ̇βXλ + 2(∂yβΓjλ)GβXλ

=

[
D2
γX

dt2

]j
+Rγ̇(X)j .

Denotando Y i = his em s = u = 0 o substituindo (A) na fórmula

para ∂2E
∂u∂s

∣∣∣
s=u=0

acima temos

∂2E

∂u∂s

∣∣∣∣
s=u=0

= −
∫ tl+1

tl

gijY
i

[
D2
γX

dt2
+Rγ̇(X)

]j
dt

+
d

du

∣∣∣∣
u=0

∆
[
gijY

iγ̇j
]
.

(3.42)

A análise to termo d
du

∣∣
u=0

∆
[
gijY

iγ̇j
]

é fácil e deixada a cargo do
leitor. Somando em l a conclusão segue.
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Façamos uma pausa em nossa discussão para provar a simetria do
endomorfismo de curvatura usando argumentos variacionais. Como o
leitor poderá ver, esta nova demonstração usa aspectos de geometria
simplética por trás da geometria Finsler.

Lema 3.8.4. Vale a fórmula

gv(R
v(w1), w2) = gv(w1, R

v(w2))

para todos os vetores v ∈ TM0 e w1, w2 ∈ Tπ(v)M .

Demonstração. Sendo os cálculos locais é óbvio que esta afirmação
será provada para qualquer métrica Finsler em qualquer variedade.
Fixe δ0 > 0 tal que a geodésica γ(t) satisfazendo γ̇(0) = v está defi-
nida em [0, δ0], e escolha variação a dois parâmetros suave h(s, u, t)
definida para (s, u, t) ∈ (−ε, ε)2×[0, δ0]→M satisfazendo h(0, 0, t) =
γ(t), hu(0, 0, 0) = w1, hs(0, 0, 0) = w2. Não há perda de generalidade
supormos que h toma valores no domı́nio de um sistema de coorde-
nadas (x1, . . . , xn) de M . Estas coordenadas induzem naturalmente
coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) em TM . Além disso podemos
ainda supor que os campos t 7→ X(t) = hu(0, 0, t) e t 7→ Y (t) =
hs(0, 0, t) são paralelos, isto é,

DγX

dt
=
DγY

dt
≡ 0.

Integrando por partes a fórmula (3.42) no intervalo [0, δ], com
0 < δ < δ0, e subtraindo o resultado obtido trocando X por Y , e
usando o Lema 2.5.27 encontramos

0 =
∂2E

∂u∂s

∣∣∣∣
s=u=0

− ∂2E

∂s∂u

∣∣∣∣
s=u=0

= −
∫ δ

0

gγ̇(Y,Rγ̇(X))− gγ̇(X,Rγ̇(Y )) dt

+
d

du

∣∣∣∣
u=0

∆ [gγ̇(Y, γ̇)]− d

ds

∣∣∣∣
s=0

∆ [gγ̇(X, γ̇)]

onde ∆(f) = f(δ)−f(0). Dividindo por δ e tomando o limite quando
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δ → 0 obtemos

0 = gv(w2, R
v(w1))− gv(w1, R

v(w2))

+
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
d

du

∣∣∣∣
u=0

gγ̇(Y, γ̇)− d

ds

∣∣∣∣
s=0

gγ̇(X, γ̇)

]
= gv(w2, R

v(w1))− gv(w1, R
v(w2)) + (B).

Resta provar que (B) = 0. Para tal considere a aplicação

(s, u, t) 7→ f(s, u, t) = hit∂xi ∈ TM

onde hit está avaliado em (s, u, t). Considere também os campos ao
longo de f dados por

(s, u, t) 7→ X̃(s, u, t) = hiuδxi ∈ Tf(s,u,t)TM

(s, u, t) 7→ Ỹ (s, u, t) = hisδxi ∈ Tf(s,u,t)TM

onde novamente hiu, h
i
s estão avaliadas em (s, u, t). Aqui δxi são os

campos horizontais (3.13). Consideremos também as derivadas par-
ciais fu = hiu∂xi + hitu∂yi e fs = his∂xi + hits∂yi . Note que

PV · fu =
(
DγX
dt

)i
∂yi = 0, PV · fs =

(
DγY
dt

)i
∂yi = 0 em (0, 0, t)

e PH ·fu = X̃, PH ·fs = Ỹ de onde segue que fu = X̃, fs = Ỹ quando
avaliamos em u = s = 0. Sendo assim

(B) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
d

du

∣∣∣∣
u=0

(λH ◦ f) · Ỹ − d

ds

∣∣∣∣
s=0

(λH ◦ f) · X̃
]

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
d

du

∣∣∣∣
u=0

(λH ◦ f) · fs −
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(λH ◦ f) · fu
]

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
d

du

∣∣∣∣
u=0

f∗λH · ∂s −
d

ds

∣∣∣∣
s=0

f∗λH · ∂u
]

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[d(f∗λH)(∂u, ∂s)]u=s=0

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
(dλH ◦ f)(X̃, Ỹ )

]
u=s=0
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onde λH é a forma de Hilbert. A prova termina notando que X̃, Ỹ ∈
H e que H é Lagrangiano em relação à forma simplética1 dλH , de
onde se conclui que t 7→ (dλH ◦ f)(X̃, Ỹ ) se anula identicamente
quando u = s = 0.

Seja γ uma geodésica suave ligando p a q. Se p = q assumamos
que γ não é constante. Dados X,Y ∈ TγΛP denotaremos

d2E|γ(X,Y ) =
∂2

∂s∂u

∣∣∣∣
s=u=0

E(h(s, u, ·)) (3.43)

onde h(s, u, t) é variação a dois parâmetros de γ com extremos fixos
satisfazendo X(t) = ∂uh(0, 0, t) e Y (t) = ∂sh(0, 0, t). Então d2E|γ
define forma bilinear simétrica no espaço vetorial TγΛP .

Observação 3.8.5. Sejam P, P ′ duas partições de [0, 1]. Se P ′ refina
P então vale que ΛP ⊂ ΛP ′ . Analogamente, se c ∈ ΛP então TcΛP ⊂
TcΛP ′ . Note que {0, 1} é partição trivial de [0, 1], de modo que Λ{0,1}
é o conjunto das curvas suaves ligando p a q e, dado c ∈ Λ{0,1},
TcΛ{0,1} é o conjunto dos campos de vetores suaves ao longo de c que
se anulam nos extremos.

Definição 3.8.6. O ı́ndice de uma geodésica suave e não-constante
γ : [0, 1] → M ligando p a q é a dimensão do subespaço de TγΛ{0,1}
que é maximal com relação à propriedade de d2E|γ ser negativa-
definida. Tal ı́ndice será denotado por µ(γ).

Fixemos γ como na Definição acima. Não é óbvio que µ(γ) <∞.
Para demonstrar este fato precisamos de mais alguns enunciados.

Seja a > 0 e escolha partição P = {t0 = 0 < t1 < · · · < tN = 1} de
[0, 1] satisfazendo

√
2a‖P‖ ≤ δ′, onde 0 < δ′ < δ é pequeno suficiente

para que θ(x, y) ≤ δ′ ⇒ (x, y) ∈ ∆δ com δ dado pelo Lema 3.5.1.
Também supomos que δ′ < δ, veja a Observação 3.5.2. Concluimos
que B<aP se torna uma variedade diferenciável de dimensão n(N −1).

1Para mais detalhes sobre esta última afirmação veja o Caṕıtulo 4.
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Lema 3.8.7. Os pontos cŕıticos de E : B<aP → R coincidem com
as geodésicas suaves ligando p a q com energia estritamente menor
do que a. Sendo γ um ponto cŕıtico de E|B<aP que é geodésica não-

constante, e identificando TγB
<a
P com o subespaço de TγΛP que con-

siste dos campos que satisfazem a equação de Jacobi em cada [tl, tl+1],
a Hessiana de E|B<aP em γ é a forma bilinear

d2E|γ : TγB
<a
P × TγB

<a
P → R

discutida anteriormente.

Demonstração. Seja γ ∈ B<aP um ponto cŕıtico de E|B<aP . Se γ é

constante (neste caso p = q) então, obviamente, γ é suave. Assuma-
mos que γ não é constante.

Pensando ingenuamente, gostaŕıamos de usar a primeira variação
da energia para concluir que γ é suave, como é costumeiro fazer no
caso Riemanniano. No entanto, a fórmula de primeira variação dada
pelo Lema 3.7.1 é demonstrada tomando derivadas de F 2 de ordem 2
e, consequentemente, se γ̇(t) = 0 para algum t ∈ [0, 1] tais derivadas
não estão definidas e esta estratégia não pode ser implementada. Esta
é a razão pela qual no Lema 3.7.1 fazemos a hipótese de que γ̇ não
se anula.

Então, nossa primeira tarefa é eliminar a possibilidade de γ̇ se
anular. Como γ é geodésica quebrada, γ̇ se anula se, e somente se,
existir algum intervalo [tl, tl+1] tal que γ̇|[tl,tl+1] ≡ 0. Tratemos o caso
em que l ≥ 1, o caso l = 0 é tratado de maneira análoga. Neste caso
podemos assumir também, sem perda de generalidade, que γ̇(t) 6= 0
para todo t ∈ [tl−1, tl].

A estrutura diferenciável em B<aP é dada pela identificação da
curva γ com (q1, . . . , qN−1) ∈ M × · · · × M dado por qk = γ(tk),
k = 1, . . . , N − 1. A energia E(γ) é

E(γ) =
1

2

N−1∑
k=1

F 2(vk)

∆tk

onde os vk são determinados por γ(tk+1) = expγ(tk)(vk), e ∆tk =

tk+1 − tk. Em outras palavras, vk = γ̇(t+k )∆tk. Estamos assumindo
que vl = 0, vl−1 6= 0, e queremos chegar a uma contradição com a
hipótese de γ ser ponto cŕıtico.
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Fixemos ε > 0 bem pequeno e consideremos a variação de γ pa-
rametrizada por s ∈ (1− ε, 1] associada aos pontos

qsk =

{
qk = γ(tk) se k 6= l

γ(tl−1 + s∆tl−1) se k = l

Vamos agora calcular os vsk dados por expqsk(vsk) = qsk+1. Obviamente,

vsk = vk para k 6∈ {l − 1, l}. Note que para toda geodésica suave c
vale que c(t + τ) = expc(t)(τ ċ(t)) se2 τ ≥ 0. Aplicando este fato à
geodésica suave γ|[tl−1,tl] encontramos

γ(tl−1 + s∆tl−1) = expγ(tl−1)(s∆tl−1γ̇(t+l−1)) = expγ(tl−1)(svl−1)

γ(tl+1) = expγ(tl−1+s∆tl−1)((1− s)∆tl−1γ̇(tl−1 + s∆tl−1))

ou seja, vsl−1 = svl−1 e vsl = (1− s)∆tl−1γ̇(tl−1 + s∆tl−1). Definindo
γs pelos pontos qs1, . . . , q

s
N−1, para s ∈ (1− ε, 1], encontramos

d

ds

∣∣∣∣
s=1

E(γs)

=
1

2

d

ds

∣∣∣∣
s=1

[
F 2(svl−1)

∆tl−1
+
F 2((1− s)∆tl−1γ̇(tl−1 + s∆tl−1))

∆tl

]
=

1

2

d

ds

∣∣∣∣
s=1

[
s2F

2(vl−1)

∆tl−1
+ (1− s)2∆t2l−1

F 2(γ̇(t+l−1))

∆tl

]

=
F 2(vl−1)

∆tl−1
> 0.

Aqui foi usado que F 2(γ̇(tl−1 + s∆tl−1)) = F 2(γ̇(t+l−1)), já que a
curva γ|[tl−1,tl] é geodésica. Isto é uma contradição pois se γ é ponto
cŕıtico então a derivada acima deveria se anular. O caso l = 0 é
análogo pois γ é assumida não-constante.

A conclusão é que os pontos cŕıticos de E|B<aP estão contidos no

subconjunto aberto e denso de B<aP correspondendo às geodésicas
quebradas para as quais γ|[tk,tk+1] não é constante ∀k, ou, equiva-
lentemente, com velocidade sempre não-nula. Neste caso podemos

2No caso reverśıvel, em particular no caso Riemanniano, esta mesma fórmula
valeria para τ < 0. No entanto para o caso Finsler, em geral, só podemos tomar
τ não-negativo.
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usar a fórmula de primeira variação da energia dada pelo Lema 3.7.1
e concluir que um tal ponto cŕıtico é de fato uma geodésica suave
ligando p a q.

As outras afirmações do lema são fáceis e deixadas a cargo do
leitor.

Corolário 3.8.8. Dados quaisquer p, q ∈ M existe uma geodésica
suave e minimizante ligando p a q.

Exerćıcio 3.8.9. Prove o corolário acima. Dica: combine o Lema 3.6.1
com o Lema 3.8.7.

Corolário 3.8.10. Sejam δ > 0 e ∆δ obtidos pelo Lema 3.5.1. Então
∆δ = {(p, q) ∈M ×M | θ(p, q) < δ}.

Demonstração. Sejam p, q ∈ M tais que θ(p, q) < δ. Pelo Co-
rolário 3.8.8 existe geodésica γ : [0, 1] → M satisfazendo γ(0) = p,
γ(1) = q e 2E(γ) = θ(p, q)2. Logo q = expp(γ̇(0)) com F (γ̇(0)) =
θ(p, q) < δ, ou seja, (p, q) ∈ ∆δ. A outra inclusão é óbvia.

Seja X ∈ TγΛP arbitrário. Pela definição de δ e pelo Lema 3.5.5,
existe um único campo Y ∈ TγB<aP satisfazendo Y (ti) = X(ti), ∀i.
Por outro lado, usando as propriedade de δ verificamos que se Y ∈
TγB

<a
P satisfaz Y (ti) = 0 ∀i então Y ≡ 0. Fica demonstrado que vale

a decomposição
TγΛP = TγB

<a
P ⊕Wγ

onde Wγ é o subespaço formado pelos campos que se anulam nos ti.
Do Lema 3.8.2 segue que

Lema 3.8.11. A decomposição TγΛP = TγB
<a
P ⊕Wγ é ortogonal em

relação à forma bilinear d2E|γ .

O núcleo de d2E|γ tem papel central na teoria de Morse de E.

Lema 3.8.12. O núcleo de d2E|γ em TγΛP coincide com os campos
de Jacobi ao longo de γ que são suaves e se anulam nos extremos.

Demonstração. Exerćıcio. Dica: use o Lema 3.8.2.
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Como consequência do lema acima e do Lema 3.5.3 obtemos o

Corolário 3.8.13. São equivalentes:

• O ponto q não é conjugado a p ao longo de qualquer geodésica
ligando p a q com energia < a.

• E : B<aP → R é Morse no subconjunto aberto e denso de B<aP
que consiste das geodésicas quebradas tais que cada γ|[ti,ti+1] é
não-constante.

O próximo enunciado é importante.

Lema 3.8.14. Se H ⊂ TγΛP é subespaço onde d2E|γ é negativa-
definida então H ∩Wγ = {0}. Também vale que d2E|γ é positiva-
definida em Wγ .

Demonstração. Seja X ∈ Wγ . Se d2E|γ(X,X) < 0 então existiria
variação de γ em B<aP deixando os pontos ti estacionários, ao longo
da qual E decresce estritamente. Mas isto seria uma contradição com
a fato de que γ|[ti,ti+1] é geodésica minimizante ligando γ(ti) a γ(ti+1).
Fica provado que d2E|γ(X,X) ≥ 0 ∀X ∈ Wγ . Logo, um vetor X ∈
H ∩Wγ não-nulo satisfaria d2E|γ(X,X) < 0 e d2E|γ(X,X) ≥ 0, um
absurdo.

Suponha queX ∈Wγ satisfaz d2E|γ(X,X) = 0. Pelo Lema 3.8.11
vale que d2E|γ(X,Y ) = 0 para todo Y ∈ TγB

<a
P . Seja Z ∈ Wγ

arbitrário. Como

0 ≤ d2E|γ(X + cZ,X + cZ) = 2c d2E|γ(Z,X)

+ c2 d2E|γ(Z,Z)

∀c ∈ R, concluimos que d2E|γ(Z,X) = 0. Logo d2E|γ(X,Y ) =
0 ∀Y ∈ TγΛP . Aplicando o Lema 3.8.12 concluimos que X é campo
de Jacobi que se anula em todos os ti, de onde segue que X ≡ 0.

Corolário 3.8.15. µ(γ) <∞ para toda geodésica (não-constante) γ
ligando p a q, e µ(γ) coincide com o ı́ndice de Morse de γ vista como
ponto cŕıtico de E : B<aP → R.

Observação 3.8.16. Os argumentos dados em [29, §15] no caso Ri-
emanniano podem ser adaptados para demonstrar também no caso
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Finsleriano que o ı́ndice de uma geodésica γ : [0, 1] → M (suave e
não-constante) ligando p a q é o número de pontos γ(t), t ∈ (0, 1),
conjugados a p ao longo de γ|[0,t], contados com uma certa multipli-
cidade. Este é um bom exerćıcio para o leitor, que não faremos aqui
por ser uma repetição dos argumentos de [29, §15].

3.9 Teoria de Morse para a energia

Aqui fixaremos pontos p 6= q em M tais que q não é conjugado a
p ao longo de qualquer geodésica ligando p a q. Pelo Lema 3.5.5 e
pelo teorema de Sard, fixado p então quase todo ponto q tem esta
propriedade.

Fixe também δ > 0 dado pelo Lema 3.5.1, a > 0 e uma partição
P = {tl}l=0,...,N de [0, 1] satisfazendo

√
2a‖P‖ < δ. Desta forma,

se c ∈ Λ≤a(p, q) = Λ≤a então, pelo Corolário 3.8.10 e pelas estima-
tivas feitas na seção 3.6, todo par de pontos (c(tl), c(tl+1)) está na
vizinhança ∆δ dada pelo Lema 3.5.1 e, consequentemente, os pontos
c(tl) e c(tl+1) estão ligados por uma única geodésica minimizante ao
longo da qual eles não são conjugados. Como já discutido, decorre
destes fatos que o espaço B<aP é variedade de dimensão n(N − 1).

Definamos

T : [0, 1]× Λ<a → Λ<a

(u, c) 7→ Tu(c)
(3.44)

por

Tu(c)(t) =

 expc(tl)

(
t− tl
u∆tl

vl,u

)
se t ∈ [tl, tl + u∆tl]

c(t) se t ∈ [t+ u∆tl, tl+1]

(3.45)

se u > 0 e t ∈ [tl, tl+1], onde ∆tl = tl+1 − tl e vl,u é o vetor definido
por vl,u = exp−1

c(tl)
(c(tl + u∆tl)), e por T0(c) = c.

Note que esta aplicação é diferente daquela usada em [29]: aqui de-
formamos a curva c simultaneamente em todos os intervalos [tl, tl+1].
Vê-se facilmente que T é cont́ınua na topologia W 1,2. O seguinte
lema é fácil e deixado para o leitor.
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Lema 3.9.1. T é uma retração por deformação de Λ<a em B<aP , ou
seja, T : [0, 1]×Λ<a → Λ<a é cont́ınua e Tu(c) = c ∀c ∈ B<aP . Segue
que Λ<a e B<aP são homotopicamente equivalentes.

Corolário 3.9.2. O espaço Λ<a é homotopicamente equivalente a um
CW-complexo que tem exatamente uma µ-célula para cada geodésica
(suave) γ ligando p a q satisfazendo E(γ) < a e µ(γ) = µ.

Demonstração. Lembre que p 6= q por hipótese. O Corolário 3.8.13
diz que E é Morse quando restrita a um certo subconjunto aberto
e denso de B<aP onde E é suave. O fato crucial é notar que o
Lema 3.8.7 diz que este subconjunto aberto e denso contem todos os
pontos cŕıticos. A Observação 3.1.7 diz que o Teorema 3.1.5 pode ser
aplicado com pequenas modificações para provar que o espaço B<aP é
homotopicamente equivalente a um CW-complexo com as proprieda-
des requeridas. Pelo lema anterior temos a conclusão desejada.

A partir daqui apenas observamos que os argumentos de [29] po-
dem ser dados de maneira ligeiramente diferente. Como p e q não
são conjugados por nenhuma geodésica, vale que para todo b > 0 o
conjunto das geodésicas suaves ligando p a q com comprimento li-
mitado por b é finito. Logo encontramos sequência a1 < a2 < . . .
satisfazendo aj →∞ tal que aj não é energia de nenhuma geodésica
suave ligando p a q. Pelo Corolário 3.9.2, cada Λ<aj é homotopi-
camente equivalente a um CW-complexo Kj contendo precisamente
uma µ-célula para cada geodésica suave de ı́ndice µ e energia < aj .
Argumentando como em [29, §17], vê-se que o espaço Λ é o limite
direto de homotopia da sequência ∅ ⊂ Λ<a1 ⊂ Λ<a2 ⊂ · · · ⊂ Λ.
Além disso, é posśıvel argumentar como em [29, §3] e “organizar” os
CW-complexos Kj dentro de um CW-complexo K∞ com as seguin-
tes propriedades: se j ≤ m ≤ ∞ então Kj é subcomplexo de Km, e
K∞ tem exatamente uma µ-célula para cada geodésica suave ligando
p a q com ı́ndice µ. Finalmente, é posśıvel construir indutivamente
uma aplicação cont́ınua Λ→ K∞ que induz equivalência homotópica
Λ<aj → Kj , ∀j < ∞. Como K∞ é o limite direto de homotopia da
sequência ∅ ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ K∞, os resultados de [29, apêndice]
nos dizem que Λ é homotopicamente equivalente a K∞. Como Λ e
Ω são homotopicamente equivalentes, temos o seguinte importante
enunciado.
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Teorema 3.9.3 (Teorema fundamental da teoria de Morse). Se M
é variedade compacta e sem bordo com uma métrica Finsler então
para quaisquer dois pontos p 6= q ∈ M que não são conjugados3,
o espaço Ω(p, q) é homotopicamente equivalente a um CW-complexo
com exatamente uma µ-célula para cada geodésica ligando p a q de
ı́ndice µ.

Observação 3.9.4. A hipótese p 6= q somente apareceu para garan-
tir que podemos “trabalhar longe da seção nula”, pois desta forma
todas as geodésicas suaves ligando p a q são necessariamente não-
constantes e, portanto, imersões. No caso Riemanniano não é ne-
cessário tomar este cuidado.

Observação 3.9.5. Note que o teorema acima pode ser demonstrado
filtrando pela componente conexa de Ω(p, q), isto é, dados pontos p, q
nas hipóteses do teorema e dada uma classe de homotopia κ de cur-
vas conectando p a q, o espaço Ω(p, q;κ) ⊂ Ω(p, q) das curvas na
classe κ tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo com
exatamente uma µ-célula para cada geodésica ligando p a q de ı́ndice
µ na classe κ.

3.10 Aplicações

Guiados por [29] e [33], colheremos aqui alguns dos frutos dados pelo
Teorema 3.9.3.

3.10.1 Geodésicas em esferas

Teorema 3.10.1. Seja F uma métrica Finsler em uma variedade
M compacta, sem bordo e homotopicamente equivalente a Sn, com
n ≥ 3. Se p 6= q são pontos em M que não são conjugados, então
existem infinitas geodésicas ligando p a q.

Demonstração. Dados dois pontos p, q ∈ M o espaço Ω(p, q) é obvi-
amente homotopicamente equivalente a

ΩMp = {c : [0, 1]→M cont́ınua | c(0) = c(1) = p}
3Mais precisamente, não existe geodésica ligando p a q ao longo da qual q é

conjugado a p.
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que, por sua vez, tem seu tipo de homotopia determinado pelo tipo
de homotopia de M . A topologia em ΩMp é a C0. Assim sendo, se
p 6= q são como no enunciado do teorema, concluimos que Ω(p, q) tem
o mesmo tipo de homotopia que ΩSnx0

, para algum x0 ∈ Sn. Agora
fixemos x1 ∈ Sn, x1 6∈ {x0,−x0} e estudemos o conjunto Ω′ dos
mapas cont́ınuos c : [0, 1]→ Sn tais que c(0) = x0, c(1) = x1, munido
da topologia C0. Equipando Sn da métrica Riemanniana induzida
pela inclusão Sn ⊂ Rn+1, onde Rn+1 está dotado de sua métrica
euclidiana, concluimos do Teorema 3.9.3 que Ω′ tem o mesmo tipo
de homotopia que um CW-complexo com uma µ-célula para cada
geodésica ligando x0 a x1 de ı́ndice µ. Como as geodésicas de Sn são
arcos contidos em grandes ćırculos, segue que há pelo menos uma tal
geodésica com ı́ndice igual a k(n− 1) para cada k = 0, 1, 2, . . . .

3.10.2 Teorema de Auslander: uma versão Finsler
para o teorema de Bonnet-Myers

O escalar de Ricci na direção de v ∈ TM0 é o traço do endomorfismo
de curvatura na direção de v, isto é,

Ric(v) = tr Rv. (3.46)

Seja {e1, . . . , en−1} uma base gv-ortonormal do subespaço comple-
mentar gv-ortogonal de Rv em Tπ(v)M . Da Definição 3.4.3 segue
facilmente que Rv(v) = 0. Logo

Ric(v) =

n−1∑
i=1

gv(R
v(ei), ei) = F 2(v)

n−1∑
i=1

K(Πi, v)

onde Πi é o plano gerado por v e ei.

Teorema 3.10.2 (Auslander [4]). Seja M uma n-variedade munida
de uma métrica Finsler satisfazendo a seguinte propriedade: quais-
quer dois pontos são ligados por uma geodésica minimizante. Se δ > 0
e Ric(v) ≥ δ(n− 1)F 2(v) para todo v ∈ TM0 então

diam M := sup{θ(p, q) | p, q ∈M} ≤ π√
δ
.
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Demonstração. Sejam p, q pontos de M e assuma, por contradição
que ` = θ(p, q) > π/

√
δ. Seja γ : [0, 1] → M geodésica mini-

mizante ligando p a q, que necessariamente satisfaz F (γ̇(0)) = `.
Considere {e1, . . . , en−1} uma base gγ̇(0)-ortonormal do complemen-
tar gγ̇(0)-ortogonal de Rγ̇(0) em TpM , e sejam Ei(t) os campos pa-
ralelos ao longo de γ satisfazendo Ei(0) = ei. Definindo Xi(t) =
(sinπt)Ei(t) ∈ TγΛ{0,1}, usamos o Lema 3.8.2 para estimar

n−1∑
i=1

d2E|γ(Xi, Xi)

=

n−1∑
i=1

∫ 1

0

gγ̇

(
DγXi

dt
,
DγXi

dt

)
− gγ̇

(
Rγ̇(Xi), Xi

)
=

∫ 1

0

(n− 1)π2 cos2 πt− (sin2 πt)Ric(γ̇)

≤
∫ 1

0

(n− 1)π2 cos2 πt− (sin2 πt)`2(n− 1)δ

< (n− 1)

∫ 1

0

π2(cos2 πt− sin2 πt) = 0.

(3.47)

A conclusão é que para algum i vale d2E|γ(Xi, Xi) < 0, contradizendo
a propriedade minimizante de γ.

Em particular, uma n-variedade Finsler como no Teorema 3.10.2
é necessariamente compacta.

3.10.3 Uma versão Finsler para o
teorema de Cartan-Hadamard

Daremos aqui apenas uma versão do teorema bem mais fraca do que
a sua versão Riemanniana, de caráter ilustrativo.

Teorema 3.10.3. Seja (M,F ) uma variedade Finsler conexa, com-
pacta e sem bordo, tal que todas as curvaturas bandeira são não-
positivas. Então M não é simplesmente conexa.

Demonstração. Sejam p 6= q pontos de M , e seja γ : [0, 1]→M uma
geodésica ligando p a q. Se J(t) é campo de Jacobi ao longo de γ
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satisfazendo J(0) = 0 então para a função f(t) = 1
2gγ̇(t)(J(t), J(t))

se pode calcular usando a Proposição 2.5.27

f ′ = gγ̇

(
DγJ

dt
, J

)
e

f ′′ = gγ̇
(
−Rγ̇(J), J

)
+ gγ̇

(
DγJ

dt
,
DγJ

dt

)
≥ 0

Logo se J(t) = 0 para algum t > 0 então J ≡ 0, isto é, nenhum
ponto γ(t) é conjugado a p ao longo de γ|[0,t]. De acordo com a Ob-
servação 3.8.16, o teorema do ı́ndice para métricas Finsler garante
que toda a geodésica ligando p a q tem ı́ndice 0. Sendo assim, Ω(p, q)
tem o mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo somente com
células de dimensão 0, isto é, de um espaço discreto. Se M fosse sim-
plesmente conexa então este CW-complexo teria somente um ponto,
ou seja, para cada ponto q só existiria uma geodésica ligando p a q.
Como nenhum ponto é conjugado a p, expp seria um difeomorfismo de
classe C1. Isto seria uma contradição com a compacidade de M .

No caso Riemanniano, o teorema de Cartan-Hadamard diz que
se M for geodesicamente completa, simplesmente conexa e tiver cur-
vaturas seccionais não-positivas então para todo p a aplicação expo-
nencial expp : TpM →M é um difeomorfismo. Para a versão Finsler
deste enunciado precisaŕıamos ter definido e estudado a noção de
completude geodésica.

3.10.4 O teorema da esfera de Rademacher

Para o enunciado precisamos recordar a noção de reversibilidade de
uma métrica Finsler F .

Definição 3.10.4. Em um ponto p a reversibilidade em p é

rp = sup{F (−v) | v ∈ TpM e F (v) = 1}.

A reversibilidade de F é

r = sup{rp | p ∈M}.
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Exerćıcio 3.10.5. Prove que rp ≥ 1, para todo p ∈M .

Teorema 3.10.6 (Rademacher). [33, Teorema 1] Seja (M,F ) uma
variedade Finsler conexa, compacta, sem bordo e simplesmente co-
nexa, de dimensão n ≥ 3 e com reversibilidade r. Se todas as curva-
turas bandeira K satisfazem(

r

r + 1

)2

< K ≤ 1

então M é homotopicamente equivalente a Sn.

A prova se baseia nos lemas 3.10.8 e 3.10.9 abaixo. O Lema 3.10.8,
que explora as relações entre comprimento e curvatura para estimar
ı́ndices de geodésicas, tem uma demonstração fácil e interessante. O
Lema 3.10.9, por outro lado, tem uma demonstração não-trivial e um
tanto técnica, embora baseada em ferramentas elementares. Essen-
cialmente é uma espécie de “lema de longas homotopias” como em
geometria Riemanniana. Somente demonstraremos o Lema 3.10.8,
para uma prova do Lema 3.10.9 veja [32, 33]. Dados estes dois le-
mas, descreveremos completamente o restante da demonstração do
Teorema 3.10.6 baseada no Teorema 3.9.3 e em fatos bem conhecidos
de topologia.

Lema 3.10.7. Considere para cada α ∈ R a forma quadrática

Q(X) =

∫ 1

0

|Ẋ(t)|2 − α2|X(t)|2dt

definida no espaço V das aplicações suaves X : [0, 1] → Rm satisfa-
zendo X(0) = X(1) = 0. Se α2 > π2 então Q é negativa definida em
um subespaço de V de dimensão pelo menos m. Se α2 < π2 então
Q(X) > 0 para todo X 6= 0.

Demonstração. A demonstração é um exerćıcio com dicas:

• No caso α2 > π2 verifique que Q(X) < 0 para todo X no espaço
gerado pelos vetores da forma X(t) = (sinπt)v onde v ∈ Rm é
um vetor constante.

• No caso α2 < π2 expanda X ∈ V como uma série de Fourier
para verificar que Q(X) > 0 se X 6= 0.
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Como a equação de Jacobi é dada em termos da curvatura, pode-
mos usá-la para estimar a distância até p dos pontos conjugados a p.

Lema 3.10.8. Seja γ(t) uma geodésica ligando γ(0) = p a γ(1) = q,
sejam ∆, δ números positivos, e seja ` > 0 o comprimento de γ.

• Suponha que para todo t > 0 e todo plano Π ⊂ Tγ(t)M contendo
γ̇(t) as curvaturas bandeira satisfazem K(Π, γ̇(t)) < ∆. Se
` < π/

√
∆ então µ(γ) = 0.

• Suponha que para todo t > 0 e todo plano Π ⊂ Tγ(t)M contendo
γ̇(t) as curvaturas bandeira satisfazem K(Π, γ̇(t)) > δ > 0. Se
` > π/

√
δ então µ(γ) ≥ n− 1.

Demonstração. Considere e1, . . . , en−1 uma base gγ̇(0)-ortonormal do
espaço gγ̇(0)-ortogonal de Rγ̇(0). Usando transporte paralelo defini-
mos a partir dos ei campos paralelos Ei(t) ao longo de γ, isto é,

Ei(0) = ei,
DγEi
dt ≡ 0. Deste modo, todo campo X ∈ TγΛ{0,1} se

escreve como X = XiEi onde as funções Xi(t) são suaves e se anu-

lam em 0 e 1. Abaixo escreveremos ~X(t) = (X1(t), . . . , Xn−1(t)).
Aplicando o Lema 3.8.2 obtemos

d2E|γ(X,X) = −
∫ 1

0

gγ̇

(
D2
γX

dt2
+Rγ̇(X), X

)

= −
∫ 1

0

〈
d2 ~X

dt2
, ~X

〉
+ F 2(γ̇)K(Π(t), γ̇(t))| ~X|2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣d ~Xdt
∣∣∣∣∣
2

− `2K(Π(t), γ̇(t))| ~X|2

onde 〈·, ·〉 e | · | denotam o produto interno e norma euclidianos de
Rn−1, respectivamente. Assumindo K(Π(t), γ̇(t)) < ∆ e ` < π/

√
∆

estimamos

d2E|γ(X,X) ≥
∫ 1

0

∣∣∣∣∣d ~Xdt
∣∣∣∣∣
2

− `2∆| ~X|2
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onde `2∆ < π2. Pelo Lema 3.10.7 temos que d2E|γ(X,X) > 0 sempre
que X ∈ TγΛ{0,1} não for nulo. A segunda afirmação segue analoga-

mente: se K(Π(t), γ̇(t)) > δ e ` > π/
√
δ então estimamos

d2E|γ(X,X) ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣d ~Xdt
∣∣∣∣∣
2

− `2δ| ~X|2 (3.48)

onde `2δ > π2, e a conclusão novamente do Lema 3.10.7.

Lema 3.10.9 (Rademacher). [32, 33] Seja (M,F ) uma variedade
Finsler nas hipóteses do Teorema 3.10.6. Então para todo p ∈ M e
ε > 0 existe q ∈M tal que θ(q, p) < ε e ϑ(p, q) + θ(q, p) ≥ π(1 + r−1),
onde ϑ(p, q) denota o comprimento da geodésica não-minimizante
mais curta ligando p a q. Além disso, o ponto q não é conjugado
a p ao longo de qualquer geodésica ligando p a q.

Diz-se que um espaço topológico conexo por caminhos com um
ponto marcado (X,x), x ∈ X, é n-conexo se πj(X,x) é trivial, para
todo j = 1, . . . , n. Esta noção não depende da escolha de x.

Lema 3.10.10. Seja M uma n-variedade compacta, sem bordo e
conexa, com n ≥ 2. Então M é (n− 1)-conexa se, e somente se, M
é homotopicamente equivalente a Sn.

Demonstração. A prova é uma miscelânea de teoremas básicos e bem
conhecidos em topologia. Fixe p ∈ M e assuma que πj(M,p) = 0
para todo j = 1, . . . , n − 1. Necessariamente M é orientável pois
é simplesmente conexa. Logo Hn(M,Z) ' Z. Pelo isomorfismo de
Hurewicz πn(M,p) ' Hn(M,Z) ' Z. Logo, para algum x0 ∈ Sn,
existe aplicação cont́ınua f : (Sn, x0) → (M,p) induzindo isomor-
fismo Hn(Sn,Z) ' Hn(M,Z). Pelas nossas hipóteses e pelo isomor-
fismo de Hurewicz, f induz isomorfismo em Hj(S

n,Z) ' Hj(M,Z)
para todo j = 0, . . . , n pois para 0 ≤ j < n estes grupos são tri-
viais. Logo f induz isomorfismo Hj(S

n,Z) ' Hj(M,Z) para todo
j ≥ 0 já que M e Sn são n-variedades. Pelo teorema de Whi-
tehead (M é simplesmente conexa por hipótese!) f induz isomor-
fismo πj(S

n, x0) ' πj(M,p), para todo j ≥ 0. Em outras palavras, f
é uma equivalência homotópica fraca e, portanto, é uma equivalência
homotópica.
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Demonstração do Teorema 3.10.6. Pelo Lema 3.10.9 para todo η > 0
encontramos q 6= p arbitrariamente próximo de p tal que

• Toda geodésica não-minimizante ligando p a q tem comprimento
` ≥ (π − η)(1 + r−1).

• Não existe geodésica ligando p a q ao longo da qual q é conju-
gado a p.

Seja δ entre (r/(r + 1))2 e 1 tal que δ < K ≤ 1 para toda curvatura
bandeira K. Tomando η suficientemente pequeno tal que

π√
δ
< (π − η)(1 + r−1)

podemos aplicar o Lema 3.10.8 e concluir que toda a geodésica ligando
p a q não-minimizante tem ı́ndice ≥ n− 1. O Teorema 3.9.3 garante
que Ω(p, q) tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo
Y com células de dimensão 0 ou ≥ n − 1. Como toda aplicação
cont́ınua Sj → Y é homotópica a um mapa celular, conclui-se que
para todo j = 1, . . . , n−2 vale que todo mapa cont́ınuo Sj → Ω(p, q)
é homotópico a uma aplicação constante. Como M é simplesmente
conexa vale que Ω(p, q) é conexo por caminhos, de onde podemos
finalmente concluir que Ω(p, q) é (n− 2)-conexo. Consequentemente
ΩMp é (n− 2)-conexo. Logo M é (n− 1)-conexa e a conclusão segue
do Lema 3.10.10.
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Caṕıtulo 4

Variedades simpléticas e
de contato

A noção f́ısica de espaço de fase é descrita matematicamente pela
noção de variedade simplética. Neste caṕıtulo estudamos os fatos
mais básicos sobre variedades simpléticas, que são os espaços onde
estão bem definidos os sistemas Hamiltonianos. Também fazemos
uma rápida introdução aos fundamentos da geometria de contato,
motivados pelo fato de que hipersuperf́ıcies com tipo de contato for-
mam uma classe especial de ńıveis de energia que podem ser estuda-
dos usando métodos modernos de topologia simplética.

4.1 Álgebra linear simplética rudimentar

Definição 4.1.1. Um espaço vetorial simplético (V, ω) é um espaço
vetorial real V munido de uma forma bilinear ω : V × V → R, que é

• anti-simétrica: ω(u, v) = −ω(v, u) para todo u, v ∈ V .

• não-degenerada: ω(u, v) = 0 para todo v ∈ V ⇒ u = 0.

A forma ω é dita uma forma bilinear simplética em V .

96
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Definição 4.1.2. Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) espaços vetoriais simplé-
ticos. Dizemos que uma transformação linear T : V1 → V2 é simplética
se T ∗ω2 = ω1, ou seja ω2(Tu, Tv) = ω1(u, v) para quaisquer u, v ∈
V1. Se V1 e V2 têm a mesma dimensão então dizemos que T é um
simplectomorfismo, e que (V1, ω1) e (V2, ω2) são simplectomorfos.

O exemplo mais importante de espaço vetorial simplético é R2n

equipado com a sua forma simplética canônica

ω0 =

n∑
k=1

dqk ∧ dpk (4.1)

onde (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) são coordenadas. Seja 〈·, ·〉 o produto
interno Euclidiano canônico de R2n. A forma simplética ω0 se escreve
como ω0(·, ·) = 〈J0·, ·〉, onde J0 ∈ R2n×2n é a matriz dada em blocos
n× n por

J0 =

[
0 −I
I 0

]
. (4.2)

Denotamos por Sp(2n) o grupo das transformações lineares simpléticas
de (R2n, ω0).

Definição 4.1.3. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético e L ⊂W
um subespaço vetorial. O ortogonal simplético de L é o conjunto

L⊥ = {u ∈ V | ω(u, v) = 0 ∀v ∈ L}.

É claro que L⊥ é subespaço vetorial. L é dito um subespaço

• isotrópico se L ⊂ L⊥,

• coisotrópico se L⊥ ⊂ L,

• Lagrangiano se for isotrópico e coisotrópico, i.e., L = L⊥,

• simplético se ω for não-degenerada em L, i.e., (L, ω) é espaço
vetorial simplético.

Proposição 4.1.4. Na notação da definição acima vale que

dimL+ dimL⊥ = dimV.



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 98 — #106 i
i

i
i

i
i

98 [CAP. 4: VARIEDADES SIMPLÉTICAS E DE CONTATO

Demonstração. Considere o espaço dual V ′ de V e o anulador L0 =
{θ ∈ V ′ | L ⊂ ker θ}. A aplicação

T : V → V ′ dada por T (v) = ω(v, ·) (4.3)

é linear e tem núcleo trivial pois ω é não-degenerada. Logo T é
isomorfismo. Note que L⊥ = T−1(L0) e que dimL+dimL0 = dimV .
A conclusão segue.

Exerćıcio 4.1.5. Na notação acima, prove que se L tem codimensão
1 então L é coisotrópico, que L ⊕ L⊥ = V se, e somente se, L é
simplético, e que sempre vale (L⊥)⊥ = L. Mostre também que se L
é isotrópico então 2 dimL ≤ dimV .

Proposição 4.1.6. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético não-
trivial. Então existem n ≥ 1 e uma base

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn}

de V tal que

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0, ω(ei, fj) = δij

para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. Em particular, dimV é par.

Uma base com estas propriedades é chamada de uma base sim-
plética de (V, ω).

Demonstração. Todo espaço vetorial simplético não-trivial tem di-
mensão maior ou igual a 2. No caso bidimensional a proposição é tri-
vial. Suponha que N = dimV > 2 e seja e1 ∈ V um vetor não-nulo.
Assumamos, por indução, que as conclusões da proposição são válidas
para qualquer espaço vetorial simplético de dimensão < N . Como ω
é não-degenerada, existe f1 ∈ V tal que ω(e1, f1) = 1. Seja V1 ⊂ V
o subespaço gerado por e1 e f1. Claramente (V1, ω) é simplético.
Logo (V ⊥1 , ω) é simplético e V1 ⊕ V ⊥1 = V . Segue pela hipótese de
indução que N − 2 = 2n − 2 para algum n ≥ 2, e que existe uma
base simplética {e2, . . . , fn, f2, . . . , fn} de (V ⊥1 , ω). Logo N = 2n é
par e verifica-se facilmente que {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} é uma base
simplética de (V, ω).
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Exerćıcio 4.1.7. Mostre que todo espaço vetorial simplético de di-
mensão 2n é simplectomorfo a (R2n, ω0). Mostre que T ∈ Sp(2n) se
e somente se T tJ0T = J0, onde T t denota a transposta de T .

Exerćıcio 4.1.8. Denotando por R2n×2n o espaço das matrizes reais
quadradas de ordem 2n, mostre que Sp(2n) é subvariedade de R2n×2n

e calcule sua dimensão.

Lema 4.1.9. Seja V um espaço vetorial real de dimensão 2n. Uma
forma bilinear alternada ω em V é forma simplética se, e somente
se, ωn = ω ∧ · · · ∧ ω (n fatores) for forma de volume.

Demonstração. Para cada j denotemos por S(j) o grupo das per-
mutações de {1, . . . , j}. Recapitulemos a fórmula do produto exte-
rior: se α é k-forma alternada e β é `-forma alternada então

α ∧ β(v1, . . . , vk+`)

=
∑

σ∈S(k,`)

sinal(σ)α(vσ(1), . . . , vσ(k))β(vσ(k+1), . . . , vσ(k+`))

onde S(k, `) denota o subconjunto de S(k + `) das permutações σ
satisfazendo σ(1) < · · · < σ(k) e σ(k + 1) < · · · < σ(k + l).

Provemos agora que se ω é degenerada então ∧nω = 0. Suponha
que ∃u1 ∈ V \ {0} tal que ω(u1, v) = 0 ∀v ∈ V , e complete u1 a uma
base B = {u1, . . . , u2n} de V . Provemos por indução em j que para
todo subconjunto B′ = {w1, . . . , w2j} ⊂ B com 2j elementos vale que
u1 ∈ B′ ⇒ ωj(w1, . . . , w2j) = 0. Isto é verdade para j = 1 em vista
das propriedades de u1. No caso geral temos

ωj(w1, . . . , w2j)

=
∑

σ∈S(2,2j−2)

sinal(σ)ω(wσ(1), wσ(2))ω
j−1(wσ(3), . . . , wσ(2j)).

Se u1 ∈ {w1, . . . , w2j} então para cada termo ou u1 ∈ {wσ(1), wσ(2)}
ou u1 ∈ {wσ(3), . . . , vσ(2j)}. Nos dois casos o termo correspondente
se anula pela hipótese de indução. A conclusão deste argumento é
que ωn(u1, . . . , u2n) = 0, ou seja, ωn = 0.

Se ω é forma simplética então pela Proposição 4.1.6 encontramos
uma base simplética B = {e1, f1, . . . , en, fn}. Das propriedades de B
facilmente se conclui que ωn(e1, f1, . . . , en, fn) = n!, logo ωn 6= 0.



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 100 — #108 i
i

i
i

i
i

100 [CAP. 4: VARIEDADES SIMPLÉTICAS E DE CONTATO

Lema 4.1.10. T ∈ Sp(2n)⇒ detT = 1.

Demonstração. T ∗(ωn0 ) = (T ∗ω0)n = ωn0 .

Lema 4.1.11. Uma matriz simplética T ∈ Sp(2n) satisfaz as seguin-
tes propriedades:

• T e T−1 são conjugadas e, consequentemente vale que λ ∈
σ(T )⇔ λ−1 ∈ σ(T ).

• Se λ, λ′ ∈ σ(T )∩R, v ∈ ker(T−λI), v′ ∈ ker(T−λ′I) e λλ′ 6= 1
então ω0(v, v′) = 0.

Aqui σ(T ) denota o espectro de T .

Demonstração. Pela definição de Sp(2n) as matrizes T t e T−1 são
conjugadas: T tJ0T = J0 ⇔ T t = J0T

−1J−1
0 . Como T t e T são

sempre conjugadas (Por que?) vale que T e T−1 são conjugadas.
Logo T e T−1 têm o mesmo polinômio caracteŕıstico. Isto prova a
primeira afirmação. Se λ, λ′, v, v′ são como na segunda afirmação
então

ω0(v, v′) = ω0(Tv, Tv′) = ω0(λv, λ′v′) = λλ′ω0(v, v′)

de onde segue que ω0(v, v′) = 0 pois λλ′ 6= 1.

Corolário 4.1.12. Se T ∈ Sp(2n) então as multiplicidades algébricas
de 1 e de −1 como (posśıveis) auto-valores de T são pares.

Demonstração. Pelo lema anterior a soma das multiplicidades algébri-
cas dos auto-valores diferentes de ±1 é par. Logo se −1 for auto-valor
então sua multiplicidade algébrica deve ser par pois detT = 1. Logo
a soma das multiplicidades algébricas dos auto-valores diferentes de
1 é um número par 2m. Segue que 1 tem multiplicidade algébrica
igual a 2n− 2m.

Exerćıcio 4.1.13. Descreva as classes de conjugação em Sp(2).

Lema 4.1.14. Se T ∈ Sp(2n) é simétrica e positiva-definida então
T s ∈ Sp(2n) para todo número real s > 0.
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Demonstração. Vale que σ(T ) ⊂ (0,+∞). Pelo teorema espectral
existe decomposição R2n = ⊕|λ∈σ(T )Mλ, onde Mλ é o auto-espaço
do auto-valor λ. Denote σ′ = σ(T )∩(0, 1], e para cada λ ∈ σ′ escreva
Eλ = Mλ+Mλ−1 . Pelo Lema 4.1.11 vale que se λ, µ ∈ σ′, λ 6= µ então
Eλ ⊂ E⊥µ , e que cada Eλ é subespaço simplético. Obviamente R2n =
⊕λ∈σ′Eλ e λ ∈ σ′ \ {1} ⇒ Eλ = Mλ ⊕Mλ−1 . A matriz T s é aquela
que atua em cada Mλ pela multiplicação por λs e, consequentemente,
cada Eλ é T s-invariante. Os fatos descritos até aqui implicam que T s

é simplética se, e somente se, T s|Eλ é simplética em (Eλ, ω0|Eλ×Eλ),
para todo λ ∈ σ′. Isto é obviamente verdade se λ = 1. Se λ ∈ σ′ \{1}
então Mλ e Mλ−1 são subespaços Lagrangianos e T s-invariantes de
Eλ, em vista do Lema 4.1.11. Tome vetores u, v ∈ Eλ e escreva
u = u0 + u1, v = v0 + v1 com u0, v0 ∈Mλ e u1, v1 ∈Mλ−1 . Então

ω0(T su, T sv) = ω0(T su0, T
sv1) + ω0(T su1, T

sv0)

= λsλ−s(ω0(u0, v1) + ω0(u1, v0))

= ω0(u, v)

como queŕıamos demonstrar.

Toda matrix M ∈ Cn×n pode ser escrita como M = A+ iB, com
A,B ∈ Rn×n. A inclusão Cn×n ↪→ R2n×2n dada por

A+ iB 7→
[
A −B
B A

]
é R-linear e respeita multiplicação matricial. Além disso

(A+ iB)∗ 7→
[
A −B
B A

]t
onde (A + iB)∗ denota a transposta conjugada. Deste modo pode-
mos enxergar GL(n,C) e todos os seus subgrupos como subgrupos
de GL(2n,R). A matriz iI é mapeada na matriz J0 (4.2) via esta
identificação. Logo GL(n,C) ' {T ∈ GL(2n,R) | TJ0 = J0T} e

U(n) = {T ∈ GL(2n,R) | TJ0 = J0T e T t = T−1} = O(2n)∩Sp(2n).

Segue que U(n) ⊂ Sp(2n) é subgrupo.
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Lema 4.1.15. U(n) é uma retração por deformação de Sp(2n).

Demonstração. Para toda T ∈ GL(2n,R) vale que U = (TT t)−1/2T ∈
O(2n). De fato,

((TT t)−1/2T )t(TT t)−1/2T = T t(TT t)−1T

= T t(T t)−1T−1T = I.

Denotando P = (TT t)1/2 então T = PU é a decomposição polar
de T . Se T ∈ Sp(2n) então T t ∈ Sp(2n). Pelo Lema 4.1.14 temos
P,U ∈ Sp(2n). Em particular U ∈ O(2n) ∩ Sp(2n) = U(n). Defina

r : [0, 1]× Sp(2n)→ Sp(2n) por r(s, T ) = P 1−sU. (4.4)

O mapa r é obviamente cont́ınuo (até diferenciável!), r(0, ·) é identi-
dade em Sp(2n) e r(s, ·)|U(n) é identidade em U(n), ∀s ∈ [0, 1].

Como U(n) é conexo (Por que?) concluimos que

Corolário 4.1.16. Sp(2n) é conexo.

Exerćıcio 4.1.17. A aplicação r definida na demonstração do lema
acima é uma retração por deformação de GL(n,C) sobre U(n). Prove
isto.

O grupo fundamental de Sp(2n)

Para entender um pouco melhor a topologia de Sp(2n), descrevere-
mos aqui a construção do chamado ı́ndice de Maslov no intuito de
compreender seu grupo fundamental. No que se segue escreveremos
π1(Sp(2n)) ao invés de π1(Sp(2n), I) por simplicidade.

Teorema 4.1.18. Existe uma famı́lia de homomorfismos

µn : π1(Sp(2n))→ Z (n ≥ 1) (4.5)

unicamente determinados pelas seguintes propriedades:

• Isomorfismo: Cada µn é isomorfismo de grupos.
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• Multiplicação: Se A,B : ([0, 1], {0, 1}) → (Sp(2n), I) são lo-
ops arbitrários então vale que

µn(t 7→ A(t)B(t)) = µn(t 7→ A(t)) + µn(t 7→ B(t)).

• Soma direta: Dados dois loops

A : ([0, 1], {0, 1})→ (Sp(2n), I)

B : ([0, 1], {0, 1})→ (Sp(2k), I)

vale que

µn+k(t 7→ A(t)⊕B(t)) = µn(t 7→ A(t)) + µk(t 7→ B(t))

onde identificamos R2(n+k) munido de sua forma simplética
canônica com a soma direta simplética R2n ⊕ R2k e a matriz
A(t)⊕B(t) é escrita em blocos como

A(t)⊕B(t) =

[
A(t) 0

0 B(t)

]
.

• Normalização:

µ1

(
t 7→

[
cos 2πt − sin 2πt
sin 2πt cos 2πt

])
= 1.

Demonstração. Provemos a existência dos isomorfismos {µn}n≥1. Co-
mecemos por relembrar a retração por deformação r de Sp(2n) em
U(n) definida em (4.4). Seja

r1 : Sp(2n)→ U(n) dada por r1(T ) = r(1, T ) = U

onde T = PU é a decomposição polar de T .
Se A : ([0, 1], {0, 1})→ (Sp(2n), I) é um loop então definimos

µn(t 7→ A(t)) = grau de t 7→ det r1(A(t)) (4.6)

onde det denota o determinante complexo de uma matriz de U(n).
Note que como r1(A(t)) ∈ U(n) então

det r1(A(t)) ∈ S1 = {z ∈ C | |z| = 1}.
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Logo t 7→ det r1(A(t)) é um mapa ([0, 1], {0, 1}) 7→ (S1, {1}) que deve
ser interpretado como uma aplicação cont́ınua S1 → S1. Como o grau
é invariante por homotopias, µn induz aplicação π1(Sp(2n))→ Z que
é obviamente um homomorfismo. Também são óbvios os axiomas de
multiplicação, soma direta e normalização. Resta provar que µn é
isomorfismo.

Procedemos por indução em n para provar que µn restrito a
π1(U(n), I) induz isomorfismo π1(U(n), I) ' Z, notando primeira-
mente que o caso n = 1 é trivial. Assuma n ≥ 2. Note que U(n) é
fibrado principal sobre U(n)/U(n − 1) ' S2n−1 com fibra U(n − 1).
Logo temos uma sequência exata

π2(S2n−1,pt)→ π1(U(n− 1), I)
i∗→ π1(U(n), I)→ π1(S2n−1,pt)

onde a aplicação i∗ : π1(U(n − 1), I) → π1(U(n), I) é induzida pela
inclusão óbvia i : U(n − 1) → U(n). Como n ≥ 2 os extremos desta
sequência se anulam, de onde se conclui que i∗ é isomorfismo. Como
µn ◦ i∗ = µn−1 em π1(U(n − 1), I) segue que µn : π1(U(n), I) → Z
é isomorfismo. A demonstração termina notando que r1 induz iso-
morfismo π1(Sp(2n), I) ' π1(U(n), I) já que r é retração por de-
formação.

Exerćıcio 4.1.19. Prove a unicidade dos isomorfismos {µn}n≥1 sa-
tisfazendo os axiomas descritos acima.

4.2 Variedades simpléticas e sistemas Ha-
miltonianos

Seja W uma variedade diferenciável.

Definição 4.2.1. Uma forma simplética em W é uma 2-forma dife-
rencial ω ∈ Ω2(W ) satisfazendo:

• ω é fechada, ou seja, dω = 0.

• ω é não-degenerada, ou seja, para todo x ∈W temos que

ω|x(u, v) = 0 ∀v ∈ TxW ⇒ u = 0.
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Uma variedade simplética é um par (W,ω) formado por uma varie-
dade W e uma forma simplética ω em W .

Pela Proposição 4.1.6 as componentes conexas de uma variedade
simplética (W,ω) têm dimensão par. Se W é 2n-variedade então o
Lema 4.1.9 nos diz que a 2n-forma ωn é uma forma de volume em W
e, portanto, W é orientável.

Exerćıcio 4.2.2. Mostre que se (W,ω) é variedade simplética fe-
chada (compacta e sem bordo) então [ω] 6= 0 em H2(W,R). Prove
que se k ≥ 3 então Sk não admite forma simplética.

O exemplo mais simples de variedade simplética é o próprio R2n

com coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) e sua forma simplética canô-
nica ω0 =

∑n
i=1 dqi ∧ dpi. Superf́ıcies munidas de uma forma de área

também formam uma classe simples de exemplos.
Outro exemplo bastante importante é o fibrado cotangente

π̃ : T ∗X → X

de uma variedade X qualquer. Seja U ⊂ X um aberto com coor-
denadas (x1, . . . , xn). Então temos 1-formas dxi ∈ Ω1(U) associadas
e, para cada q ∈ U , o conjunto {dx1|q, . . . , dxn|q} é uma base para
T ∗qX. Se ξ ∈ T ∗qX então ξ =

∑n
i=1 ξidx

i|q onde ξi ∈ R são unica-
mente determinados por ξ. Temos, portanto, coordenadas naturais

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) ∈ R2n

em T ∗U . Podemos considerar as 1-formas d̃xi := π̃∗dxi ∈ Ω1(T ∗U)
e definir a 1-forma tautológica αtaut e a forma simplética canônica
ωcan em T ∗U por

αtaut :=
∑n
i=1 ξid̃x

i ωcan := dαtaut =
∑n
i=1 dξi ∧ d̃xi. (4.7)

Proposição 4.2.3. As formas αtaut e ωcan não dependem das coor-
denadas e, portanto, estão globalmente definidas em T ∗X.

Demonstração 1. Como ωcan = dαtaut, basta verificarmos que αtaut

não depende das coordenadas. Seja V ⊂ X outro aberto munido
de coordenadas (y1, . . . , yn). Temos então um sistema de coordena-
das naturais (y1, . . . , yn, ζ1, . . . , ζn) definidas em T ∗V . Como dxi =
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∑n
j=1

∂xi

∂yj dy
j em U ∩ V , vale também que d̃xi =

∑n
j=1

∂xi

∂yj d̃y
j em

T ∗(U ∩ V ). Se ξ ∈ T ∗(U ∩ V ) então

ξ =

n∑
i=1

ξidx
i =

n∑
i,j=1

ξi
∂xi

∂yj
dyj =

n∑
i=1

ζjdy
j

e, portanto,

ζj =

n∑
i=1

ξi
∂xi

∂yj
.

Temos então

n∑
i=1

ξid̃xi =

n∑
i,j=1

ξi
∂xi

∂yj
d̃yj =

n∑
j=1

ζj d̃yj

como pretend́ıamos demonstrar.

Demonstração 2. Definimos α ∈ Ω1(T ∗X) (α é 1-forma em T ∗X
visto como variedade) por

αp · V := p · dπ̃p · V (4.8)

onde p ∈ T ∗X e V ∈ Tp(T
∗X). Note que se π̃(p) = x ∈ X então

dπ̃p · V ∈ TxX, o que justifica o lado direito da equação acima.
Sejam (x1, . . . , xn) coordenadas em um aberto U ⊂ X. Então, como
descrito anteriormente, temos coordenadas (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) em
T ∗X|U = T ∗U . Abreviemos (x1, . . . , xn) = x e (ξ1, . . . , ξn) = ξ. Se
p ' (x, ξ) ∈ R2n e V ' (x, ξ, δx, δξ) ∈ R2n × R2n, então dπ̃p · V '
(x, δx) e αp · V =

∑
i ξiδx

i. Isto prova que a 1-forma αtaut definida
em T ∗U por (4.7) coincide com α.

O fibrado cotangente T ∗X se torna variedade simplética quando
munido da forma simplética canônica ωcan = dαtaut.

Definição 4.2.4. Uma aplicação simplética ϕ : (W1, ω1)→ (W2, ω2)
entre variedades simpléticas é um aplicação diferenciável satisfazendo
ϕ∗ω2 = ω1. Se ϕ for um difeomorfismo então diz-se que ϕ é um
simplectomorfismo.
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Teorema de Darboux

O Teorema de Darboux a seguir mostra que não existem invari-
antes locais em geometria simplética, ou seja, todas as variedades
simpléticas de mesma dimensão são localmente iguais.

Teorema 4.2.5 (Darboux). Seja (W,ω) uma variedade simplética
de dimensão 2n e seja p ∈ W . Considere R2n munido da forma
simplética canônica ω0 (4.1). Então existem vizinhanças U ⊂ W de
p, V ⊂ R2n de 0 ∈ R2n e um simplectomorfismo ϕ : U → V tal que
ϕ(p) = 0 e ϕ∗ω0 = ω.

Demonstração. Considerando uma carta local de W em torno de p,
podemos assumir que W = R2n e p = 0 ∈ R2n, sem perda de ge-
neralidade. Mais ainda, por uma transformação linear L de R2n,
podemos também assumir que ω|0 =

∑n
i=1 dqi ∧ dpi onde q1, p1, . . .

são coordenadas em R2n.
Desta forma temos duas formas simpléticas ω0 e ω definidas em

uma vizinhança U de 0 ∈ R2n tais que (ω0−ω)|0 = 0. Por uma versão
do Lema de Poincaré (veja o Exerćıcio 4.2.7 abaixo) existem U0 ⊂ U
vizinhança de 0, e 1-forma µ definida em U0, tais que (ω0−ω)|U0 = dµ
e µ|0 = 0. Seja

Ωt = (1− t)ω + tω0 = ω + tdµ, t ∈ [0, 1].

Como dµ|0 = 0, podemos diminuir U0, se necessário, de modo que Ωt
seja simplética em U0 para todo t ∈ [0, 1].

Considere o único campo de vetores tempo-dependente Xt, t ∈
[0, 1], em U0, satisfazendo

iXtΩt = −µ

para todo t ∈ [0, 1]. Como Ωt é simplética, Xt está bem definido e
depende suavemente de t.

Agora note que Xt|0 = 0, ∀t ∈ [0, 1]. Portanto, para U1 ⊂ U0

suficientemente pequena, podemos integrar Xt até t = 1 e obter uma
isotopia ρt : U1 → U0, t ∈ [0, 1], satisfazendo ρ0 = id e dρt

dt = Xt ◦ ρt.
Temos então

d

dt
ρ∗tΩt = ρ∗t

(
dΩt
dt

+ LXtΩt
)

= ρ∗t d(µ+ iXtΩt) = 0.
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Segue que ρ1 : U1 → ρ1(U1) ⊂ U0 satisfaz ρ∗1ω0 = ω e ρ1(0) = 0.
Tomando U := U1, V := ρ1(U1) e ϕ = ρ1 concluimos a demonstração.

Corolário 4.2.6. Sejam (W1, ω1) e (W2, ω2) duas variedades simplé-
ticas de dimensão 2n. Dados p1 ∈W1 e p2 ∈W2, existem vizinhanças
V1 ⊂W1 de p1, V2 ⊂W2 de p2 e um simplectomorfismo ϕ : V1 → V2

satisfazendo ϕ(p1) = p2 e ϕ∗ω2 = ω1.

Exerćıcio 4.2.7. Seja η uma 2-forma fechada definida em uma bola
aberta B centrada na origem 0 ∈ Rk satisfazendo η|0 = 0. Considere
a famı́lia de aplicações ϕt : B → B dada por ϕt(x) = (1 − t)x e o
campo não-autônomo Xt|x = x

t−1 definido para 0 ≤ t < 1. Mostre
que a 1-forma definida por

λ = −
∫ 1

0

ϕ∗t (iXtη)dt,

é suave em B e satisfaz dλ = η, λ|0 = 0 (note que o campo Xt

não está definido para t = 1, mas ainda assim a fórmula integral
acima define uma 1-forma suave). Generalize este resultado para
formas diferenciais de qualquer grau, trocando B por qualquer outra
variedade contrátil.

Sistemas Hamiltonianos

Definição 4.2.8. Um sistema Hamiltoniano é uma tripla (W,ω,H)
onde (W,ω) é uma variedade simplética e H : W → R é uma função
suave, chamada de função Hamiltoniana.

Associado a (W,ω,H) está o campo Hamiltoniano XH , definido
implicitamente pela equação

iXHω = −dH. (4.9)

Note que, como ω é não-degenerada, o campo XH satisfazendo (4.9)
existe e é único. Consideramos então soluções do sistema Hamiltoni-
ano dado por

ẋ = XH(x). (4.10)
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Exerćıcio 4.2.9. Para um sistema Hamiltoniano (R2n, ω0, H), onde
ω0 é a forma simplética (4.1), prove que o campo Hamiltoniano é

XH = J0∇H

onde J0 é a matriz (4.2) e ∇H é o gradiente

∇H = (Hq1 , . . . ,Hqn , Hp1 , . . . ,Hpn).

Mostre que a EDO (4.10) neste caso é uma outra maneira de escrever
as equações de Hamilton

q̇j = −Hpj , ṗj = Hqj (j = 1, . . . , n) (4.11)

A função Hamiltoniana H é constante ao longo das soluções pois

dH(XH) = −ω(XH , XH) = 0

e, portanto, o fluxo Hamiltoniano preserva os ńıveis H−1(c).

Lema 4.2.10. Se a hipersuperf́ıcie M ⊂ (W,ω0) é ńıvel regular de
duas Hamiltonianas G e H definidas perto de M , então XH , XG não
se anulam sobre M e RXH = RXG.

Demonstração. Exerćıcio.

O estudo do fluxo Hamiltoniano restrito a um determinado ńıvel
de energia é parte central da Mecânica Clássica. Questões sobre
existência de órbitas periódicas e seções globais ao fluxo são de ex-
trema importância e remontam aos trabalhos de H. Poincaré e G. D.
Birkhoff.

4.3 Equações de Euler-Lagrange

Considere uma n-variedade M e uma função suave L : TM → R. A
projeção no ponto base será denotada π : TM → M . A derivada na
fibra é uma aplicação suave que preserva fibras

D2L : TM → T ∗M dada por D2L(v) · w = d
dt

∣∣
t=0

L(v + tw).
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Em geral D2L(v) depende de maneira não-linear em v. A segunda
derivada na fibra é uma aplicação que preserva fibras

D22L : TM → T ∗M ⊗ T ∗M

dada por

D22L(v) · (w1, w2) =
∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
s=t=0

L(v + sw1 + tw2).

Novamente D22L é tipicamente não-linear nas fibras. Chamaremos
uma tal função L de Lagrangiana.

4.3.1 Transformada de Legendre

Definição 4.3.1. A transformada de Legendre associada a L é a
aplicação

TL : TM → T ∗M dada por v 7→ D2L(v) ∈ T ∗π(v)M. (4.12)

Em mecânica clássica é crucial invertermos, pelo menos local-
mente, o mapa TL. Isto não é posśıvel em geral.

Definição 4.3.2. Diz-se que um vetor v0 ∈ TM satisfaz a condição
de Legendre se D22L(v0) for não-degenerada.

Pelo teorema da função inversa, se v0 satisfaz a condição de Le-
gendre então existe vizinhança aberta U de v0 em TM e vizinhança
aberta V de θ0 := D2L(v0) em T ∗M tal que a transformação

TL|U : v ∈ U 7→ D2L(v) ∈ V (4.13)

é um difeomorfismo. De fato, fixe coordenadas (x1, . . . , xn) de M em
torno de π(v0). Temos coordenadas naturais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
de TM em v0, e (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) de T ∗M em θ0. A condição
de Legendre se reescreve como

det
[
∂2
yiyjL

]
6= 0

o que garante que o mapa (4.12) representado em coordenadas por

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7→ (x1, . . . , xn, Ly1 , . . . , Lyn)

seja não-singular perto de v0. Aqui Lyi denota a derivada parcial em
relação à variável yi.
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4.3.2 O fluxo de Euler-Lagrange

Sejam L, v0, θ0, U e V como acima. É posśıvel definir um campo de
vetores especial em U associado a L. Considere a função

H : V → R dada por H(θ) = θ · T−1
L (θ)− L(T−1

L (θ)). (4.14)

A forma simplética canônica ωcan pode ser usada para definirmos o
campo Hamiltoniano XH em V por iXHωcan = −dH. Finalmente
definimos o campo S em U pela fórmula

S = (TL)∗XH . (4.15)

Se a condição de Legendre é satisfeita em todo os pontos de TM pode-
mos repetir este processo em uma cobertura de TM por abertos com
as mesmas propriedades de U , e definir o campo S intrinsecamente
em todo o TM . Resumindo

Lema 4.3.3. Seja L : TM → R uma Lagrangiana. Se a condição
de Legendre é satisfeita em todos os pontos de TM então temos
um campo de vetores S bem definido em TM , dado localmente pela
fórmula (4.15).

Em coordenadas naturais

H(x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) = piy
i − L(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

onde (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) são as coordenadas de θ e o vetor T−1
L (θ)

tem coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). As equações de Hamilton
nos dão

d

dt

(
∂L

∂yj

)
= ṗj = −Hxj = −pi

∂yi

∂xj
+
∂L

∂xj
+
∂L

∂yi
∂yi

∂xj

=

(
∂L

∂yi
− pi

)
∂yi

∂xj
+
∂L

∂xj
=

∂L

∂xj

(4.16)

e

ẋj = Hpj = yj + pi
∂yi

∂pj
− ∂L

∂yi
∂yi

∂pj

= yj +

(
pi −

∂L

∂yi

)
∂yi

∂pj
= yj .

(4.17)
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Observação 4.3.4. O campo Hamiltoniano é dado por iXHωcan =
−dH, mas aqui ωcan =

∑n
i=1 dpi ∧ dxi. Isto nos dá equações de

Hamilton que aparentemente diferem de (4.11) por um sinal. No
entanto, note que as variáveis também devem ser trocadas.

As equações (4.16)-(4.17) formam um sistema conhecido como
equações de Euler-Lagrange

d
dt (Lyj )− Lxj = 0 (4.18)

que são equivalentes às equações de Hamilton via a transformada de
Legendre. A condição ẋj = yj , obtida por metade das equações de
Hamilton, nos permite ver (4.18) como um sistema de segunda ordem
para as funções xj . Resumindo

Lema 4.3.5. As equações de Euler-Lagrange (4.18) são equivalentes
às equações de Hamilton (4.11) via a transformada de Legendre na
vizinhança de um ponto satisfazendo a condição de Legendre.

A condição de Legendre é justamente aquela que nos permite “iso-
lar” os ẍj = ẏj em (4.18). De fato

d

dt
(Lyi)− Lxi = 0⇔ Lyiyj ẏ

j + Lyixj ẋ
j − Lxi = 0

de onde segue que, denotando por gij a matriz inversa de Lyiyj e
substituindo ẋk = yk, obtemos

ẍi + gij(Lyjxky
k − Lxj ) = 0. (4.19)

Logo em coordenadas locais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) o campo S é dado
por

S = yi∂xi − 2Gi∂yi com Gi = 1
2g
ij(Lyjxky

k − Lxj ). (4.20)

O fluxo do campo S será chamado de fluxo de Euler-Lagrange.
A discussão acima mostra que as trajetórias t 7→ v(t) do fluxo de
Euler-Lagrange são da forma v(t) = γ̇(t), para uma curva γ(t) em M
que quando representada em coordenadas γ(t) ' (x1(t), . . . , xn(t)),
os xj(t) são soluções das equações de Euler-Lagrange (4.18), ou equi-
valentemente, de ẍj + 2Gj(x, ẋ) = 0.
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4.3.3 O caso Finsler: L = 1
2
F 2

Os cálculos acima obviamente podem ser feitos para L definida em
um aberto de TM cujos pontos satisfazem a condição de Legendre.
Desta forma, o campo S somente estaria definido neste aberto. Se
(M,F ) é uma n-variedade Finsler, a Lagrangiana L = F 2/2 é apenas
C1 em TM e os cálculos acima não podem ser feitos sobre a seção
nula. No entanto L é C∞ em TM0 e a definição de métrica Finsler
nos dá automaticamente que todo ponto de TM0 satisfaz a condição
de Legendre.

Dado v ∈ TM0, representemos o produto interno (3.1) por funções
gij das coordenadas naturais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), definidas por
gv(·, ·) = gijdx

i ⊗ dxj onde v = yi∂xi . Neste caso Lyiyj = gij . Como
L é homogênea de grau 2 em (y1, . . . , yn), suas derivadas parciais Lyi
são homogêneas de grau 1 nestas mesmas variáveis e podemos usar o
Teorema de Euler para calcular

2Gi = gij(Lyjxky
k − Lxj )

= gij
(
Lyryjxky

ryk − 1

2
Lyrykxjy

ryk
)

= gij
(

1

2
Lyryjxky

ryk +
1

2
Lyjykxry

ryk − 1

2
Lyrykxjy

ryk
)

=
1

2
gij (∂xkgrj − ∂xjgkr + ∂xrgjk) yryk

(4.21)
e provar que as equações ẍi + 2Gi = 0 assumem forma que já nos é
familiar. Resumindo temos

Lema 4.3.6. No caso em que a Lagrangiana é induzida por uma
métrica Finsler como em L = F 2/2 o campo S coincide com o spray
geodésico.

Observação 4.3.7. No caso Riemanniano obtemos 2Gi = Γirky
ryk

onde os Γirk são os śımbolos de Christoffel. As equações do fluxo
de Euler-Lagrange ficam ẍi + Γirkẋ

rẋk = 0. Uma diferença drástica
entre os casos Finsleriano e Riemanniano é que em (4.21) os gij e
suas derivadas dependem também dos yi, e não somente dos xi.
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Lema 4.3.8. A transformada de Legendre associada a L = 1
2F

2,
onde F é uma métrica Finsler, é dada por

TL(v) = gv(v, ·) ∈ T ∗π(v)M

onde gv é o produto interno (3.1) em Tπ(v)M associado ao vetor não-
nulo v ∈ TM0.

Demonstração. Exerćıcio.

4.3.4 N-corpos celestes

Considere N part́ıculas P1, . . . , PN que se movem em um certo aberto
V ⊂ R3 sem colisão, isto é, parametrizando a posição de cada Pi
pelo tempo t obtemos uma curva t 7→ xi(t) = (x1

i (t), x
2
i (t), x

3
i (t)), e

assumimos que i 6= j ⇒ xi(t) 6= xj(t).
Suponha que Pi tenha massa mi e que a única força sofridas pelas

part́ıculas seja devido a atração gravitacional entre elas. Normali-
zando as unidades, podemos supor que a força Fij que sofrida por Pj
devido a sua interação com Pi é

Fij = mimj
xi − xj
|xi − xj |3

= −∇xj
(
− mimj

|xi − xj |

)
onde ∇xj denota o gradiente em relação às coordenadas de xj . Segue
que Fij = −Fji. A força total sofrida por Pj é

Fj =
∑
i 6=j

Fij .

Denotemos coordenadas em TR3N = R3N × R3N por

(x1, . . . , xN , y1, . . . , yN )

onde xi, yi ∈ R3, ∀i. Consideremos funções

K =

N∑
i=1

mi
|yi|2

2

U =
∑

1≤i<j≤N

− mimj

|xi − xj |

L = K − U
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definidas no aberto V × R3N ' TV, onde

V = {(x1, . . . , xN ) ∈ V N | i 6= j ⇒ xi 6= xj} ⊂ R3N × R3N .

K e U quando avaliadas em (x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ) são chamadas
de energia cinética total e energia potencial total, respectivamente.
As equações de Euler-Lagrange ficam

d
dt (∇yiL)−∇xiL = 0 ∀i = 1, . . . , N.

Substituindo ∇yiL = miyi = miẋi e

∇xiL = −
∑
j<i

∇xi
(
− mimj

|xj − xi|

)
−
∑
j>i

∇xi
(
− mimj

|xi − xj |

)
=
∑
j<i

Fji −
∑
i<j

Fij

=
∑
j 6=i

Fji = Fi

obtemos as equações de Newton

miẍi = Fi

e a demonstração do seguinte lema.

Lema 4.3.9. O sistema se move de acordo com o fluxo de Euler-
Lagrange associado a L = K − U .

Exerćıcio 4.3.10. É óbvio da definição de L que todo ponto de TV
satisfaz a condição de Legendre. Prove que o Hamiltoniano H dado
por (4.14) é

H = K + U.

Quando avaliado nas trajetórias H é a energia total do sistema, sendo
a soma da energia cinética com a potencial.

Exerćıcio 4.3.11. Seja E ⊂ R3 um subespaço vetorial. Prove que se
um sistema de N part́ıculas como acima é tal que no instante t = 0
temos xi(0) ∈ E, ẋi(0) ∈ E, ∀i = 1, . . . , N , então vale que xi(t) ∈ E,
ẋi(t) ∈ E, ∀t e ∀i = 1, . . . , N .
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4.3.5 Prinćıpios variacionais

Fixe Lagrangiana L : TM → R de classe C1. Dada uma curva C1

γ : [a, b]→M definida em um intervalo [a, b] escreveremos

E(γ) =

∫ b

a

L(γ̇(t))dt.

Definição 4.3.12. Uma curva t ∈ J 7→ γ(t) ∈ M de classe C1,
definida em um intervalo J ⊂ R, é dita extremal para o prinćıpio
variacional associado a L se para quaisquer dois pontos t0 < t1 em J
e toda variação h : (s, t) ∈ (−ε, ε)× [t0, t1]→M de γ|[t0,t1] de classe
C1 mantendo extremos fixos vale que

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(h(s, ·)) = 0.

Note que a derivada acima poderia não existir, e a sua existência
faz parte da definição.

Teorema 4.3.13. Suponha que L é C2 em um aberto U ⊂ TM .
Seja J ⊂ R um intervalo e γ : J → π(U) uma curva de classe C2

satisfazendo γ̇(t) ∈ U , ∀t ∈ J . São equivalentes:

• γ é extremal para o prinćıpio variacional associado a L.

• Para todo sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em M e todo
intervalo I ⊂ J tal que γ(I) está contido no domı́nio deste
sistema de coordenadas, valem as equações de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂yi

)
− ∂L

∂xi
= 0

para as funções coordenadas xj(t) de γ(t) definidas em I. Aqui
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) denotam as coordenadas naturais em TM
associadas.

Demonstração. Seja γ um extremal de classe C2 do prinćıpio varia-
cional associado a L e I = [t0, t1] ⊂ J tal que γ(I) está contido no
domı́nio de um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn). Façamos uma
variação h : (−ε, ε) × [t0, t1] → M de γ|[t0,t1] de classe C2 mantendo
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h(s, t0) = γ(t0) e h(s, t1) = γ(t1) fixos. Usando as coordenadas o
mapa h(t) tem componentes (h1, . . . , hn). Sendo assim calculamos

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(h(s, ·))

=

∫ t1

t0

Lxih
i
s + Lyih

i
tsdt

=

∫ t1

t0

Lxih
i
s + Lyih

i
stdt

=

∫ t1

t0

(
Lxi −

d

dt
(Lyi)

)
hisdt+ [Lyih

i
s]
t1
t0 .

O termo de bordo na última linha acima se anula pois his(t1) =
his(t0) = 0, ∀i. Como his(t)|t∈[t0,t1] podem ser quaisquer funções de
classe C2 com suporte compacto em (t0, t1), as equações de Euler-
Lagrange devem necessariamente ser satisfeitas. Logo a primeira
afirmação do teorema implica na segunda. A rećıproca fica a cargo
do leitor, os cálculos são os mesmos.

O seguinte corolário segue imediatamente da discussão contida
nos parágrafos anteriores.

Corolário 4.3.14. Se L é suave no aberto U ⊂ TM , e todo ponto
de U satisfaz a condição de Legendre, então são equivalentes:

• t ∈ J 7→ v(t) ∈ U é trajetória do fluxo de Euler-Lagrange.

• t ∈ J 7→ v(t) ∈ U satisfaz v(t) = γ̇(t) para uma curva γ que é
extremal para o prinćıpio variacional associado a L.

4.3.6 O caso homogêneo

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Seu dual será
denotado por V ′.

Definição 4.3.15. Seja α ≥ 0. Uma função f : V → R é positiva-
mente homogênea de grau α se

f(tv) = tαf(v) ∀t ≥ 0, v ∈ V.
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Exerćıcio 4.3.16. Mostre que se α > 1 então toda função limitada
superiormente em uma vizinhança de 0 e positivamente homogênea
de grau α é diferenciável em 0, e a derivada em 0 se anula.

Definição 4.3.17. Para cada α > 1 denotamos por Hα(V ) o con-
junto das funções f : V → [0,+∞) que são positivamente homogêneas
de grau α, de classe C∞ e positivas em V \ {0}, e tais que para cada
v ∈ V \ {0} a Hessiana D2f(v) : V × V → R definida por

D2f(v)(u,w) =
∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
s=t=0

f(v + su+ tw)

é positiva-definida.

Escreveremos Hα ao invés de Hα(V ), por simplicidade. A dife-
rencial de uma função f : V → R no ponto v será denotada por
Df(v) ∈ V ′.

Exerćıcio 4.3.18. Seja α > 1. Prove que toda f ∈ Hα é de classe
C1 e a aplicação v 7→ Df(v) é positivamente homogênea de grau
α− 1, isto é, Df(tv) = tα−1Df(v).

Lema 4.3.19. Se f ∈ Hα então todo c > 0 é valor regular. Para
cada c > 0 o conjunto Ec = f−1([0, c]) é convexo com fronteira suave
∂Ec = f−1(c). Ec é estritamente convexo no sentido em que para
cada v ∈ ∂Ec existe um o único hiperplano suporte hv de Ec que passa
por v. Este hiperplano satisfaz hv ∩ Ec = {v}, e hv − v = Tv∂Ec.

Um hiperplano suporte de Ec é um hiperplano h ⊂ V que divide
V em dois semi-espaços fechados tais que um deles contem Ec.

Demonstração. Sejam v0, v1 ∈ Ec. Note que se v0 e v1 não são co-
lineares então vt = v0 + t(v1 − v0) 6= 0, ∀t ∈ [0, 1], e (f(vt))

′′ =
D2f(vt)(v1 − v0, v1 − v0) > 0. Logo f(vt) ≤ max{f(v0), f(v1)} ≤ c.
O caso em que v0 ∈ Rv1 é fácil de tratar. Logo Ec é convexo. O
teorema de Euler nos dá Df(v) · v = αf(v) de onde se conclui que
todo c > 0 é valor regular.

Seja v ∈ ∂Ec e considere o hiperplano

hv = {w | Df(v) · w = αc}.
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Pelo teorema de Euler hv = v + kerDf(v) é o hiperplano tangente
a ∂Ec em v. Como Ec é convexo temos f(v + t(w − v)) ≤ f(v)
para todo t ∈ [0, 1] e w ∈ Ec pois f(v) = c. Derivando em t = 0
obtemos 0 ≥ Df(v) ·w −Df(v) · v = Df(v) ·w − αf(v), isto é, todo
ponto w de Ec pertence a um mesmo semi-espaço determinado por hv.
Qualquer hiperplano h 6= hv que passa por v terá um vetor da forma
v + y, com Df(v) · y < 0. Sendo assim, a derivada de t 7→ f(v + ty)
em t = 0 será negativa. Portanto, h contem pontos onde f < c
e, consequentemente, não pode ser hiperplano suporte. Resta provar
que hv∩Ec = {v}. Seja w ∈ hv∩Ec e considere g(t) = f(v+t(w−v)).
Como w ∈ hv ⇔ w − v ∈ kerDf(v) então g′(0) = 0. Como Ec é
convexo vale que g(t) ≤ c = g(0) ∀t > 0, de onde se conclui que
g′′(0) ≤ 0. Se w 6= v então g′′(0) = D2f(v)(w − v, w − v) > 0, um
absurdo. Logo w = v.

Corolário 4.3.20. A aplicação v 7→ Df(v) define um homeomor-
fismo V → V ′ e um difeomorfismo V \ {0} → V ′ \ {0}.
Demonstração. Provemos que Df é injetiva. Sejam v0 6= v1 tais que
Df(v0) = Df(v1). Pelo Exerćıcio 4.3.16, se v0 = 0 então Df(v1) =
Df(v0) = 0. Como αf(v1) = Df(v1) ·v1 concluimos que f(v1) = 0⇒
v1 = 0. Suponha que v0 e v1 não se anulam e considere c0 = f(v0),
c1 = f(v1). Defina λ = (c1/c0)1/α e note que v 7→ λv define um
difeomorfismo entre Ec0 e Ec1 . Pelo Exerćıcio 4.3.18 kerDf(λv0) =
kerDf(v1), ou seja, os hiperplanos hv1 e hλv0 tangentes de Ec1 são
paralelos. Se eles não coincidirem então encontraremos pontos de
Ec1 nos interiores dos dois semi-espaços determinados por um destes
hiperplanos, contradizendo o Lema 4.3.19. Provamos que hv1 = hλv0
de onde segue que {λv0} = hλv0∩Ec1 = hv1∩Ec1 = {v1} ⇒ λv0 = v1.
Portanto

λα−1Df(v1) = λα−1Df(v0)

= Df(λv0) = Df(v1)⇒ λ = 1⇒ v0 = v1.

Para provar a sobrejetividade fixe θ ∈ V ′ e considere a função

v 7→ g(θ) = θ · w − f(w). (4.22)

Como α > 1 segue que g(θ) → −∞ quando θ → ∞. Logo g atinge
máximo global em um certo vetor v onde 0 = Dg(v) = θ − Df(v).
As conclusão segue facilmente a partir daqui.
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Os argumentos acima nos dizem que associada a f ∈ Hα temos
uma transformada de Legendre globalmente definida

Tf : V → V ′ v 7→ Tf (v) = Df(v) (4.23)

que goza de boas propriedades: Tf é homeomorfismo e Tf |V \{0} é
difeomorfismo.

Definição 4.3.21. A transformada de Fenchel de f ∈ Hα é a função

f∗ : V ′ → R dada por f∗(θ) = sup
w∈V
{θ · w − f(w)}. (4.24)

Exerćıcio 4.3.22. Dadas f ∈ Hα e ‖ · ‖ uma norma qualquer em V
prove que existe C > 0 tal que f(v) ≥ C‖v‖α.

Em vista do exerćıcio acima a função f∗ está bem-definida e o
supremo em (4.24) é atingido.

Lema 4.3.23. Seja f ∈ Hα. Então

• f∗ ◦Tf = (α−1)f , onde Tf é a transformada de Legendre. Em
particular, se α = 2 então f∗ ◦ Tf = f .

• f∗ ∈ Hβ onde 1
α + 1

β = 1.

Demonstração. Por (4.24), se f∗(θ) = θ ·v−f(v) então θ = Df(v) =
Tf (v) de onde segue que θ ·v = αf(v) pelo Teorema de Euler, de onde
se conclui que f∗ ◦Tf = (α−1)f . Pelo Exerćıcio 4.3.18, se θ = Tf (v)

então tθ = Tf (t
1

α−1 v) e

f∗(tθ) = f∗(Tf (t
1

α−1 v)) = (α− 1)f(t
1

α−1 v)

= (α− 1)t
α
α−1 f(v) = tβf∗(Tf (v)) = tβf∗(θ).

A partir daqui é trivial verificar que f∗ ∈ Hβ .

Lema 4.3.24 (Desigualdade de Hölder generalizada). Para
quaisquer θ ∈ V ′ e v ∈ V vale

θ · v ≤ f(v) + f∗(θ)

com igualdade se, e somente se, θ = Tf (v).



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 121 — #129 i
i

i
i

i
i
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Exerćıcio 4.3.25. Prove a desigualdade de Hölder acima. Dica:
segue imediatamente da definição de f∗.

Lema 4.3.26. Tf∗ = (Tf )−1 e f∗∗ = f .

Demonstração. Identificaremos livremente V ' V ′′. Fixe v ∈ V
arbitrariamente. Definindo θ0 ∈ V ′ por θ0 = Tf (v) então, pelo
Lema 4.3.24, temos

f(v) + f∗(θ0) = θ0 · v ≤ f∗(θ0) + f∗∗(v)⇒ f(v) ≤ f∗∗(v).

Defina agora θ1 ∈ V ′ por v = Tf∗(θ1). Pelo mesmo motivo temos

f∗(θ1) + f∗∗(v) = θ1 · v ≤ f∗(θ1) + f(v)⇒ f∗∗(v) ≤ f(v).

Logo f = f∗∗. A identidade Tf∗ = (Tf )−1 segue imediatamente.

Corolário 4.3.27. A transformada de Fenchel em Hα(V ) estabelece
uma bijeção

f ∈ Hα(V ) 7→ f∗ ∈ Hβ(V ′)

cuja inversa é a transformada de Fenchel em Hβ(V ′).

Exerćıcio 4.3.28. Identifique Rn com (Rn)′, escolha α > 1 e consi-
dere a norma Lα

f(v) = ‖v‖α =

(
n∑
i=1

|vi|α
)1/α

onde vi são as coordenadas de v. Mostre que f∗ = ‖ · ‖β, 1
α + 1

β = 1.
Deduza a desigualdade de Hölder usual do Lema 4.3.24.

Se (M,F ) é variedade Finsler então definimos uma função

F ∗ : T ∗M → [0,+∞) (4.25)

aplicando a transformada de Fenchel em cada TpM para 1
2F

2|TpM ∈
H2(TpM). Mais precisamente, F ∗ está definida pela fórmula(

1

2
F 2|TpM

)∗
=

1

2
(F ∗)2|T∗pM ∈ H2(T ∗pM). (4.26)

O leitor irá provar que F ∗ define uma norma de Minkowski em cada
T ∗pM , e que F ∗ goza das propriedades análogas às de F , trocando
TM por T ∗M , o que justifica chamá-la de co-métrica dual a F .
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4.4 Noções em geometria de contato

Do ponto de vista dinâmico, variedades munidas de formas de contato
devem ser vistas como ńıveis de energia que gozam de boas propri-
edades. Introduziremos os rudimentos da teoria motivados por este
ponto de vista, para mais detalhes veja [9, 24].

4.4.1 Hipersuperf́ıcies com tipo de contato

Definição 4.4.1. Dizemos que um campo de vetores Y em uma va-
riedade simplética (W,ω) é um campo de Liouville se LY ω = ω, onde
LY ω é a derivada de Lie de ω em relação a Y . O campo Y é também
dito um campo conformemente simplético. Dizemos que uma hiper-
superf́ıcie S ⊂W tem tipo de contato se existe um campo de Liouville
Y , definido em uma vizinhança de S em W , que é transversal a S.

Proposição 4.4.2. Seja S uma hipersuperf́ıcie de contato em uma
variedade simplética (W,ω) de dimensão 2n. Seja Y um campo de
Liouville definido em uma vizinhança U de S em W que é transversal
a S. Então a 1-forma λ := iY ω satisfaz dλ = ω em U , e

λ ∧ (dλ)n−1|S é forma de volume em S.

Demonstração. Pela fórmula de Cartan, temos

ω = LY ω = diY ω + iY dω = dλ.

Como S tem codimensão 1, para todo x ∈ S existe X(x) ∈ TxS tal
que ωx(X(x), v) = 0 ∀v ∈ TxS, e X(x) 6= 0. Segue que λx(X(x)) =
ωx(Y (x), X(x)) 6= 0 pois ω é não-degenerada. Seja Hx ⊂ TxS defi-
nido por Hx := {v ∈ TxS : λx(v) = ωx(Y (x), v) = 0}. Então Hx é hi-
perplano complementar a X(x). Como ω é não-degenerada, dλ|Hx =
ω|Hx também é não-degenerada. Seja {e1, . . . , en−1, f1, . . . , fn−1}
uma base simplética para (Hx, dλ|Hx). Veja a Proposição 4.1.6 para
uma demonstração da existência desta base. Então

λ ∧ (dλ)n−1(X(x), e1, . . . , en−1, f1, . . . , fn−1)

= λ(X(x))(dλ)n−1(e1, . . . , en−1, f1, . . . , fn−1) 6= 0

e, portanto, λ|S satisfaz as condições desejadas.
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Um exemplo de campo de Liouville em (R2n, ω0) é o campo radial
X(z) := z

2 , z = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ R2n. De fato, iXω0 = λ0

onde λ0 é a 1-forma canônica em R2n

λ0 =
1

2

n∑
j=1

qjdpj − pjdqj . (4.27)

Usando a fórmula de Cartan, temos

LXω0 = diXω0 + iXdω0 = dλ0 = ω0. (4.28)

Definição 4.4.3. Dizemos que a hipersuperf́ıcie regular S ⊂ R2n é
estrelada em relação à origem, se toda semi-reta partindo da origem
intersecta S transversalmente em um único ponto.

Decorre desta definição e de (4.28) que todo ńıvel de energia es-
trelado em relação à origem é de contato. É importante observar que
nem todo ńıvel de energia em R2n difeomorfo a S2n−1 é de contato.

4.4.2 Formas de contato e o campo de Reeb

A noção de hipersuperf́ıcie de contato pode ser dada intrinsecamente
da seguinte forma. Seja M uma variedade de dimensão 2n− 1.

Definição 4.4.4. Dizemos que a 1-forma λ em M é de contato se

λ ∧ (dλ)n−1 nunca se anula. (4.29)

Por definição, se λ é forma de contato então λ ∧ (dλ)n−1 define
uma forma de volume em M e, portanto, M deve ser orientável.

Associadas à forma de contato λ temos duas estruturas funda-
mentais: um campo de vetores, chamado de campo de Reeb, e uma
distribuição de hiperplanos tangentes, chamada de estrutura de con-
tato. Focaremos agora no campo de Reeb, deixando a definição da
estrutura de contato para mais adiante.

Definição 4.4.5. O campo de Reeb Xλ associado à forma de contato
λ em M é definido implicitamente por{

iXλdλ = 0

iXλλ = 1.
(4.30)
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Exerćıcio 4.4.6. Prove que o campo de Reeb é suave.

Já vimos que em uma hipersuperf́ıcie de contato S de uma va-
riedade simplética (W,ω) sempre existe uma forma de contato λ =
(iY ω)|S , onde Y é campo de Liouville transversal a S. A direção do
campo de Reeb Xλ associado a λ coincide com a direção do campo
Hamiltoniano XH |S associado a qualquer Hamiltoniana H : W → R
que realiza S como ńıvel regular, pois ambos estão no núcleo de ω|S .
As órbitas de ambos os campos são, portanto, as mesmas, módulo
uma reparametrização no tempo.

Exemplo: ńıveis de energia estrelados

Seja B ⊂ R2n a região compacta limitada por uma hipersuperf́ıcie
regular S estrelada em relação à origem 0 ∈ R2n. Como vimos, S é
de contato em (R2n, ω0), ou seja, λ0|S é uma forma de contato em S.
Aqui a forma ω0 é dada em (4.1).

Vamos construir uma função Hamiltoniana adaptada a S. Para
cada x ∈ R2n\{0}, seja h0(x) ∈ R+ tal que h0(x)x ∈ S. É imediato
que h0(rx) = 1

rh0(x),∀r > 0, e que h0|S ≡ 1. Da Definição 4.4.3 e
do teorema da função impĺıcita segue que h0 é suave em seu domı́nio
R2n \ {0}. Considere agora

H(x) :=
1

h0(x)2

para todo x ∈ R2n\{0}. Então H tem as seguintes propriedades

• H pode ser estendida continuamente na origem definindo-se
H(0) = 0.

• H(x) = 1 se x ∈ S, H(x) < 1 se x ∈ B\S e H(x) > 1 se
x ∈ R2n\B.

• H é homogênea de grau 2, ou seja, H(rx) = r2H(x) para
todo x ∈ R2n\{0} e r > 0. Decorre dessa igualdade que
〈∇H(x), x〉 = 2H(x) para todo x ∈ R2n\{0}.

Proposição 4.4.7. Considere o campo Hamiltoniano XH associado
à função H e Xλ0

o campo de Reeb em S associado à forma de contato
λ0|S. Então XH(x) = Xλ0

(x) para todo x ∈ S.
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Demonstração. Como dλ0 = ω0|S então, para v ∈ TxS, temos

dλ0|x(XH(x), v) = ω0(XH , v) = −dH|x · v = 0.

Basta agora verificar que iXHλ0 = 1 em S. Temos

λ0|x ·XH(x) =
1

2
ω0(x,XH(x)) =

1

2
〈x,−J0XH(x)〉

=
1

2

〈
x,−J2

0∇H(x)
〉

=
1

2
〈x,∇H(x)〉

=
1

2
2H(x) = 1

para todo x ∈ S. Aqui a matriz J0 é a matriz (4.2).

Seja ψ : S2n−1 → S a aplicação definida por

ψ(x) = h0(x)x ∈ S (4.31)

onde h0 é a função suave determinada por S como descrito acima.
Considere também uma função Hamiltoniana G : R2n → R qualquer
tal que S = G−1(0) é ńıvel de energia regular. Temos

Proposição 4.4.8. O fluxo Hamiltoniano em S associado a G é
equivalente ao fluxo de Reeb em S2n−1 com a forma de contato λ =
fλ0|S2n−1 , onde f(x) = h2

0(x) para todo x ∈ S2n−1.

Demonstração. Considerando ψ e h0 conforme definidos acima, te-
mos para x ∈ S2n−1 e v ∈ TxS2n−1

ψ∗λ0|x · v = λ0|h0(x)x · dψx · v

=
1

2
ω0 (h0(x)x, 〈∇h0(x), v〉x+ h0(x)v)

= h0(x)2 1

2
ω0(x, v) = h0(x)2λ0|x · v.

Segue que ψ∗(Xfλ0|S2n−1
) = Xλ0|S = XH |S . Aqui H é a função

quadrática definida na Proposição 4.4.7. Note agora que os fluxos
Hamiltonianos em S associados a G e a H são equivalentes, pois am-
bos os campos XG e XH estão no núcleo de ω0|S e, portanto, devem
ser paralelos. As órbitas são as mesmas após uma reparametrização
no tempo.
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Exemplo: fibrados unitários

Seja Q uma variedade qualquer. Seu fibrado cotangente π̃ : T ∗Q→ Q
está canonicamente munido de uma forma simplética ωcan = dαtaut.
Considere o campo Ĉ em T ∗Q dado por

Ĉ|θ =
d

dt

∣∣∣∣
t=1

tθ ∈ TθT ∗Q (4.32)

e seja ρt seu fluxo, que é obviamente dado por ρt(θ) = etθ. Então,
como αtaut|θ · ζ = θ · dπ̃ · ζ ∀ζ ∈ TθT ∗Q e como π̃ ◦ ρt = π̃, segue que

(ρ∗tαtaut)|θ · ζ = αtaut|ρt(θ) · dρt · ζ
= etθ · dπ̃ · dρt · ζ
= etθ · dπ̃ · ζ
= etαtaut|θ · ζ

ou seja,
ρ∗tαtaut = etαtaut. (4.33)

Derivando (4.33) em t = 0 obtemos

LĈαtaut = αtaut.

É óbvio que iĈαtaut = 0 pois Ĉ ∈ ker dπ̃. Logo

LĈωcan = LĈdαtaut = dLĈαtaut = dαtaut = ωcan (4.34)

isto é, Ĉ é campo de Liouville.
Considere agora uma métrica Finsler F : TQ → R. Definindo

uma Lagrangiana L por

L =
1

2
F 2

então, de acordo com a discussão na seção 4.3, temos uma transfor-
mada de Legendre

TL : TQ→ T ∗Q

bem definida. Pelo Corolário 4.3.20, TL define um homeomorfismo
TQ ' T ∗Q que preserva fibras e que se restringe a um difeomorfismo
TQ0 ' T ∗Q0, onde T ∗Q0 denota o complementar da seção nula em
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T ∗Q. O Hamiltoniano L∗ : T ∗Q → R dado por (4.14) coincide
justamente com a transformada de Fenchel (4.24) de L fibra a fibra.
Como explicado no final da seção 4.3.6, isto nos permite definir uma
co-métrica Finsler F ∗ : T ∗Q→ [0,+∞) pela fórmula

L∗ =
1

2
(F ∗)2. (4.35)

Lembremos também que TL(v) = gv(v, ·) em vista do Lema 4.3.8.

Definição 4.4.9. O fibrado unitário de (Q,F ) é a hipersuperf́ıcie

T 1Q = F−1(1).

O co-fibrado unitário é a hipersuperf́ıcie (F ∗)−1(1).

Teorema 4.4.10. Vale a identidade

(TL)∗αtaut = λH

onde λH é a forma de Hilbert (3.2). O fibrado unitário T 1Q é hiper-
superf́ıcie de contato em (TQ, dλH), λH |T 1Q é forma de contato em
T 1Q e o campo de Reeb associado coincide com o spray geodésico S
de F .

Demonstração. Fixe v ∈ TQ0, ζ ∈ TvTQ e calcule

(TL)∗αtaut|v · ζ = αtaut|TL(v) · dTL · ζ
= TL(v) · dπ̃ · dTL · ζ
= TL(v) · dπ · ζ
= gv(v, dπ · ζ) = λH |v · ζ

onde utilizamos o Lema 4.3.8 e também π̃ ◦ TL = π, onde os mapas
π : TQ → Q, π̃ : T ∗Q → Q denotam projeções no ponto base.
Como L é positivamente homogênea de grau 2 nas fibras, vale que
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TL(tv) = D2L(tv) = tD2L(t) = tTL(v) se t ≥ 0. Sendo assim

(TL)∗Ĉ|v = (dTL)−1 · Ĉ ◦ TL(v)

= (dTL)−1 · d
dt

∣∣∣∣
t=1

tTL(v)

= (dTL)−1 · d
dt

∣∣∣∣
t=1

TL(tv)

= (dTL)−1 · dTL · ivV(v)

= Cv.

onde C é o campo vertical C|v = ivV(v) e ivV é o mapa (3.4). Já mos-

tramos acima que Ĉ é campo de Liouville, de onde segue que C é
campo de Liouville em (TQ0, dλH). Como C é obviamente transver-
sal a T 1Q segue que T 1Q tem tipo de contato e que λH |T 1Q é forma
de contato em T 1Q, veja a Proposição 4.4.2.

SejaXL∗ o campo Hamitoniano de L∗ dado por iXL∗ωcan = −dL∗.
Então o spray geodésico S satisfaz

S = (TL)∗XL∗

em vista do Lema 4.3.6. Pelo Lema 4.3.23 temos L∗ ◦ TL = L, de
onde segue que

iSdλH = (TL)∗(iXL∗ωcan) = (TL)∗(−dL∗)
= −d(TL)∗L∗ = −d(L∗ ◦ TL) = −dL

ou seja, S é o campo Hamiltoniano de L em (TQ0, dλH). Em par-
ticular vale que RS = ker dλH |T 1Q, implicando que S é paralelo ao
campo de Reeb de λH |T 1Q. Lembremos que dπ · S|v = v, para todo
v ∈ TQ0; este fato segue, por exemplo, de (4.20). Então calculamos

iSλH = gv(v, dπ · S|v) = gv(v, v) = D2L(v) · v = 2L = F 2(v)

e concluimos que S coincide com o campo de Reeb de T 1Q.

4.4.3 Estruturas de contato

Façamos uma definição alternativa de forma de contato que é mais
comum na literatura.
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Definição 4.4.11. Uma 1-forma λ é dita de contato se dλ|x é não-
degenerada em kerλ|x, ∀x.

Observação 4.4.12. Se M carrega uma 1-forma de contato no sen-
tido da definição acima então dimM é ı́mpar. De fato, fixando
x ∈M arbitrariamente, a 1-forma não pode se anular identicamente
em uma vizinhança qualquer U de x pois, caso contrário, teŕıamos
dλ|U = 0, o que é imposśıvel já que λ é de contato. Logo existe
x′ arbitrariamente próximo de x tal que λ|x′ 6= 0. Se dimTx′M é
par então dim kerλ|x′ é ı́mpar e (kerλ|x′ , dλ|x′) não pode ser espaço
vetorial simplético.

Lema 4.4.13. As definições 4.4.4 e 4.4.11 de forma de contato são
equivalentes.

Demonstração. Seja n = 1
2 (dimM−1). Se λ satisfaz a Definição 4.4.4

então, obviamente, (dλ|x)n não se anula em kerλx. Pelo Lema 4.1.9
isto é equivalente a dλ|x ser não-degenerada em kerλ|x. Reciproca-
mente, suponha que λ satisfaz a Definição 4.4.11. Fixe x ∈M e note
que ker dλ|x = Rv para algum v ∈ TxM \ kerλ|x. Escolhendo uma
base simplética {e1, f1, . . . , en, fn} de (kerλ|x′ , dλ|x′) note que

λ|x ∧ (dλ|x)n(v, e1, f2, . . . , en, fn) 6= 0.

Definição 4.4.14. Uma estrutura de contato em uma variedade M
é uma distribuição ξ ⊂ TM de codimensão 1 localmente definida por
formas de contato. O par (M, ξ) é dito uma variedade de contato.

Na definição acima é conveniente notar que λ é forma de contato
se, e somente se, fλ também é, para toda função real suave f que
não se anula no domı́nio de λ.

Se λ é forma de contato em M então

ξ := kerλ

é estrutura de contato e temos um fibrado vetorial simplético (ξ, dλ)
sobre M no seguinte sentido: em cada fibra ξx ⊂ TxM a forma
bilinear alternada dλ|x é não-degenerada.
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Definição 4.4.15. Dizemos que a variedade de contato (M, ξ) é co-
orientável se o fibrado TM/ξ →M é orientável.

Exerćıcio 4.4.16. Prove que um fibrado vetorial real de posto 1 é
orientável se, e somente se, é trivial.

Proposição 4.4.17. A variedade de contato (M, ξ) é co-orientável
se, e só se, existe uma 1-forma λ globalmente definida em M tal que
ξ = kerλ.

Demonstração. Pelo exerćıcio acima se TM/ξ é orientável então ad-
mite uma seção global, que pode ser usada para definir um campo de
vetores global X em M satisfazendo RX ∩ ξ = 0. (Por que?) Logo,
assumindo co-orientabilidade de ξ, definimos uma 1-forma λ em M
pelas equações iXλ = 1, kerλ = ξ. Reciprocamente, se existe uma
1-forma global λ tal que ξ = kerλ então esta induz uma seção global
não-nula do fibrado ξ0 ⊂ T ∗M formado por covetores que anulam ξ.
Note que ξ0 ' (TM/ξ)∗, e obtemos a orientabilidade de TM/ξ.

Seja (M, ξ) uma variedade de contato de dimensão 2n + 1. A
condição de contato implica que λ∧(dλ)n 6= 0 para uma 1-forma local
que define ξ. Seja f : M → R \ {0} uma função suave. Então, como
já mencionado antes, λf := fλ também é uma forma de contato local
que induz ξ pois kerλf = kerλ = ξ e λf∧(dλf )n = fn+1λ∧(dλ)n 6= 0.
Se n é ı́mpar, então o sinal da forma de volume λf ∧ (dλf )n não
depende de f e ξ induz uma orientação natural em M . Se M tem
uma orientação pré-definida, dizemos então que ξ é uma estrutura
de contato positiva ou negativa conforme esta orientação coincide
ou não, respectivamente, com a orientação induzida por ξ. Segue
também que toda variedade de contato (M, ξ) de dimensão 2n+ 1, n
ı́mpar, é orientável. Para n par existem variedades de contato não-
orientáveis. Neste caso, porém, a estrutura de contato é orientável
naturalmente por (dλf )n, independentemente de f .

Definição 4.4.18. Sejam (M1, ξ1), (M2, ξ2) variedades de contato.
Dizemos que um difeomorfismo ϕ : M1 →M2 é um contactomorfismo
se ϕ∗ξ1 = ξ2.
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Exemplo: (R× T ∗Q, ξstd)

Denotando por z a coordenada R de R× T ∗Q, considere e 1-forma

αstd = dz − αtaut.

Como

ξstd := kerαstd

é obviamente transversal a ∂z, segue que dαstd é não-degenerada em
ξstd pois dαstd = ωcan é forma simplética em T ∗Q. Logo αstd é forma
de contato e ξstd é estrutura de contato, chamada de a estrutura de
contato standard em R× T ∗Q.

Esta variedade de contato também é conhecida como o espaço
de 1-jatos de funções em Q, já que para todo par (z, θ) ∈ R × T ∗pQ
encontramos função f definida em torno de p tal que f(p) = z e
df |p = θ. O estudo dos contactomorfismos (locais) de (R×T ∗Q, ξstd)
vem desde os trabalhos de Sophus Lie no século XIX, que buscava
trocar variáveis para resolver equações diferenciais de primeira or-
dem, explorando simetrias destas equações. Veremos alguns poucos
detalhes mais adiante.

Teorema de Darboux para formas de contato

O Teorema de Darboux 4.2.5 para formas simpléticas nos diz que
variedades simpléticas de mesma dimensão são localmente simplec-
tomorfas. Veremos que o mesmo tipo de flexibilidade local vale em
geometria de contato.

Teorema 4.4.19 (Darboux – Formas de contato). Seja λ uma forma
de contato em uma variedade M sem bordo de dimensão 2n + 1.
Dado p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p com coordenadas
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) tal que nessas coordenadas p = (0, . . . , 0) e
λ|U ' dz +

∑n
i=1 xidyi.

Demonstração. Seja U0 ⊂ M uma vizinhança aberta de p com co-
ordenadas x = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) tal que p = (0, . . . , 0). Por
uma mudança de coordenadas linear em R2n+1, podemos assumir
que kerλ|p = span{ ∂

∂xi
, ∂
∂yi

, i = 1 . . . n}, ∂
∂z ∈ ker dλ|p e λ|p( ∂∂z ) = 1.

Mais ainda, usando a Proposição 4.1.6, podemos também assumir,
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por uma nova transformação linear, que dλ|p =
∑n
i=1 dxi∧dyi. (Che-

que todas estas afirmações!) Seja agora λ0 a 1-forma em U0 escrita
nestas coordenadas como dz +

∑n
i=1 xidyi. Temos então duas for-

mas de contato λ e λ0 em U0. Note que λ e dλ coincidem em p,
respectivamente, com λ0 e dλ0.

Seja λt = (1 − t)λ0 + tλ, t ∈ [0, 1], a famı́lia de 1-formas em U0

dada pelas combinações convexas de λ e λ0. Pela observação anterior
λt|p = λ|p = λ0|p e dλt|p = dλ|p = dλ0|p. Segue que numa vizinhança
U1 ⊂ U0 suficientemente pequena de p, λt é uma forma de contato
em U1 para todo t ∈ [0, 1].

Queremos encontrar uma vizinhança U2 ⊂ U1 suficientemente pe-
quena de p e uma isotopia ρt : U2 → U1, t ∈ [0, 1], tal que ρ0 = id,

ρt(p) = p e ρ∗tλt = λ0, ∀t ∈ [0, 1]. (4.36)

Desta forma ρ1 satisfaz ρ∗1λ = λ0, e basta tomarmos coordenadas em
U := ρ1(U2) dadas por x̄i = xi ◦ ρ−1

1 , ȳi = yi ◦ ρ−1
1 e z̄ = z ◦ ρ−1

1 para
obtermos λ = dz̄ +

∑
i x̄idȳi e concluir a demonstração.

A isotopia será obtida integrando-se um campo de vetores Xt,
t ∈ [0, 1] em U1. Derivando (4.36) temos

0 =
d

dt
(ρ∗tλt) = ρ∗t

(
LXtλt +

dλt
dt

)
= ρ∗t (iXtdλt + diXtλt + λ− λ0).

(4.37)

Basta então encontrarmos Xt, t ∈ [0, 1], satisfazendo

iXtdλt + diXtλt + λ− λ0 = 0. (4.38)

Decompondo Xt, temos Xt = AtRt + Bt, onde Rt é o campo de
Reeb de λt e Bt ∈ kerλt para cada t ∈ [0, 1]. Denotando por ft =
iRt(λ0 − λ) e calculando (4.38) em Rt, obtemos

ft = iRtdAt. (4.39)

Esta é uma famı́lia suave a 1-parâmetro t ∈ [0, 1] de equações lineares
a derivadas parciais de primeira ordem não-homogêneas para a famı́lia
de funções At. É sempre posśıvel, através do método das curvas
caracteŕısticas, encontrar uma famı́lia suave de soluções At, t ∈ [0, 1],
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em U1 desde que U1 seja uma vizinhança suficientemente pequena de
p. Note que podemos também assumir que At|p = dAt|p = 0 para
todo t ∈ [0, 1]; veja o Exerćıcio 4.4.21 abaixo.

Encontraremos agora a componente Bt de Xt. Também por (4.38)
temos

λ− λ0 + dAt + iBtdλt = 0. (4.40)

Restringindo (4.40) a kerλt, obtemos finalmente Bt, t ∈ [0, 1], que
fica unicamente determinado pois dλt|kerλt é não-degenerada. Aqui
foi usado que iRt(λ− λ0 + dAt) = 0.

O campo Xt assim definido é tal que Xt|p = 0 para todo t ∈
[0, 1] e, portanto, a isotopia ρt, obtida integrando-se Xt, deixa a p
fixo. Mais ainda, numa vizinhança U2 ⊂ U1 suficientemente pequena,
ρt|U2 está definida para todo t ∈ [0, 1], com valores em U1 e satisfaz
ρ∗1λ = λ0 em vista de (4.37). Isso completa a demonstração.

Corolário 4.4.20. Sejam M1,M2 variedades de mesma dimensão
com formas de contato λ1, λ2, respectivamente. Então para quaisquer
dois pontos pi ∈ Mi, i = 1, 2, existem vizinhanças Ui ⊂ Mi de pi e
um difeomorfismo ϕ : U1 → U2 satisfazendo ϕ(p1) = p2, ϕ∗λ2 = λ1.

Exerćıcio 4.4.21. Considere funções suaves b1, . . . , bk, f definidas
em uma vizinhança V de 0 ∈ Rk. Mostre que se bk não se anula
em V ∩ {xk = 0} então dada qualquer função u0 definida perto de
0 ∈ Rk−1 existe uma “única” solução u(x1, . . . , xk) de

k∑
i=1

bi
∂u

∂xi
= f

satisfazendo u(x1, . . . , xk−1, 0) = u0(x1, . . . , xk−1). Defina precisa-
mente o que significa “única” neste caso. Enuncie e prove uma versão
paramétrica deste enunciado que foi utilizada na demonstração do
Teorema 4.4.19.

O teorema da estabilidade de Gray

Teorema 4.4.22 (Estabilidade de Gray). Sejam M uma variedade
compacta e sem bordo, e λt, t ∈ [0, 1], uma famı́lia suave de formas
de contato em M . Seja ξt := kerλt, t ∈ [0, 1]. Então existe uma
isotopia ρ : M × [0, 1]→M tal que ρt∗ξ0 = ξt, ∀t ∈ [0, 1].
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Demonstração. Seja ρt uma isotopia gerada por um campo de vetores
Xt, dependente do tempo, em M . Isso significa que

dρt
dt = Xt ◦ ρt, ρ0 = id.

Procuramos Xt de modo que ρt satisfaça

ρ∗tλt = utλ0 (4.41)

para ut : M → (0,∞), t ∈ [0, 1], com u0 ≡ 1.

Como dλt|ξt é não-degenerada, podemos sempre encontrar um
único campo de vetores Xt ⊂ ξt satisfazendo

iXtdλt|ξt = −dλt
dt
|ξt . (4.42)

Vamos verificar que Xt, definido desta forma, satisfaz as condições
desejadas. Temos então

d

dt
(ρ∗tλt) = ρ∗t

(
LXtλt +

dλt
dt

)
= ρ∗t

(
iXtdλt + diXtλt +

dλt
dt

)
= ρ∗t

(
iXtdλt +

dλt
dt

)
= ρ∗t (atλt)

= (at ◦ ρt)ρ∗tλt.

(4.43)

para alguma famı́lia suave de funções at : M → R, t ∈ [0, 1]. A
penúltima igualdade decorre de (4.42). De (4.43) e ρ0 = id segue que

ρ∗tλt = e
∫ t
0
aτ◦ρτdτλ0.

Exerćıcio 4.4.23. Prove que o campo Xt definido em (4.42) e a
função at em (4.43) são de fato suaves (incluindo o parâmetro t).
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O número de auto-enlaçamento

Seja (M, ξ) uma 3-variedade de contato co-orientada. O número de
auto-enlaçamento1 é um invariante de nós transversais em (M, ξ)
que depende apenas de sua classe de isotopia transversal. Mais pre-
cisamente, um nó K ⊂ M é dito transversal a ξ, ou simplesmente
transversal, se TM |K = TK ⊕ ξ|K . Dois nós transversais K0,K1 são
ditos transversalmente isotópicos se existe isotopia {Kt}t∈[0,1] tal que
Kt é transversal ∀t.

Fixe uma superf́ıcie de Seifert Σ para K em M , isto é, Σ é uma su-
perf́ıcie compacta, conexa, mergulhada Σ ⊂M satisfazendo K = ∂Σ.
O fibrado ξ é naturalmente orientado pela co-orientação de ξ, onde
aqui dotamos M da orientação induzida por ξ. Como Σ tem o tipo
homotópico de um bouquet de ćırculos, ξ|Σ pode ser trivializada por
um referencial {Z1, Z2} orientado. Orientemos K pela co-orientação
de ξ, orientação esta que orienta Σ pedindo que a identidade ∂Σ = K
leve em conta orientações. Parametrizando K por um difeomorfismo
γ : R/Z→ K de forma compat́ıvel com sua orientação, e escolhendo
qualquer aplicação exponencial exp em M , considere para ε > 0 pe-
queno a curva γε : t ∈ R/Z 7→ exp(εZ1|γ(t)) ∈M \K.

Definição 4.4.24. O número de auto-enlaçamento de K em relação
a Σ é

sl(K,Σ) = #(γε ∩ Σ) (número de interseção algébrico).

É posśıvel mostrar que sl(K,Σ) depende apenas da co-orientação
de ξ, de K e de Σ. É óbvio que sl(K,Σ) depende apenas da classe de
isotopia transversal de K. Também vale que sl(K,Σ) independe de Σ
se c1(ξ)|H2(M,Z) = 0, neste caso escrevemos sl(K) por simplicidade.

EDPs de primeira ordem

Seja (M, ξ) uma variedade de contato.

Definição 4.4.25. Uma subvariedade L ⊂ M satisfazendo TL ⊂ ξ
será chamada de isotrópica.

1Do inglês self-linking number.
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Lema 4.4.26. Uma subvariedade isotrópica L em uma variedade de
contato (M, ξ) de dimensão 2n+ 1 satisfaz dimL ≤ n.

Demonstração. Seja i : L → M a inclusão. Como i∗λ ≡ 0 em uma
vizinhança de um ponto de L na qual ξ = kerλ para alguma forma
de contato λ, obtemos i∗dλ = di∗λ = 0, isto é, TpL é subespaço
isotrópico no espaço vetorial simplético (ξp, dλ|p), para todo p ∈ L
no domı́nio de λ. Em particular temos 2 dimL ≤ dim ξ = 2n pelo
Exerćıcio 4.1.5.

Definição 4.4.27. Uma subvariedade isotrópica L ⊂ (M, ξ) satisfa-
zendo 2 dimL+ 1 = dimM será chamada de Legendriana.

Seja Q uma n-variedade. A diferencial de uma função f : Q→ R
é uma 1-forma e, como tal, define uma seção do fibrado cotangente
df : Q→ T ∗Q. Tal função também define uma aplicação

Jf : Q→ R× T ∗Q por p 7→ (f(p), df(p)). (4.44)

Definição 4.4.28. Dada uma função

H : R× T ∗Q→ R (4.45)

definimos uma equação a derivadas parciais de primeira ordem como
uma equação do tipo

H ◦ Ju = 0 (4.46)

onde u : Q→ R é a incógnita.

Existe uma geometria para estas equações que está por trás dos
fundamentos da geometria de contato. Faremos uma rápida descrição
destas idéias objetivando suas aplicações à geometria Finsler. Nossa
discussão é totalmente baseada em [2, caṕıtulo 2].

Definição 4.4.29. Seja K ⊂ Q uma subvariedade de codimensão 1, e
seja h : K → R uma função suave. O problema de Cauchy para (4.46)
determinado por (K,h) é o problema de encontrar uma solução u
de (4.46) definida em uma vizinhança de K satisfazendo u|K = h.

Observação 4.4.30. Considere o mapa β : R× T ∗Q|K → R× T ∗K
dado por

β : (z, θ) ∈ R× T ∗xQ 7→ (z, θ|TxK) ∈ R× T ∗qK (x ∈ K).
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Se u : Q → R for solução do problema de Cauchy para (4.46) de-
terminado por (K,h) então Lu := Ju(Q) é subvariedade Legendriana
que está contida em H−1(0) e satisfaz β ◦ Ju|K = Jh.

Generalizando esta observação, podemos seguir a discussão feita
em [2, caṕıtulo 2] e propor o seguinte problema mais geral. Fixe-
mos (M, ξ) uma variedade de contato de dimensão 2n + 1 com uma
subvariedade X ⊂M de codimensão 1.

Definição 4.4.31. Seja Γ ⊂ X subvariedade isotrópica de dimensão
n − 1. Definimos o problema de Cauchy associado ao par (X,Γ)
como o problema de encontrar uma subvariedade Legendriana Λ sa-
tisfazendo Γ ⊂ Λ ⊂ X.

Para estudar este problema, introduzimos algumas noções básicas.

Definição 4.4.32. X é dita não-caracteŕıstica se ξx 6= TxX, ∀x ∈ X.
Neste caso temos bem-definido sobre X um campo de hiperplanos ca-
racteŕısticos dados por P = ξ ∩ TX. P define uma distribuição em
X de codimensão 1. Também temos um campo de direções carac-
teŕısticas dado por P⊥, isto é, P⊥ é o ortogonal dλ-simplético de P
visto como subfibrado de ξ|X , definido localmente a partir de qualquer
forma de contato (local) λ que define ξ. É claro que P⊥ ⊂ P .

Observação 4.4.33. Genericamente, uma hipersuperf́ıcie X tem
apenas um conjunto discreto de pontos tais que TxX = ξx, veja [27].
No caso n = 1 não é dif́ıcil deduzir isto do fato que genericamente
campos de vetores somente possuem sigularidades não-degeneradas.

Assumamos que X é não caracteŕıstica e fixemos também uma
(n− 1)-variedade isotrópica Γ ⊂ X.

Definição 4.4.34. Um ponto x0 ∈ Γ é dito não-caracteŕıstico se
P⊥x0
∩ Tx0

Γ = 0.

Nosso objetivo passa a ser provar o seguinte enunciado.

Teorema 4.4.35. Seja x0 ∈ Γ um ponto não-caracteŕıstico. Então
valem as seguintes afirmações:

• Existe uma vizinhança de x0 em Γ que está contida em uma
n-variedade Legendriana Λ ⊂ X.
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• Para qualquer outra Λ′ com as mesmas propriedades de Λ acima
encontramos vizinhança U de x0 em X tal que Λ∩U = Λ′ ∩U .

Ainda mais, também vale que se todos os pontos de Γ forem não-
caracteŕısticos então existe solução para o problema de Cauchy asso-
ciado ao par (X,Γ).

Demonstração. Perto de x0 é posśıvel definir um campo V em X
sem singularidades que parametriza P⊥. Por hipótese V é transver-
sal a uma vizinhança U de x0 em Γ. Considere o fluxo φt de V .
Possivelmente encolhendo U e tomando ε > 0 pequeno, vale que

Λ = {φt(x) | (t, x) ∈ (−ε, ε)× U}

é n-subvariedade de X contendo U . Trocando ainda U por uma
vizinhança menor, podemos supor também Λ ⊂ U , onde U é vizi-
nhança de x0 em M na qual existe 1-forma de contato λ satisfazendo
ξ|U = kerλ.

Considere α = λ|T (X∩U). Então P = kerα em X ∩ U . Também

vale que P ⊂ ker iV dα pois V ∈ P⊥. Logo LV α = iV dα = gα para
alguma função real g em X ∩ U . Integrando, obtemos

φ∗tα = e
∫ t
0
φ∗τgdτα.

Segue que dφt preserva P . Logo para todo (t, x) ∈ (−ε, ε)×U temos

Tφt(x)Λ = dφt|x(TxΓ)⊕ V |φt(x) ⊂ Pφt(x) ⊂ ξφt(x)

e Λ é Legendriana.
Para mostrar a unicidade de Λ no sentido da segunda afirmação

acima, considere outra solução Λ′ que contem uma vizinhança de x0

em Γ. Vamos mostrar que V é necessariamente tangente a Λ′. As-
sumindo este fato por um momento, a unicidade requerida seguirá
da unicidade das trajetórias do campo V . Prosseguindo com o ar-
gumento, assuma que RV |y 6⊂ TyΛ′ em algum ponto y ∈ Λ′. Como
TyΛ ⊂ ξ∩TX = P e RV = P⊥ segue que TyΛ⊕RV |y é subespaço La-
grangiano, mas sua dimensão é n+1 > n = 1

2 dim ξ, uma contradição
com o Exerćıcio 4.1.5.

Assumindo que todos os pontos de Γ são não-caracteŕısticos, po-
demos encontrar soluções Λ como acima em vizinhanças de todos os
ponto de Γ. Pela unicidade estas subvariedades definem uma solução
do problema de Cauchy perto de Γ.
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O problema de Cauchy descrito na Definição 4.4.31 e o Teo-
rema 4.4.35 podem parecer, a primeira vista, um tanto abstratos.
Consideremos novamente o caso (M, ξ) = (R × T ∗Q, ξstd) e a hiper-
superf́ıcie X = H−1(0). Assumamos que 0 é valor regular, de forma
que X é suave. Do ponto de vista de EDPs, não é natural considerar
uma (n− 1)-subvariedade isotrópica em X, mas consideramos, como
na Definição 4.4.29, uma subvariedade K ⊂ Q de dimensão n − 1 e
uma função suave h : K → R. Como antes, se X é não-caracteŕıstica
temos direções caracteŕısticas P⊥ definidas pela fórmula P = ξ∩TX.

Considere um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em Q que in-
duz coordenadas naturais (z, x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) em R× T ∗Q.

Lema 4.4.36. Suponha que um ponto p0 ∈ X está no domı́nio destas
coordenadas, que X é não-caracteŕıstica perto de p0. Então P⊥ pode
ser parametrizado perto de p0 pelo campo

V =

(
n∑
i=1

piHpi

)
∂z +

n∑
i=1

Hpi∂xi − (Hxi +Hzpi) ∂pi .

Demonstração. Seja W = δz∂z +
∑
i δx

i∂xi + δpi∂pi . A condição
W ∈ ξ ∩ TX se escreve como

δz =
∑
i piδx

i, Hzδz +
∑
iHxiδx

i +Hpiδpi = 0

o que implica em∑
i

(Hzpi +Hxi) δx
i +Hpiδpi = 0. (4.47)

Aqui foi usado que dz − αtaut = dz −
∑
i pidx

i nestas coordenadas.
Se

V = C∂z +
∑
i

Ai∂xi +Bi∂pi

então a condição d(dz − αtaut)(V,W ) = 0 se escreve como∑
i

Aiδpi −Biδxi = 0

que é obviamente satisfeita tomando Ai = Hpi e Bi = −(Hzpi+Hxi)
em vista de (4.47). Mas como V ∈ ξ podemos resolver para C e
encontrar C =

∑
i piHpi , como desejado.
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Corolário 4.4.37. Se H não depende da coordenada real então as
folhas da direção caracteŕıstica se projetam em T ∗Q como trajetórias
do fluxo Hamiltoniano associado a H.

Diremos que q0 ∈ K é não-caracteŕıstico para K se

dΠ · P⊥ t Tq0K

em todo ponto de Π−1(q0) ∩ X. Aqui Π : R × T ∗Q → Q denota a
projeção (z, θ) ∈ R× T ∗pQ 7→ p ∈ Q.

Lema 4.4.38. Assuma que o ponto q0 ∈ K está no domı́nio das
coordenadas (x1, . . . , xn) e que x0 ∈ X satisfaz q0 = Π(x0). São
equivalentes:

• X é não-caracteŕıstica perto de x0, e q0 é não-caracteŕıstico
para K no sentido mencionado acima.

•
∑
iHpi∂xi é transversal a K em q0.

Demonstração. A segunda condição é suficiente e necessária para q0

ser não-caracteŕıstico para K pois, parametrizando P⊥ pelo campo
V dado pelo lema anterior temos dΠ · V =

∑
iHpi∂xi . Assumamos

que
∑
iHpi∂xi é transversal a K em q0. Então X é não-caracteŕıstica

perto de x0 pois
∑
iHpi∂pi ∈ ξ e

dH ·
∑
i

Hpi∂pi =
∑
i

|Hpi |2 6= 0.

Isto prova que a segunda condição implica na primeira. A prova de
que a primeira afirmação implica a segunda fica para o leitor.

Lema 4.4.39. Seja h : K → R uma função suave. Suponha que
p0 ∈ K é não-caracteŕıstico para K e que exista (h(p0), ϕ) ∈ X tal
que ϕ|Tp0K = dh|p0 . Então existe variedade isotrópica Γ ⊂ X de
dimensão n − 1 tal que Π|Γ mapeia Γ difeomorficamente sobre uma
vizinhança U de p0 em K, e β(Γ) coincide com Jh(U) ⊂ R × T ∗K.
Também vale que todo ponto de Γ é não-caracteŕıstico no sentido da
Definição 4.4.34.
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Demonstração. Podemos encontrar coordenadas x = (x1, . . . , xn) de
Q perto de p0 onde K se escreve como {xn = 0}. Tais coordenadas
nos dão coordenadas naturais (z, x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) em R×T ∗Q.
Como a afirmação a ser provada é de caráter local, podemos trabalhar
nestas coordenadas.

Para x ∈ {xn = 0} o 1-jato (h(x), dh|x) ∈ R × T ∗K de h em x
pode ser inclúıdo em R×T ∗Q de infinitas maneiras com coordenadas

(z, x1, . . . , xn, p1, . . . , pn)

= (h(x′), (x′, 0), hx1(x′), . . . , hxn−1(x′), ρ)

onde aqui escrevemos x′ = (x1, . . . , xn−1). Aqui ρ ∈ R, e note que h
é função apenas de x′. Avaliando H no ponto acima e igualando a
zero, podemos considerar a equação

H(h(x′), (x′, 0), hx1(x′), . . . , hxn−1(x′), ρ) = 0. (4.48)

Primeiramente note que a equação acima tem solução para algum ρ
tomando por (x′, 0) as coordenadas do ponto p0. Isto segue de nossas
hipóteses, de fato, existe um único valor de ρ que corresponde ao
funcional ϕ dado no enunciado do lema. Para concluir, note que pelo
Lema 4.4.38 temos Hpn 6= 0 neste ponto, e podemos usar o teorema
da função impĺıcita para encontrar soluções de (4.48) onde ρ depende
suavemente de (x1, . . . , xn−1).

Corolário 4.4.40. Sejam h e p0 nas mesmas hipóteses do lema an-
terior. Então existe uma função f definida em uma vizinhança U de
p0 em Q satisfazendo f |K∩U = h|K∩U e que é solução da equação
diferencial H ◦ Jf = 0.

Demonstração. Considere a projeção πR : R × T ∗Q → R. Traba-
lhando localmente, denotaremos uma vizinhança de p0 em K sim-
plesmente por K. Pelo lema anterior, encontramos subvariedade
isotrópica Γ ⊂ H−1(0) de dimensão n− 1 tal que Π|Γ : Γ→ K é um
difeomorfismo. Pelo Teorema 4.4.35 encontramos n-variedade Legen-
driana Λ satisfazendo Γ ⊂ Λ ⊂ H−1(0). Como Λ é obtida de Γ pelo
fluxo da direção caracteŕıstica P⊥, e como dΠ mapeia estas direções
em direções transversais a K, concluimos que Π|Λ é difeomorfismo
local. Encolhendo Λ podemos supor que Π|Λ é difeomorfismo sobre
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uma vizinhança de p0 em Q. A função f procurada pode ser dada
pela fórmula f = πR ◦ (Π|Λ)−1 nesta vizinhança.

O caso quase-linear é bem conhecido. Em Q considere um campo
Y não-autônomo, isto é, Y é uma aplicação Y : R × Q → TQ que
satisfaz π(Y (t, x)) = x ∀(t, x) ∈ R×Q, onde π : TQ→ Q é a projeção
no ponto base. Considere b : R×Q→ R e definaH : R×T ∗Q→ R por
H(z, θ) = θ ·Y (z, x)− b(z, x), θ ∈ T ∗xQ. Tomando coordenadas locais
(x1, . . . , xn) em Q e abreviando x = (x1, . . . , xn) podemos escrever
Y (z, x) =

∑n
i=1 ai(z, x)∂xi e a EDP (4.46) se torna

n∑
i=1

ai(u(x), x)uxi(x) = b(u(x), x).

Sendo assim, se K ⊂ Q é hipersuperf́ıcie e h : K → R então
um ponto p0 ∈ K é não-caracteŕıstico se, e somente se, o vetor∑
i a(h(p0), p0)∂xi for transversal a K em p0. Sob esta condição,

recuperamos do Teorema 4.4.35 o teorema bem conhecido de que
podemos resolver a EDP quase-linear através do método das carac-
teŕısticas.

Um exemplo é a equação de Burgers. Considere R2 com coorde-
nadas (x, t), e imagine que a reta real com coordenada x é repleta de
part́ıculas, por exemplo part́ıculas de um fluido. A part́ıcula no ponto
x se move com velocidade u(x, t) no instante t. Façamos a hipótese
(um tanto irreal!) de que as part́ıculas se movem sem aceleração. Se
c(t) é a trajetória de uma part́ıcula dada, parametrizada pelo tempo,
então ċ(t) = u(c(t), t) e encontramos a equação de Burgers

0 = c̈ = uux + ut = 0. (4.49)

Note que uma questão delicada é determinar uma solução maxi-
mal2 do problema de Cauchy definido em 4.4.31. Dada a “condição
inicial” Γ ⊂ X então, mesmo assumindo que todos os seus pontos são
não-caracteŕısticos, a solução Λ, que satisfaz Γ ⊂ Λ ⊂ X e é cons-
trúıda seguindo trajetórias caracteŕısticas em X a partir de Γ, pode
encontrar limites para sua definição devido a vários motivos. Um

2Não definimos a noção de solução maximal, mas o leitor pode facilmente
imaginar como seria esta definição.
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deles é que a imagem de Γ pelo fluxo da direção caracteŕıstica pode
deixar de ser uma variedade, desenvolvendo auto-interseções. Para
o problema de Cauchy definido em 4.4.29 a situação é ainda pior: a
solução maximal Λ pode definir funções singulares e multi-valuadas
na medida em que a projeção Π|Λ pode não ser um mergulho e, em-
bora Λ seja lisa, a “solução” não é mais uma função no sentido usual.
Esta discussão nos levará à definição de cáustica, e nos contentaremos
em referir o leitor a [3] para uma introdução riqúıssima à topologia
de contato das cáusticas.

Voltando à equação de Burgers com condição inicial u(x, 0) =
u0(x), note que se pontos x0 < x1 satisfazem u0(x0) > u0(x1) então
depois um certo tempo a part́ıcula com posição inicial x0 alcança
a part́ıcula com condição inicial x1, e a solução se quebra, isto é,
a subvariedade Legendriana em R × T ∗R2 solução do problema de
Cauchy generalizado com condição dada pelo levantamento do 1-jato
de u0 deixa de se projetar difeomorficamente sobre o plano.

4.4.4 EDPs e geometria Finsler: cáusticas e pon-
tos mı́nimos

Seja (M,F ) uma n-variedade Finsler compacta e sem bordo. Temos
a Lagrangiana L = 1

2F
2, e a Hamiltoniana H : T ∗M → R dada pela

transformada de Fenchel de L fibra a fibra. Como já estudado na
seção 4.3.6, H é positivamente homogênea de grau 2 e estritamente
convexa nas fibras de T ∗M , definindo a co-métrica Finsler F ∗ pela
fórmula

H =
1

2
(F ∗)2. (4.50)

A transformada de Legendre associada a L será denotada por

TL : TM → T ∗M

e pelo Lema 4.3.23 temos L = H ◦ TL.

Pontos mı́nimos e a equação Eikonal

Seja Ĥ : R× T ∗M → R dada por

Ĥ(z, ϕ) = H(ϕ) =
1

2
F ∗(ϕ)2. (4.51)
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Usando os métodos da seção anterior vamos estudar a EDP de pri-
meira ordem

Ĥ ◦ Ju =
1

2
. (4.52)

Considere a hipersuperf́ıcie

X = Ĥ−1(1/2) = R× (F ∗)−1(1)

e fixe um ponto p ∈M . Então

Γ = {0} × {ϕ ∈ T ∗pM | F ∗(ϕ) = 1}

define uma subvariedade isotrópica em (R× T ∗M, ξstd) de dimensão
n − 1, onde ξstd = ker dz − αtaut é a estrutura de contato standard.
Uma solução do problema de Cauchy para (X,Γ) é uma subvarie-
dade Legendriana Λ satisfazendo Γ ⊂ Λ ⊂ X. De acordo com Te-
orema 4.4.35 sempre é posśıvel encontrar uma solução localmente,
definida perto de um ponto não-caracteŕıstico de Γ.

De acordo com a discussão na seção 4.4.2 temos

αtaut = iĈωcan

onde Ĉ é o campo radial vertical em T ∗M . Logo αtaut|(F∗)−1(1) de-
fine forma de contato no co-fibrado unitário (F ∗)−1(1), e pelo Te-
orema 4.4.10 sabemos que seu fluxo de Reeb coincide com o fluxo
Hamiltoniano de H pois iXHαtaut = iSλH = gv(v, v) = 1 para
cada v ∈ T 1M = F−1(1). Aqui λH é a forma de Hilbert e S é o
spray geodésico. Denotaremos a estrutura de contato associada por
ξ′ = kerαtaut|(F∗)−1(1). Então temos

ξstd = span{(0, Ĉ), (1, XH)} ⊕ ξ′ ao longo de X (4.53)

onde XH é o campo Hamiltoniano iXHωcan = −dH. Consequen-

temente, X é não-caracteŕıstica pois (0, Ĉ) t X, e os hiperplanos
caracteŕısticos são P = TX ∩ ξstd = R(1, XH)⊕ ξ′. Logo as direções
caracteŕısticas em X definem a distribuição P⊥ = R(1, XH) já que
d(dz − αtaut) = −ωcan é não-degenerada em ξ′. Se Φt é o fluxo de

XH então o fluxo Φ̂t de (1, XH) é

Φ̂t(z, ϕ) = (z + t,Φt(ϕ)).
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A prova do Teorema 4.4.35 nos diz que soluções do problema
de Cauchy para (X,Γ) são obtidas por subvariedades Legendrianas

varridas pela deformação de Γ usando o fluxo Φ̂t. Nosso objetivo
agora passa a ser a descrição de uma solução especial do problema
de Cauchy dada em termos da geometria de (M,F ).

Considere projeções π1 : R× T ∗M → R, π2 : R× T ∗M → T ∗M ,
e projeções no ponto base π̃ : T ∗M → M , π : TM → M . Denote
também

Π = π̃ ◦ π2 : R× T ∗M →M.

Para cada (0, ϕ) ∈ Γ temos

Π(Φ̂t(0, ϕ)) = expp(tv) ∀t ≥ 0, onde v = (TL)−1(ϕ)

pois TL preserva fibras, conjugando XH e o spray geodésico; veja o
Teorema 4.4.10. A identidade acima não vale em geral para t < 0
devido a posśıvel falta de reversibilidade.

Considere

Λmax = {Φ̂t(0, ϕ) | t ∈ R, (0, ϕ) ∈ Γ}.

Não é dif́ıcil verificar que Λmax é subvariedade Legendriana mergu-
lhada, e é a maior solução do problema de Cauchy. Ainda mais

(t, (0, ϕ)) 7→ Φ̂t(0, ϕ)

define um difeomorfismo entre R × Γ e Λmax. Este cilindro é bas-
tante estudado na literatura de singularidades e cáusticas, veja por
exemplo [3] para uma motivação no caso flat. Consideremos a parte
positiva Λ+

max de Λmax

Λ+
max = {(z, ϕ) ∈ Λmax | z > 0}.

Este conjunto admite um subconjunto especial

Λ∗ = {(z, ϕ) ∈ Λ+
max | z = θ(p,Π(ϕ))}

onde θ(x, y) é a F -distância (3.14) entre x e y, possivelmente não-
simétrica. Denotaremos por ∂Λ∗ o bordo (topológico) de Λ∗ visto
como subconjunto de Λ+

max.
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Definição 4.4.41. O local dos pontos mı́nimos de p é

Cp = Π(∂Λ∗).

Na linguagem da teoria das singularidades, vê-se que Cp é uma
espécie de projeção da frente de onda dada pela Legendriana Λ+

max

exatamente no primeiro momento da criação de choques. Esta afirma-
ção fica mais precisa em vista do seguinte enunciado.

Lema 4.4.42. Denotando por int(Λ∗) o interior de Λ∗ em Λ+
max, são

verdadeiras as afirmações:

• A projeção Π|int(Λ∗) define um difeomorfismo entre int(Λ∗) e
um aberto U∗ = Π(int(Λ∗)).

• Todo ponto q ∈ U∗ admite única geodésica minimizante ligando
p a q.

Demonstração. Comecemos pela segunda afirmação, e seja q ∈ U∗

arbitrário. Denotando t∗ = θ(p, q), encontramos (0, ϕ1) ∈ Γ tal que

a geodésica γ1(t) := Π ◦ Φ̂t(0, ϕ1) satisfaz γ1(t∗) = q e Φ̂t∗(0, ϕ1) é
ponto interior de Λ∗ em Λ+

max. Suponha, por contradição, que exista
outra geodésica γ0(t) com velocidade unitária ligando p = γ0(0) a
q = γ0(t∗). Então w0 := γ̇0(0) 6= γ̇1(0) =: w1 = T−1

L (ϕ1). Defi-

nindo ϕ0 = TL(w0) temos q = Π ◦ Φ̂t∗(0, ϕ0) = Π ◦ Φ̂t∗(0, ϕ1). A
hipótese de que γ0 e γ1 são distintas implica que γ̇0(t∗) 6= γ̇1(t∗).
Considere ε > 0 pequeno e σ a geodésica minimizante, parametri-
zada por comprimento de arco, que liga γ0(t∗− ε) a γ1(t∗+ ε). Seja d
o comprimento de σ. Então d ≤ 2ε, e assumamos que σ está definida
em [t∗−ε, t∗−ε+d]. A concatenação de γ0|[0,t∗−ε] com σ nos dá uma
geodésica quebrada c : [0, t∗−ε+d]→M que liga p a γ1(t∗+ε). Supo-
nha, por contradição, que γ1|[0,t∗+ε] é minimizante entre p e γ1(t∗+ε).
Se d = 2ε então c realiza a distância mı́nima entre p e γ1(t∗ + ε), e
segue da fórmula de primeira variação que c é suave e coincide com
γ0|[0,t∗+ε]. Logo γ0(t∗ + ε) = γ1(t∗ + ε), mas isto é imposśıvel pois
γ0(t∗) = γ1(t∗), γ̇0(t∗) 6= γ̇1(t∗) e ε > 0 é pequeno. Logo d < 2ε.
Portanto, c tem comprimento menor do que o de γ1|[0,t∗+ε], nova-
mente um absurdo pois esta última foi assumida minimizante. Fica
provado que existe ε > 0 arbitrariamente pequeno tal que γ1|[0,t∗+ε]
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não é minimizante. Em outras palavras, existem tn → t+∗ tais que

Φ̂tn(0, ϕ1) 6∈ Λ∗, o que implica em Φt∗(0, ϕ1) 6∈ int(Λ∗), contradição.

Provemos a primeira afirmação. A injetividade de Π|int(Λ∗) segue
da segunda afirmação. Para mostrar que ela é livre de pontos cŕıticos,
note que um valor cŕıtico é o mesmo que um ponto q conjugado a p ao
longo da geodésica minimizante γ : [0, θ(p, q)] → M que os conecta,

com TL(γ̇(0)) = ϕ e Φ̂θ(p,q)(0, ϕ) ∈ int(Λ∗). Pelo lema do ı́ndice, veja
a Observação 3.8.16, sabemos que se τ > θ(p, q) então γ|[0,τ ] não é

minimizante, e logo Φ̂τ (0, ϕ) 6∈ Λ∗ em vista da definição de Λ∗ já que

π1 ◦ Φ̂τ (0, ϕ) = τ > θ(p, γ(τ)). Tomando τn → θ(p, q)+ concluimos

que Φ̂θ(p,q)(0, ϕ) 6∈ int(Λ∗), absurdo. Provamos que Π|int(Λ∗) não tem
valores cŕıticos e, consequentemente, U∗ é aberto.

Temos ainda uma outra caracterização geométrica de Cp, que é
mais comumente encontrada nos livros de geometria.

Lema 4.4.43. Cp é o conjunto dos pontos q ∈ M que podem ser
escritos como q = expp(t0w) para w ∈ TpM ∩ F−1(1) e t0 > 0
satisfazendo

θ(p, q) = t0, θ(p, expp(tw)) < t, ∀t > t0.

Demonstração. Considere o conjunto C ′p definido pelas propriedades
descritas no enunciado do lema. Buscamos provar que C ′p = Cp.

Passo 1: C ′p ⊂ Cp.
Seja q ∈ C ′p. Então q = Π(Φ̂t0(0, ϕ)) = expp(t0w) para t0 > 0 e

w = T−1
L (ϕ) ∈ F−1(1) ∩ TpM . Como

t > t0 ⇒ θ(p,Π(Φ̂t(0, ϕ))) < t

vale que Φ̂t(0, ϕ) 6∈ Λ∗ já que Φ̂t(0, ϕ) = (t,Φt(ϕ)). É óbvio que

Φ̂t(0, ϕ) ∈ Λ∗ se t < t0, de fato, isto é consequência direta da fórmula
de primeira variação do comprimento. Tomando o limite t → t+0
conclui-se que q ∈ Cp.

Passo 2: Cp ⊂ C ′p.
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Seja agora q ∈ Cp. Então podemos escrever q = Π ◦ Φ̂t(0, ϕ) com

Φ̂t(0, ϕ) ∈ ∂Λ∗ e t > 0. Logo t = θ(p, q) pela definição de Λ∗.

Se q é conjugado a p ao longo da geodésica γ(τ) = Π ◦ Φ̂τ (0, ϕ)
em τ = t então, pelo teorema do ı́ndice para métricas Finsler, veja
Observação 3.8.16, θ(p, γ(τ)) < τ para todo τ > t, e q ∈ C ′p como
desejado, pois para τ > t vemos um ponto conjugado que implica que
o auto-espaço negativo da Hessiana da energia é não-trivial.

Supondo que q não é conjugado a p ao longo de γ|[0,t], afirma-
mos que existem pelo menos duas geodésicas minimizantes distintas
ligando p a q, sendo γ|[0,t] uma delas. Provemos esta afirmação.
Usando a definição de Cp encontramos qn e (tn, (0, ϕn)) ∈ R × Γ
satisfazendo

qn = Π ◦ Φ̂tn(0, ϕn)→ q,

tn → t = θ(p, q),

ϕn → ϕ,

tn > θ(p, qn).

Se w = T−1
L (ϕ) e wn = T−1

L (ϕn) então qn = expp(tnwn) e q =
expp(tw). Também podemos encontrar t′n > 0, w′n ∈ TpM ∩ F−1(1)
tais que qn = expp(t

′
nw
′
n) e t′n = θ(p, qn) < tn. Como θ(p, ·) é

cont́ınua vale t′n → t. Módulo subsequências, podemos assumir que
w′n → w∗. Se w∗ = w então t′nw

′
n → tw = limn tnwn e, como expp é

difeomorfismo perto de tw, concluimos que t′nw
′
n = tnwn se n� 1, o

que implica em θ(p, qn) = tn para n grande, uma contradição. Logo
w∗ 6= w e encontramos geodésica minimizante τ 7→ expp(τw∗) que
liga p a q diferente de γ|[0,t].

Argumentando como na prova do lema anterior conclui-se que
γ|[0,t+ε] não é minimizante, ∀ε > 0. Logo q ∈ C ′p, como desejado.

O conjunto U = U∗ ∪ {p} é vizinhança aberta de p e podemos
definir uma função S : U → R por

S = π1 ◦ (Π|int(Λ∗))
−1 em U∗, S(p) = 0. (4.54)

Segue imediatamente da definição de Λ∗ que

S(q) = θ(p, q). (4.55)
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Como consequência do próximo lema temos

(Π|int(Λ∗))
−1 = JS em U∗. (4.56)

Lema 4.4.44. Seja Z ⊂ (R × T ∗M, ξstd) uma subvariedade Le-
gendriana tal que Π|Z define um difeomorfismo entre Z e o aberto
V = Π(Z). Então definindo u : V → R por u = π1 ◦ (Π|Z)−1, vale
que (Π|Z)−1 = Ju.

Demonstração. Definindo u como no enunciado do lema, e fixando
p ∈ V , vale que (Π|Z)−1(p) = (u(p), θ) onde θ = π2 ◦ (Π|Z)−1(p).
Dado v ∈ TpM arbitrário temos d(π2 ◦ (Π|Z)−1)|p · v = ζ ∈ TθT ∗M
satisfazendo dπ̃|θ · ζ = v. Concluimos que

0 = (dz − αtaut) · (du|p · v, ζ)

= dup · v − αtaut|θ · ζ
= dup · v − θ · v.

Como v foi arbitrário vale que du|p = θ.

Logo a conclusão é que S é solução da EDP Ĥ ◦ JS = 1/2. Como

Ĥ = H ◦ π2 não depende da coordenada real, fica provado o

Lema 4.4.45. A função S é solução da equação Eikonal3

F ∗ ◦ dS = 1 (4.57)

em U∗.

Observação 4.4.46. Sejam (x1, . . . , xn) coordenadas locais de M .
Com respeito às coordenadas naturais (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) de T ∗M
associadas, a equação Eikonal se escreve na forma mais familiar

gijSxiSxj = 1

onde gij = 1
2
∂2(F∗)2

∂pi∂pj
.

3A equação Eikonal deve ser vista como uma equação de Hamilton-Jacobi
tempo-independente. A mesma análise desta seção vale para Lagrangianas mais
gerais, satisfazendo certas condições. Neste caso a função S encontrada será a
“ação mı́nima”. Repare que no nosso caso particular encontramos S sendo a
“distância mı́nima”.
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Lema de Gauss

Lema 4.4.47 (de Gauss). Se q ∈ U∗ e γ : [0, θ(p, q)] → M é a
geodésica minimizante4 ligando p a q, parametrizada por compri-
mento de arco, então

d(θ(p, ·))|q = TL(v) = gv(v, ·)

onde v = γ̇(θ(p, q)) ∈ F−1(1).

Demonstração. Sabemos que

(Π|int(Λ∗))
−1(q) = Φ̂S(q)(0, ϕ) = (S(q),ΦS(q)(ϕ))

onde ϕ = TL(γ̇(0)) e Φ é o fluxo Hamiltoniano de 1
2 (F ∗)2. Aqui usa-

mos (4.55). Se definirmos v por v = γ̇(θ(p, q)) então uma combinação
da fórmula (4.56) e do Teorema 4.4.10 nos dirá que (θ(p, q), TL(v)) =
(S(q),ΦS(q)(ϕ)) = JS(q) = (S(q), dS|q).

Por razões óbvias se define o raio de injetividade de (M,F ) em p
por

injp = inf{θ(p, q) | q ∈ Cp}. (4.58)

Segue das propriedades de Cp que expp é difeomorfismo de classe C1

quando restrito a {v ∈ TpM | F (v) < injp}.
Estudamos no caṕıtulo 3 que quanto maior a curvatura menor a

distância de p até o primeiro ponto conjugado a p e, consequente-
mente, menor injp e o tamanho do aberto U∗ definido acima. Estas
relações são clássicas em geometria Finsleriana e usualmente referidas
como teoria de Sturm. A discussão desta seção mostra que deve haver
uma teoria de Sturm também para cáusticas, estabelecendo relações
entre a geometria de uma subvariedade Legendriana em R× T ∗M e
os valores cŕıticos de sua projeção sobre M . Para mais detalhes sobre
esta rica teoria veja [3] e as referências ali contidas.

Ótica geométrica

Seja M uma n-variedade. Imaginando que M é um meio onde a luz
se propaga, podemos codificar as caracteŕısticas da propagação da luz

4Pelo Lema 4.4.42 esta geodésica é única.
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neste meio dando em cada espaço tangente TpM uma hipersuperf́ıcie
suave, compacta e estritamente convexa Ep envolvendo a origem, cha-
mada de indicatriz em p. Cada Ep determina qual o vetor velocidade
de um raio de luz passando por p, parametrizado pelo tempo, que
segue direção e sentido dados em TpM . Assumindo que Ep varia
suavemente com p, temos uma métrica Finsler F : TM → [0,+∞)
unicamente determinada por

Ep = F−1(1) ∩ TpM.

O prinćıpio que rege a propagação da luz é o

Prinćıpio de Fermat: A luz viaja de forma a minimizar o tempo
de propagação.

Fixe pontos p, q ∈ M e imagine que em p há uma fonte de luz.
Consideremos curvas c(t) que ligam p a q. De acordo com nosso mo-
delo, a luz viaja de p a q parametrizada com respeito ao tempo t por
uma curva c(t) que satisfaz F (ċ(t)) ≡ 1. Sendo assim, consideremos
o espaço de todas as trajetórias c(t) de p a q parametrizadas pelo
tempo t e que satisfazem F (ċ(t)) ≡ 1, c(0) = p, e que atingem q em
algum instante T > 0: c(T ) = q. Aqui o domı́nio de c é o inter-
valo [0, T ] que depende de c. Então T é tempo de percurso ao longo
de c e, de acordo com o prinćıpio de Fermat, é a quantidade a ser
minimizada. Este espaço de trajetórias é matematicamente pouco
confortável de se trabalhar pois o domı́nio de definição varia de curva
para curva. No entanto, como F é positivamente homogênea de grau

1, a integral
∫ T

0
F (γ̇(t))dt é invariante por reparametrização e coin-

cide com o tempo de propagação ao longo dos raios de luz. Sendo
assim, podemos modelar o prinćıpio de Fermat olhando para o espaço
Cpq de todas as curvas suaves c : [0, 1] → M ligando p a q, c(0) = p
e c(1) = q, com velocidades não-nulas (ċ(t) 6= 0 ∀t), e minimizando o
funcional ∫ 1

0

F (ċ(t))dt (4.59)

em Cpq. Uma vez que esta quantidade foi minimizada em Cpq, atin-
gindo seu valor mı́nimo T∗ em γ∗ ∈ Cpq, a trajetória de luz será dada
por c∗ : [0, T∗]→M , c∗(t) = γ∗(t/T∗). Tal valor T∗ será chamado de
distância ótica entre p e q.
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É bem conhecido o fato que em Cpq os pontos cŕıticos5 de (4.59)
coincidem com os pontos cŕıticos do funcional de energia

1

2

∫ 1

0

F 2(ċ(t))dt

que foi exaustivamente estudado no caṕıtulo 3. Tais pontos cŕıticos
são justamente as geodésicas ligando p a q.

Exerćıcio 4.4.48. Prove que os pontos cŕıticos de (4.59) em Cpq
coincidem com os pontos cŕıticos da energia.

O modelo acima nos leva a considerar uma teoria corpuscular da
luz, cujo principal expoente foi Newton. Nesta teoria vemos a luz
como uma part́ıcula que se move ao longo das geodésicas de F .

No entanto, a discussão da seção anterior nos mostra que a função
“distância ótica” é justamente a solução S da equação Eikonal (4.57),
nos levando a considerar uma teoria dual, onde estudamos as frentes
de onda Ft(p) definidas por

Ft(p) = S−1(t)

para 0 < t < injp. Ft(p) consiste justamente dos pontos que são pri-
meiro atingidos pelos raios de luz que emanam de p após tempo t. Na
linguagem da seção anterior, quanto mais t se aproxima de injp mais a
frente Ft(p) se aproxima dos valores cŕıticos de Π|int(Λ∗), de forma que
quando t atinge injp a frente de onda desenvolve auto-interseções e/ou
bicos. Neste momento a distância ótica deixa de estar bem-definida,
e há concentração de raios de luz em certos pontos, que correspon-
dem a pontos conjugados a p ou a pontos onde duas geodésicas (raios
de luz) se encontram no mesmo instante. Este ponto de vista, alter-
nativo à teoria corpuscular de Newton, teve como expoentes nomes
como os de Huygens, Hamilton e Jacobi. Seguindo [1], ilustramos
esta teoria incluindo aqui o

Teorema 4.4.49 (Prinćıpio de Huygens). Se 0 < t0 < t1 < injp
então a frente de onda Ft1(p) é tangente a todas as frentes de onda
Ft1−t0(q), onde q varia em Ft0(p).

5Como de costume, definimos pontos cŕıticos derivando o funcional em questão
ao longo de variações.
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Demonstração. Considere q ∈ Ft0(p) e seja γ(t) é a geodésica tal que
o arco γ[0,t0] é minimizante e satisfaz γ(0) = p e γ(t0) = q. Pela
definição de injp segue das hipóteses que tal geodésica minimizante
entre p e q é única.

Note que γ([t0, t1]) ∩ Cq = ∅ pois, caso contrário, pela definição
de Cq encontraŕıamos ε > 0 pequeno tal que γ|[t0,t1+ε] não é mini-
mizante, de onde decorre que γ|[0,t1+ε] também não é minimizante,
contradizendo a hipótese t1 < injp. Logo γ([t0, t1]) está no domı́nio
de boa definição da distância ótica a q, e faz sentido falar em Ft1−t0(q)
mesmo que tal conjunto não seja a imagem de uma esfera pela aplicação
expq (este seria o caso se injq < t1 − t0). Segue do Lema 4.4.42
que para todo z ∈ Ft1−t0(q) existe única geodésica minimizante li-
gando q a z já que, pelo nosso acordo, este conjunto está contido no
domı́nio de boa definição da distância ótica a q. Também concluimos
γ(t1) ∈ Ft1(p) ∩ Ft1−t0(q).

Provaremos agora que {γ(t1)} = Ft1(p) ∩ Ft1−t0(q). De fato, seja
z ∈ Ft1(p) ∩ Ft1−t0(q) e considere a geodésica c : [0, t1 − t0] → M
minimizante ligando q a z. Concatenando γ|[0,t0] com o pedaço de
geodésica t ∈ [t0, t1] 7→ c(t − t0) encontramos geodésica quebrada
ligando p a z com comprimento t1. Como t1 = θ(p, z) segue da
fórmula de primeira variação que esta geodésica quebrada é suave e,
consequentemente, coincide com γ|[0,t1]. Logo z = γ(t1). Usando o
lema de Gauss (Lema 4.4.47) obtemos

Tγ(t1)Ft1−t0(q) = Tγ(t1)Ft1(p) = kerTL(γ̇(t1))

onde TL : TM → T ∗M é a transformada de Legendre associada à
Lagrangiana L = F 2/2. Logo γ(t1) é ponto de tangência.

Note que a demonstração acima é matematicamente rigorosa, di-
ferentemente da demonstração encontrada em [1].

O último teorema geométrico de Jacobi

O limite do conjunto onde a distância ótica até p, S, está bem-definida
é justamente o conjunto dos pontos mı́nimos. É natural considerar
este conjunto se estivermos preocupados em estudar até onde po-
demos definir S. Tais pontos mı́nimos não são necessariamente os
valores cŕıticos da projeção Π|Λmax

. Por exemplo, se a curvatura for
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não-positiva então Π|Λmax é difeomorfismo local já que não há pontos
conjugados, e os pontos mı́nimos são justamente aqueles que admitem
mais de uma geodésica minimizante desde p.

Os valores cŕıticos de Π|Λmax
formam conjuntos chamados de cáus-

ticas e, como já observado, seus pontos são os pontos conjugados
a p. Os primeiros pontos conjugados ao longo das geodésicas que
emanam de p formam a primeira cáustica de p denotada por C1

p , os
próximos pontos conjugados formam a segunda cáustica C2

p , e assim
por diante. Por exemplo, tomando a métrica “redonda” em S2 sendo
p ∈ S2 arbitrário, então temos C1

p = {−p}, C2
p = {p}, C3

p = {−p},
etc. Esta situação é bastante não-genérica. No caso de um elipsóide,
Jacobi afirmou, sem demonstrar, que

Teorema 4.4.50. [25, Último teorema geométrico de Jacobi] As
cáusticas de um elipsóide apresentam cúspides, e o número de cúspides
de cada cáustica é pelo menos 4.

Voltando ao caso da esfera redonda, é sabido que depois de uma
perturbação pequena e genérica da métrica, o número de cúspides na
primeira cáustica é pelo menos 4; para uma prova elementar veja [3].
Para cáusticas de ordem maior este problema está em aberto. Em [3]
Arnold dá a entender que deve haver uma teoria de Morse para pro-
var o Teorema 4.4.50, no mesmo esṕırito em que a teoria de Floer foi
capaz de responder afirmativamente a conjectura de Arnold sobre o
número de pontos fixos de difeomorfismos Hamiltonianos e generali-
zar o chamado teorema geométrico de Poincaré6, que hoje é conhecido
como teorema de Poincaré-Birkhoff.

6Para mais detalhes sobre o teorema geométrico de Poincaré, a conjectura de
Arnold e a teoria de Floer veja [1, apêndice 9] e [14].
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Caṕıtulo 5

Dinâmica simplética

O termo Dinâmica Simplética nasceu recentemente, criado por Hofer
ao notar que técnicas modernas em geometria simplética se mostra-
ram bem-sucedidas quando aplicadas ao estudo de propriedades glo-
bais de sistemas Hamiltonianos, veja [5]. Neste caṕıtulo discutiremos
algumas destas aplicações. Daremos enfoque aos fluxos geodésicos
que formam uma famı́lia especial de sistemas Hamiltonianos.

5.1 Índice de Conley-Zehnder

O ı́ndice de Conley-Zehnder é um invariante da dinâmica linearizada
ao longo de uma órbita periódica de um sistema Hamiltoniano. Da-
remos aqui a definição geral e estudaremos com mais detalhe o caso
de fluxos de Reeb em dimensão 3.

Definição 5.1.1. O ciclo de Maslov é o conjunto

Λ(2n) = {Ψ ∈ Sp(2n) | det(Ψ− I) = 0} (5.1)

e o seu complementar em Sp(2n) será denotado por

Sp∗(2n) := Sp(2n) \ Λ(2n).

155
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Lema 5.1.2. Sp∗(2n) tem duas componentes conexas

{Ψ ∈ Sp(2n) | det(I −Ψ) > 0}, {Ψ ∈ Sp(2n) | det(I −Ψ) < 0}.

Além disso, toda curva fechada em Sp∗(2n) é contrátil em Sp(2n).

Mais a frente daremos a prova completa no caso n = 1, e apenas
uma idéia no caso geral. A demonstração do Lema 5.1.2 se encontra
em [35]. Prosseguimos assumindo o Lema 5.1.2, e consideramos o
conjunto

Σ∗(2n) = {Ψ : [0, 1]→ Sp(2n) cont́ınua | Ψ(0) = I,Ψ(1) ∈ Sp∗(2n)}.

Teorema 5.1.3. Existe única aplicação

µCZ : Σ∗(2n)→ Z (5.2)

caracterizada pelas seguintes propriedades:

• Homotopia: Se s 7→ Ψs ∈ Σ∗(2n) é uma famı́lia cont́ınua,
isto é (s, t) 7→ Ψs(t) ∈ Sp(2n) é cont́ınua, então s 7→ µCZ(Ψs)
é constante.

• Maslov: Se Φ : ([0, 1], {0, 1}) → (Sp(2n), {I}) é cont́ınua e
Ψ ∈ Σ∗(2n) então µCZ(ΦΨ) = µCZ(Ψ) + 2k, onde k é o ı́ndice
de Maslov de Φ.

• Soma: Se Ψ′ ∈ Σ∗(2n′) e Ψ′′ ∈ Σ∗(2n′′) então Ψ′ ⊕ Ψ′′ ∈
Σ∗(2(n′ + n′′)) satisfaz µCZ(Ψ′ ⊕ Ψ′′) = µCZ(Ψ′) + µCZ(Ψ′′).
Aqui Sp(2n′) e Sp(2n′′) são vistos como subgrupos do grupo
Sp(2(n′ + n′′)) da maneira usual.

• Normalização: O caminho Ψ0 ∈ Σ∗(2) dado por

Ψ0(t) =

(
cosπt − sinπt
sinπt cosπt

)
satisfaz µCZ(Ψ0) = 1.

O inteiro µCZ é chamado de ı́ndice de Conley-Zehnder.
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Demonstração. Aqui denotaremos por ρ : U(n)→ S1 o determinante
complexo, o determinante real será denotado por det. Fixe matrizes
M+,M− ∈ Sp(2n) satisfazendo

±det(I −M±) > 0

e ρ(U±) ∈ {1,−1}, onde M± = P±U± é a decomposição polar. Note
que, da seção 4.1, temos P± ∈ Sp(2n) e U± ∈ U(n). Por exemplo,
podemos tomar

M+ = −I, M− =

( 1
2 0
0 2

)
0

0 −I ′


onde I ′ denota a matriz identidade de ordem 2n−2. Pelo Lema 4.1.15
a aplicação r : Sp(2n) → U(n), ψ = PU 7→ U onde ψ = PU é a
decomposição polar, é uma retração por deformação.

Seja Ψ ∈ Σ∗(2n). Se±det(I−Ψ(1)) > 0 então usando o Lema 5.1.2
encontramos curva γ : [1, 2] → Sp∗(2n) satisfazendo γ(1) = Ψ(1) e
γ(2) = M±. A concatenação dos caminhos γ e Ψ nos dá um caminho
γ ∗Ψ : [0, 2]→ Sp(2n) que mapeia [1, 2] em Sp∗(2n). Em particular
φ = r ◦ (γ ∗Ψ) é uma aplicação [0, 2]→ U(n). Defina

µCZ(Ψ) = grau de t ∈ [0, 2]/{0, 2} 7→ ρ(φ(t)2) ∈ S1.

Note que ρ(φ(2) = M±) ∈ {1,−1}. Logo ρ(φ(t)2) = ρ(φ(t))2 é um
loop fechado em S1. Da invariância do grau por homotopia segue
que µCZ(Ψ) independe da escolha de γ: duas escolhas γ0, γ1 podem
ser deformadas continuamente uma na outra mantendo extremidades
fixas pois, de acordo com o Lema 5.1.2, e a concatenação de γ̄1 com
γ0 define loop contrátil em Sp(2n) (aqui γ̄1 denota γ1 percorrida no
sentido reverso). Todos as propriedades descritas no enunciado do
teorema seguem facilmente desta definição. A unicidade é deixada a
cargo do leitor.

A definição de µCZ feita na demonstração do teorema acima é um
tanto complicada. No caso n = 1 podemos descrever µCZ de maneira
bastante geométrica. Identificamos R2 = C linearmente via (x, y) '
x + iy. Seja Ψ : [0, 1] → Sp(2) um caminho qualquer satisfazendo
Ψ(0) = I e considere a aplicação

∆Ψ : C \ {0} → R (5.3)
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definida da seguinte maneira. Dado z ∈ C \ {0} existe aplicação
cont́ınua θ : [0, 1] → R satisfazendo Ψ(t)z ∈ R+eiθ(t). Como θ(t) é
única a menos da adição de um número em 2πZ, podemos definir

∆Ψ(z) =
θ(1)− θ(0)

2π
.

Obviamente ∆Ψ(tz) = ∆Ψ(z) ∀t > 0 de onde segue que a imagem de
∆Ψ é um intervalo fechado

IΨ = ∆Ψ(C \ {0}).

Definição 5.1.4. IΨ é chamado de intervalo de rotação de Ψ.

Exerćıcio 5.1.5. Prove que o comprimento de um intervalo de rotação
é sempre estritamente menor que 1

2 .

Lema 5.1.6. Se ∂IΨ ∩ Z 6= ∅ então Ψ(1) ∈ Λ(2), isto é, Ψ 6∈ Σ∗(2).

Demonstração. Defina aplicações cont́ınuas ρ, θ : R× [0, 1]→ R uni-
camente determinadas pela identidade Ψ(t)eis = ρ(s, t)eiθ(s,t) e pelas
condições ρ(s, t) > 0, θ(s, 0) = s. Note que ρ, θ são diferenciáveis
em s e que ∆Ψ(eis) = (θ(s, 1) − s)/2π. Suponha que ∆(eis) atinge
seu máximo em s0 e que este máximo seja um inteiro k. Então
θ(s0, 1) = s0 + 2πk e definindo u := eis0 temos

ρ(s0, 1)u = ρ(s0, 1)eiθ(s0,1) = Ψ(1)eis0 = Ψ(1)u.

A identidade d
ds |s=s0∆Ψ(eis) = 0 nos diz que ∂sθ(s0, 1) = 1. Conse-

quentemente

Ψ(1)iu = Ψ(1)ieis0

= Ψ(1)
d

ds

∣∣∣∣
s=s0

eis

=
d

ds

∣∣∣∣
s=s0

(Ψ(1)eis)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=s0

(ρ(s, 1)eiθ(s,1))

= ∂sρ(s0, 1)eiθ(s0,1) + ρ(s0, 1)i∂sθ(s0, 1)eiθ(s0,1)

= ∂sρ(s0, 1)u+ ρ(s0, 1)iu.
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A conclusão é que na base simplética {u, iu} a matriz Ψ(1) assume a
forma (

ρ(s0, 1) ∂sρ(s0, 1)
0 ρ(s0, 1)

)
.

Como det Ψ(1) = 1 temos que ρ(s0, 1) = 1 é auto-valor de Ψ(1), e
Ψ(1) ∈ Λ(2). Os cálculos para um mı́nimo de ∆Ψ(eis) que é inteiro
são os mesmos.

Dado Ψ ∈ Σ∗(2) defina

µ(Ψ) =

{
2k se k ∈ IΨ
2k + 1 se IΨ ⊂ (k, k + 1).

(5.4)

Esta definição está bem posta em virtude do Exerćıcio 5.1.5 e do
Lema 5.1.6.

Lema 5.1.7. O inteiro µ : Σ∗(2) → Z definido em (5.4) satisfaz os
axiomas descritos no Teorema 5.1.3.

Demonstração. Exerćıcio.

Como consequência temos µ = µCZ no caso n = 1. A definição
geométrica do ı́ndice de Conley-Zehnder no caso n = 1 dada em (5.4)
nos permite estender o ı́ndice para qualquer Ψ : [0, 1]→ Sp(2) cami-
nho cont́ınuo satisfazendo Ψ(0) = I.

De fato, considere um intervalo fechado J ⊂ R tal que |J | < 1/2
e ∂J ∩ Z = ∅, e defina

µ̃(J) =

{
2k se k ∈ J
2k + 1 se J ⊂ (k, k + 1).

A função µ̃ pode ser estendida ao conjunto de todos os intervalos
fechados de comprimento < 1/2 pela fórmula

µ̃(J) = lim
ε→0+

µ̃(J − ε).

O intervalo de rotação IΨ está sempre bem definido, e pelo Exerćı-
cio 5.1.5 sempre tem comprimento < 1/2. Definimos então o ı́ndice
de Conley-Zehnder para um caminho qualquer Ψ : [0, 1] → Sp(2)
satisfazendo Ψ(0) = I por

µCZ(Ψ) = µ̃(IΨ). (5.5)
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Demonstração do Lema 5.1.2 no caso n = 1. Seja Ψ ∈ Sp∗(2). Pri-
meiro consideramos o caso em que os auto-valores {λ, λ−1} de Ψ não
estão no ćırculo complexo unitário. Então λ, λ−1 ∈ R \ {1,−1} e
encontramos uma matriz P ∈ Sp(2) tal que

Ψ = P

(
λ 0
0 λ−1

)
P−1.

Para encontrar tal P foi usado que os auto-espaços são necessaria-
mente ω0-ortogonais, como o leitor pode facilmente verificar. Tro-
cando λ por λ−1 podemos supor |λ| < 1. Fixe uma deformação
cont́ınua Pt ∈ Sp(2), t ∈ [0, 1], com P0 = P e P1 = I. Aqui usamos
a conexidade de Sp(2). Se λ ∈ (0, 1) então

Pt

(
t
2 + (1− t)λ 0

0 1
t
2 +(1−t)λ

)
P−1
t

é deformação de Ψ até a matriz(
1
2 0
0 2

)
por matrizes em Sp(2) \ Λ(2). Se λ ∈ (−1, 0) então

Pt

(
−t+ (1− t)λ 0

0 1
−t+(1−t)λ

)
P−1
t

é deformação de Ψ até a matriz −I por matrizes em Sp(2) \ Λ(2).

Tratemos agora o caso em que λ é complexo unitário. Por hipótese
λ = ei2πτ com τ ∈ (0, 2π). Se τ 6= 1/2, ou se τ = 1/2 e Ψ é
diagonalizável, então

Ψ = P

(
cos 2πτ − sin 2πτ
sin 2πτ cos 2πτ

)
P−1

para alguma matriz P ∈ Sp(2). De fato, usando a forma canônica de
Jordan, podemos escrever Ψ como acima onde P ∈ GL(2,R). Tro-
cando P por (detP )−1P obtemos a mesma fórmula com P simplética.



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 161 — #169 i
i

i
i

i
i
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Se Pt é deformação cont́ınua como acima entre P0 = P e P1 = I, de-
formamos Ψ a uma matriz de U(1) diferente de I sem passar por Λ(2)
via o caminho

Pt

(
cos 2πτ − sin 2πτ
sin 2πτ cos 2πτ

)
P−1
t

o que nos permite deformar o resultado até −I dentro de U(1) sem
passar por Λ(2). Se τ = 1/2 e Ψ não é diagonalizável então

Ψ = P

(
−1 a
0 −1

)
P−1

com P ∈ Sp(2) e a ∈ R. Logo

Ψ = Pt

(
−1 (1− t)a
0 −1

)
P−1
t

deforma Ψ a −I sem passar por Λ(2), onde Pt ∈ Sp(2) é deformação
cont́ınua de P = P0 a P1 = I.

A conclusão dos argumentos até aqui é que se det(I − Ψ) > 0
então Ψ pode ser deformada em Sp(2) até −I sem passar por Λ(2),
e se det(I −Ψ) < 0 então Ψ pode ser deformada em Sp(2) até(

1
2 0
0 2

)
sem passar por Λ(2). Isto conclui a primeira afirmação do lema.

Considere t ∈ R/Z 7→ ψ(t) uma curva fechada em Sp∗(2), e fixe
u ∈ R2 com |u| = 1. Suponha que det(I − ψ(t)) > 0 ∀t. O ı́ndice de
Maslov ψ(t) é o grau da aplicação c : t ∈ R/Z 7→ ψ(t)u/|ψ(t)u| ∈ S1.
Se u estivesse na imagem de c então obteŕıamos algum t∗ tal que
ψ(t∗)u = |ψ(t∗)u|u, de onde concluimos que os auto-valores de ψ(t∗)
são reais e positivos, uma contradição com det(I − ψ(t∗)) > 0. Logo
o grau de c é zero. Mas o ı́ndice de Maslov é zero exatamente para
os loops contráteis em Sp(2). O caso em que det(I − ψ(t)) < 0 ∀t é
tratado de maneira análoga.

Idéia da prova do Lema 5.1.2 no caso geral. Seja Ψ ∈ Sp(2n). Como
Ψ é real e conjugada a Ψ−1, podemos agrupar os auto-valores de
Ψ em 4-uplas λ, λ̄, λ−1, λ̄−1. Note que estes números poderiam ser
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repetidos, por exemplo, no caso λ = 1. Denotaremos λ ≡ µ se
{λ, λ̄, λ−1, λ̄−1} = {µ, µ̄, µ−1, µ̄−1}. Associado ao auto-valor λ te-
mos o subespaço Eλ que é a soma dos auto-espaços generalizados de
λ, λ̄, λ−1 e λ̄−1, de modo que λ ≡ µ ⇒ Eλ = Eµ. Não é dif́ıcil
mostrar que cada Eλ é ω0-simplético e que λ 6≡ µ ⇒ Eλ ⊂ E⊥µ (or-
togonal simplético). O trabalho mais duro se resume a mostrar que
se λ 6∈ R+ então Ψ|Eλ se deforma continuamente a −I|Eλ através de
transformações lineares ω0-simpléticas de Eλ preservando a proprie-
dade de não ter 1 como auto-valor. Para este fim o leitor deve encon-
trar bases simpléticas especiais em Eλ com respeito às quais Ψ|Eλ se
representa por matrizes simples, de maneira semelhante à construção
da forma canônica de Jordan. De maneira similar, se λ ∈ R+ \ {1}
então Ψ|Eλ se deforma, via ω0-simplectomorfismos lineares de Eλ, a
uma aplicação simplética e diagonalizável com auto-valores {1/2, 2},
com a propriedade de que 1 não é auto-valor ao longo da deformação.
Resumindo, sob a hipótese det(Ψ − I) 6= 0, temos uma soma direta
por fatores simpléticos, Ψ-invariantes e mutuamente simpleticamente
ortogonais

R2n =

 ⊕
[λ], λ 6∈R+

Eλ

⊕
 ⊕

[λ], λ∈R+\{1}

Eλ

 = V0 ⊕ V1

tal que Ψ|V0
se deforma, por transformações simpléticas de V0, a

−I|V0
, e Ψ|V1

se deforma, novamente por transformações simpléticas
de V0, a uma tranformação linear simplética de V1 diagonalizável
com auto-valores {1/2, 2}. Estas deformações em cada V0, V1 indu-
zem uma deformação t ∈ [0, 1] 7→ Ψt ∈ Sp(2n), de Ψ = Ψ0 em
Sp(2n). O ponto crucial é que det(Ψt− I) nunca se anula. Sendo k a
multiplicidade do auto-valor 2 da matriz Ψ1, fica provado que existe
A ∈ Sp(2n) tal que

Ψ1 = A

I2n−2k 0

0

(
1
2Ik 0
0 2Ik

)A−1.

Aqui Ij denota a matriz identidade j×j. Usamos agora a conexidade
de Sp(2n) para deformar A a I, e concluir que podemos deformar
Ψ à matriz diagonal Mk = A−1Ψ1A. O último passo é encontrar



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 163 — #171 i
i

i
i

i
i
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deformação cont́ınua expĺıcita de Mk até as matrizes
− I2n se k é par−I2n−2 0

0

(
1
2 0
0 2

) se k é ı́mpar

por matrizes em Sp(2n) \Λ(2n). Este último passo não é dif́ıcil. Isto
prova que os abertos descritos no enunciado do lema são conexos.

Para verificar que curvas fechadas em Sp∗(2n) são contráteis em
Sp(2n) apelamos para o fato de que o ı́ndice de Maslov pode ser
visto como uma espécie de número de interseção de um loop fechado
com Λ(2n). Em particular, o ı́ndice de Maslov se anula para um loop
fechado em Sp∗(2n), o que garante que tal loop é contrátil em Sp(2n)
em vista do Teorema 4.1.18.

Órbitas periódicas

Vamos aplicar estas idéias para estudar a dinâmica linearizada de uma
órbita periódica. Consideremos o caso de contato, o caso simplético
geral é análogo.

Se λ é forma de contato em uma (2n + 1)-variedade M então,
como estudado no caṕıtulo 4, temos um campo de Reeb Xλ associado,
implicitamente determinado por (4.30). Denotemos por φt o fluxo de
Xλ e por ξ = kerλ a estrutura de contato. O fluxo de Reeb preserva λ,
de fato,

d

dt
φ∗tλ = φ∗tLXλλ = φ∗t (diXλλ+ iXλdλ) = 0.

Logo também preserva dλ e fluxo linearizado dφt define uma trans-
formação dλ-simplética linear nas fibras de ξ que cobre φt.

Seja x : R → M uma trajetória fechada de Xλ e seja T > 0 um
peŕıodo: x(t) = φt(x(0)), x(t+ T ) = x(t).

Definição 5.1.8. Uma órbita periódica de Xλ, ou de φt, ou de λ, é
um par (x, T ) como acima. A órbita (x, T ) é dita não-degenerada se
dφT : ξ|p → ξ|p não tem auto-valor 1, onde p = x(0) = x(T ).
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O mapa x induz um mapa xT : R/Z→M dado por xT (t) = x(Tt)
e temos um fibrado simplético ((xT )∗ξ, dλ) sobre R/Z. Seja

τ : (xT )∗ξ → R/Z× R2n

uma trivialização simplética, que induz, para cada t ∈ R/Z, um sim-
plectomorfismo linear

τt : (ξ|x(Tt), dλ|x(Tt))→ (R2n, ω0).

Considere Ψ : [0, 1]→ Sp(2n) definida por

Ψ(t) = τt ◦ dφt ◦ (τ0)−1.

É claro que Ψ(0) = I e que (x, T ) é não-degenerada se, e somente se,
Ψ ∈ Σ∗(2n).

Definição 5.1.9. Se P = (x, T ) é não-degenerada então definimos
o ı́ndice de Conley-Zehnder do par (P, τ) como

µCZ(P, τ) = µCZ(Ψ).

Lema 5.1.10. Seja P = (x, T ) órbita periódica de Xλ e considere
duas trivializações simpléticas τ, τ ′ : (xT )∗ξ → R/Z×R2n. Considere
o loop em Sp(2n) dado por Φ : t ∈ R/Z 7→ τ ′t ◦ (τt)

−1 ∈ Sp(2n). Vale
que

µCZ(P, τ ′) = µCZ(P, τ) + 2µn(Φ)

onde µn denota o ı́ndice de Maslov.

Demonstração. Consquência direta do axioma Maslov descrito no
Teorema 5.1.3.

Observe que no caso n = 1 temos uma receita para definir o ı́ndice
de Conley-Zehnder µCZ(P, τ) mesmo se P for degenerada. De fato,
como discutido na seção anterior, o ı́ndice de Conley-Zehnder pode ser
definido pela fórmula (5.5) para qualquer caminho Ψ : [0, 1]→ Sp(2).
Trivializando o fluxo linearizado como acima, estendemos o ı́ndice
para pares (P, τ) quaisquer no caso dimM = 3.
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Observação 5.1.11. No caso geral n ≥ 1 sempre existem extensões
do ı́ndice para órbitas possivelmente degeneradas, veja [16], mas tais
extensões não são únicas. Nossa extensão no caso n = 1 goza da pro-
priedade de semi-continuidade inferior no seguinte sentido: quando
sujeito a uma perturbação pequena, o ı́ndice do fluxo linearizado per-
turbado só pode aumentar.

5.2 Convexidade dinâmica

A noção de convexidade dinâmica foi introduzida por Hofer, Wysocki
e Zehnder em [17] e traduz a possibilidade de obter informação glo-
bal da dinâmica a partir de informação da dinâmica linearizada das
órbitas periódicas de um fluxo de Reeb em dimensão 3.

Uma maneira pela qual este procedimento pode ser implementado
é obtendo seções globais. Portanto, começamos revisando a noção
clássica de seção global para um fluxo.

Definição 5.2.1. Seja M uma 3-variedade com um campo de veto-
res X. Uma seção global para o fluxo {φt} de X é uma superf́ıcie
compacta mergulhada S ⊂M tal que

• ∂S consiste de órbitas periódicas,

• X é transversal a S \ ∂S e

• ∀p ∈M \ ∂S, ∃t±n → ±∞ tais que φt±n (p) ∈ S \ ∂S.

Quando S for um disco diremos que S é uma seção global tipo-disco.

Se M é 3-variedade, X é campo em M com fluxo {φt} e S é
seção global então podemos reduzir a dinâmica em M à dinâmica da
aplicação de primeiro retorno

ψ : S \ ∂S → S \ ∂S ψ(p) = φτ(p)(p) (5.6)

onde a função é o chamado tempo de primeiro retorno

τ(p) = inf{t > 0 | φt(p) ∈ S \ ∂S}.

Exerćıcio 5.2.2. Mostre que τ(p) e ψ(p) dependem diferenciavel-
mente do ponto p ∈ S \ ∂S. Dica: use o teorema da função impĺıcita
em conjunto com a transversalidade de X a S \ ∂S.
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A possibilidade de redução da dinâmica do fluxo de X à dinâmica
do mapa de primeiro retorno ψ é de grande valor pois dinâmica em
dimensão 2 é território bastante mais explorado do que a dinâmica
de fluxos em dimensão 3. Por este motivo, teoremas de existência de
seções globais são fort́ıssimos.

5.2.1 Nı́veis convexos

O primeiro exemplo de resultado de existência de seções globais é o
notável enunciado abaixo.

Teorema 5.2.3. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja E ⊂ R4 um
domı́nio compacto, suave e estritamente convexo. Então existe uma
seção global tipo disco para fluxo Hamiltoniano em ∂E, e este fluxo
possui duas ou infinitas órtbias periódicas.

O teorema acima requer alguns esclarecimentos. U domı́nio com-
pacto, suave e estritamente convexo é um subconjunto E ⊂ R4

que pode ser descrito como E = h−1(1) para uma função suave
h : R4 \ {0} → (0,+∞) que é convexa, positivamente homogênea
de grau 2 e D2h(z) > 0 para todo z ∈ R4 \ {0}. Por dinâmica Ha-
miltoniana em ∂E entendemos a dinâmica do campo Hamiltoniano
XH |∂E associado a qualquer função real suave H definida perto de
∂E que realiza ∂E como ńıvel regular. Aqui R4 é dotado de sua
forma simplética canônica ω0 (4.1). De acordo com o Lema 4.2.10, a
escolha de outra função com as mesmas propriedades de H não altera
as trajetórias da dinâmica Hamiltoniana em ∂E.

A prova de que há duas ou infinitas órbitas periódicas uma vez
que existe a seção global tipo-disco é consequência direta do seguinte
importante resultado devido a John Franks.

Teorema 5.2.4. [8, Franks] Um difeomorfismo de (0, 1)× R/Z que
preserva uma forma de área com área total finita, e que tem um ponto
periódico necessariamente possui infinitos pontos periódicos.

Seja D ⊂ ∂E a seção global tipo-disco, de forma que P = ∂D é
órbita periódica. O fluxo do campo Hamiltoniano XH preserva ω0

pois LXHω0 = diXHω0 = d(−dH) = 0. Denotando por ψ : D \ P →
D \ P e τ : D \ P → R o mapa e o tempo de primeiro retorno, e por
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φt o fluxo de XH temos

dψ|p · u = dφτ(p)|p · u+ (dτ |p · u)XH |p ∀p ∈ D \ P, u ∈ TpD

de onde se conclui que ψ preserva ω0|T (D\P ). Aqui foi usado que
iXHω0 = −dH se anula em T∂E. Pelo mesmo motivo, ω0 é forma de
área em D \ P com área total finita∫

D\P
ω0 =

∫
P

λ

onde λ é qualquer primitiva de ω0. Segue do teorema da translação
de Brouwer que ψ possui um ponto fixo p′, que corresponde a uma
órbita periódica P ′ de XH distinta de P . O anel A = D \ (P ∪ {p′})
é invariante por ψ, e o mapa ψ|A se encaixa nas hipóteses do Teo-
rema 5.2.4. Note que existe correspondência biuńıvoca entre pontos
periódicos de ψ|A e órbitas periódicas de XH em ∂E, de onde segue
a alternativa “duas ou infinitas”.

5.2.2 A definição de convexidade dinâmica

Discutiremos o caso geral mais a frente, primeiramente consideramos
situações particulares.

Estruturas de contato triviais

Seja λ uma forma de contato em uma 3-variedade M . A forma bi-
linear dλ torna ξ um fibrado simplético sobre M , por definição de
forma de contato, veja a seção 4.4.3. Vamos assumir por enquanto,
por simplicidade, que existe uma trivialização simplética global

τ : ξ →M × R2

isto é, τ é um difeomorfismo satisfazendo τ(ξp) = {p} × R2, ∀p ∈
M , que induz uma transformação linear simplética entre os espaços
vetoriais simpléticos

τp := τ |ξp : (ξp, dλ|p)→ (R2, ω0) ∀p ∈M.
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Aqui identificamos {p} × R2 com R2. Dada uma órbita periódica
P = (x, T ) de Xλ a restrição de τ sobre os pontos de x(R) induz uma
trivilização simplética

τP : (xT )∗ξ → R/Z× R2

dada por τPt = τx(Tt) : ξx(Tt) → R2. O ı́ndice de Conley-Zehnder
µCZ(P, τP ) será denotado µCZ(P ), por simplicidade. A órbita P =
(x, T ) é dita contrátil se o loop t ∈ R/Z 7→ xT (t) = x(Tt) for contrátil
em M . Com estes acordos podemos introduzir a seguinte definição
devido a Hofer, Wysocki e Zehnder.

Definição 5.2.5. Uma forma de contato satisfazendo as hipóteses
acima é dinamicamente convexa se µCZ(P ) ≥ 3 para toda órbita
periódica contrátil de Xλ.

Quatérnions e a estrutura de contato standard em S3

O exemplo mais simples de estrutura de contato trivial é (S3, ξ0),
onde ξ0 = kerλ0 e λ0 é a forma de Liouville (4.27). Chamaremos
ξ0 de estrutura de contato standard em S3. Para esta discussão é
conveniente enxergar S3 como o grupo dos quatérnions unitários.

Façamos uma rápida revisão. Para nós um quatérnion é uma
matriz complexa 2× 2 da forma

Q =

(
z0 z1

−z̄1 z̄0

)
.

Como espaço vetorial complexo podemos identificar o conjunto H
dos quatérnions com C2 via Q ' (z0, z1). Além da soma e da multi-
plicação por um escalar complexo, os quatérnions também têm uma
multiplicação que toma valores em H dada pela multiplicação matri-
cial. Denotando por i, j,k ∈ H as matrizes

i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
(5.7)

se pode calcular as relações familiares

ij = k, jk = i, ki = j.
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Deste modo identificando

S3 '
{(

z0 z1

−z̄1 z̄0

)
tal que |z0|2 + |z1|2 = 1

}
(5.8)

vemos S3 ⊂ H. O produto Hermitiano se escreve como

(Q,R) =
1

2
tr QR∗

e o produto interno Euclidiano é <(Q,R). A norma é |Q| =
√
<(Q,Q)

e facilmente se verifica que |QR| = |Q||R|, de onde se conclui que S3

é subgrupo (= SU(2)). A forma de Liouville λ0 se escreve

λ0|Q ·X =
1

4
< tr iQX∗ =

1

2
<(iQ,X)

e a forma simplética canônica ω0 = dλ0 como

ω0(X1, X2) =
1

4
< (tr iX1X

∗
2 − tr iX2X

∗
1 ).

Dado Q ∈ S3 o espaço tangente de S3 em Q é

TQS
3 = {X ∈ H | (Q,X) ∈ iR}

e TS3 pode ser globalmente trivializado pelo referencial global

Q 7→ {iQ, jQ,kQ}.

De fato das relações i∗ = −i, j∗ = −j e k∗ = −k encontramos

(Q, iQ) =
1

2
tr Q(iQ)∗ =

1

2
tr QQ∗i∗

= −1

2
tr iQQ∗ = −(iQ,Q) = −(Q, iQ)

daonde segue que <(Q, iQ) = 0. Analogamente se pode calcular
<(Q, jQ) = <(Q,kQ) = 0. Da fórmula para ω0 calculamos

ω0(iQ, jQ) =
1

4
< (tr iiQ(jQ)∗ − tr ijQ(iQ)∗)

=
1

4
< (tr QQ∗j + tr ijQQ∗i)

=
1

4
< (tr QQ∗j− tr jQQ∗) = 0
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e analogamente
ω0(iQ,kQ) = 0.

Estas duas identidades nos mostram que o campo de Reeb éQ 7→ 2iQ.
Afirmamos que ξ0 = span{jQ,kQ}. De fato,

λ0|Q · jQ =
1

4
< tr iQ(jQ)∗ = −1

4
< tr iQQ∗j

= −1

4
< tr QQ∗ji =

1

4
< tr QQ∗k

= −1

4
< tr Q(kQ)∗ = −1

4
< (Q,kQ) = 0.

Para obter kQ ∈ kerλ0 as contas são análogas. Para finalmente
concluir que {jQ,kQ} é referencial ω0-simplético calculamos

ω0(jQ,kQ) =
1

4
< (tr ijQ(kQ)∗ − tr ikQ(jQ)∗)

=
1

2
(|kQ|2 + |jQ|2) = 1.

O fluxo de Reeb é obviamente dado por

φt :

(
z0 z1

−z̄1 z̄0

)
7→
(

ei2tz0 ei2tz1

−e−i2tz̄1 e−i2tz̄0

)
em vista de Xλ0 |Q = 2iQ. Todas as órbitas são periódicas com
peŕıodo π, e são conhecidas como fibras de Hopf.

A t́ıtulo de exemplo, calculemos o número de auto-enlaçamento
(veja Definição 4.4.24) de uma fibra de Hopf. É claro que todas elas
têm o mesmo número de auto-enlaçamento. Consideremos a fibra

γ(t) =

(
ei2t 0
0 e−i2t

)
.

O campo 1
2 jγ̇ ao longo de γ se escreve como

1

2
jγ̇ =

(
0 e−i2t

−ei2t 0

)
= ∂εΓ(0, t)

onde

Γ(ε, t) =

(√
1− ε2ei2t εe−i2t

−εei2t
√

1− ε2e−i2t

)
.
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Para ε > 0 pequeno é fácil calcular o número de enlaçamento de
Γ(ε, t) com γ(t) (veja [30] para a definição): este número vale −1 pois
coincide com a variação angular total de εe−i2t, t ∈ [0, π]. Resumindo

Lema 5.2.6. Uma fibra de Hopf em (S3, ξ0) tem número de auto-
enlaçamento igual a −1.

Observação 5.2.7. É um resutado clássico de topologia que a classe
de isotopia transversal das fibras de Hopf são caracterizadas pelo seu
número de auto-enlaçamento.

Seções globais para fluxos de Reeb em (S3, ξ0)

No parágrafo anterior usamos a linguagem dos quatérnions para mos-
trar que a estrutura de contato standard ξ0 em S3 admite trivialização
simplética global. Qualquer forma de contato λ em S3 induzindo ξ0
se escreve como λ = fλ0|TS3 , onde f : S3 → R \ {0} é suave. A
menos de uma reflexão podemos supor, sem perda de generalidade,
que f > 0.

Teorema 5.2.8. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] A dinâmica de Reeb
associada a uma forma de contato fλ0|TS3 dinamicamente convexa
possui uma seção global tipo-disco D. A órbita ∂D tem ı́ndice de
Conley-Zehnder igual a 3.

Observação 5.2.9. Segue do Teorema 5.2.4 que, nas condições do
enunciado acima, o fluxo de Reeb tem ou duas ou infinitas órbitas
periódicas.

Como visto na seção 4.4.2, existe uma bijeção entre funções suaves
f : S3 → (0,+∞) e hipersuperf́ıcies S ⊂ R4 estreladas em relação à
origem, e dada uma tal f existe um difeomorfismo S3 → S tal que o
pull-back de λ0|TS é fλ0|TS3 . Denotaremos S por Sf e o chamaremos
de o ńıvel estrelado associado a f . Logo, as dinâmicas Hamiltonianas
nas hipersuperf́ıcies em R4 estreladas em relação à origem são exa-
tamente as dinâmicas dos fluxos de Reeb de formas de contato em
S3 induzindo sua estrutura de contato standard. O Teorema 5.2.3 é
consequência do próximo enunciado.

Teorema 5.2.10. [16, Hofer, Wysocki e Zehnder] Se Sf é estrita-
mente convexa, isto é Sf é bordo de um conjunto estritamente con-
vexo (veja seção 5.2.1), então fλ0|TS3 é dinamicamente convexa.
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Definição de convexidade dinâmica no caso geral

Seja λ uma forma de contato em uma variedade M e seja P = (x, T )
órbita periódica contrátil do campo de Reeb Xλ. Neste caso existe
aplicação

u : D→M satisfazendo u(ei2πt) = xT (t)

onde xT : R/Z → M é definida por xT (t) = x(Tt). O mapa u será
chamado de um capping disk para P . Denotando por ξ = kerλ a
estrutura de contato, o fibrado simplético u∗ξ → D é trivial já que
sua base é contrátil, e u∗ξ|∂D se identifica com (xT )∗ξ naturalmente.

Uma trivialização simplética σ de u∗ξ induz naturalmente uma
trivialização simplética τσ de (xT )∗ξ. Não é dif́ıcil provar, usando
as propriedades mais básicas do grau topológico, que se σ̄ for outra
trivialização simplética de u∗ξ então τσ̄ e τσ são homotópicas. Mais
precisamente, seja p1 : R/Z × [0, 1] → R/Z a projeção na primeira
coordenada. Então existe trivialização simplética

τ̂ : p∗1(xT )∗ξ → R/Z× [0, 1]× R2n

satisfazendo τ̂ |R/Z×{0} ≡ τσ e τ̂ |R/Z×{1} ≡ τσ̄. Do axioma Homoto-
pia do Teorema 5.1.3 segue que µCZ(P, τσ) = µCZ(P, τσ̄), e denota-
remos este inteiro por µCZ(P, u).

Considere uma outra aplicação u′ : D → M tal que u′(ei2πt) =
xT (t), e seja σ′ uma trivialização de (u′)∗ξ. Enxergando S2 = D#D,
isto é S2 = D t D/ ∼ onde um ponto z no bordo de um disco é
identificado com z̄ no bordo do outro, podemos considerar a aplicação
u′#ū definida como z 7→ u′(z) no primeiro disco e z 7→ u(z̄) no
segundo. Considere o loop Φ : R/Z→ Sp(2n), Φ(t) = (τσ′)t ◦ (τσ)−1

t .
O ı́ndice de Maslov de Φ coincide com a primeira classe de Chern do
fibrado simplético (ξ, dλ)→M calculada em [u′#ū]. Logo, se c1(ξ) se
anular em [u′#ū], que sempre será o caso se u e u′ forem homotópicos
módulo ∂D, concluiremos µCZ(P, u) = µCZ(P, u′). Resumindo

c1(ξ) · [u′#ū] = µn(Φ) = 0⇒ µCZ(P, u) = µCZ(P, u′). (5.9)

Fica provado o seguinte lema.

Lema 5.2.11. Se c1(ξ) se anula em π2(M) então temos bem definido
um ı́ndice de Conley-Zehnder para órbitas periódicas contráteis P de
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Xλ calculado com respeito a uma trivialização de (xT )∗ξ induzida por
um capping disk de P . Este ı́ndice será denotado por

µCZ(P,disco).

Definição 5.2.12. [17, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja λ forma de
contato na 3-variedade M , e seja ξ = kerλ a estutura de contato.
Diremos que λ é dinamicamente convexa se c1(ξ) se anula em π2(M)
e µCZ(P,disco) ≥ 3 para toda órbita periódica contrátil P do fluxo
de Reeb.

5.2.3 Topologia e convexidade dinâmica

Para buscar relações entre topologia e dinâmica podemos nos pergun-
tar até que ponto as propriedades de um fluxo em uma 3-variedade
a caracterizam, a menos de um difeomorfismo. Por exemplo, no caso
bidimensional, a contagem (algébrica) de zeros de campos de veto-
res satisfazendo a propriedade de que todos os zeros são isolados
caracterizam as superf́ıcies, isto é, superf́ıcies compactas, conexas e
sem bordo são determinadas pela sua caracteŕıstica de Euler. Em
dimensão 3 este procedimento não leva a nada pois a caracteŕıstica
de Euler se anula, de fato, toda 3-variedade compacta, conexa, sem
bordo e orientável admite um campo de vetores sem zeros. Veremos
como a convexidade dinâmica pode ser usada para caracterizar uma
classe especial de 3-variedades: os espaços lente1.

Na verdade a primeira obstrução topológica obtida da convexi-
dade dinâmica foi o seguinte teorema.

Teorema 5.2.13 (Hofer, Wysocki, Zehnder). Seja λ uma forma de
contato em uma 3-variedade compacta e sem bordo M . Então π2(M)
é trivial e ξ = kerλ é tight2.

Comecemos com um exemplo particular de teorema de caracte-
rização.

1Do inglês lens spaces.
2Em dimensão 3 estruturas de contato são tight ou overtwisted. Esta classi-

ficação foi introduzida por Eliashberg e joga um papel important́ıssimo em topo-
logia de contato. Um disco overtwisted em (M, ξ) é um disco mergulhado D ⊂M
tal que T∂D ⊂ ξ e TpD 6= ξp, ∀p ∈ ∂D. Dizemos que ξ é overtwisted se admite
um disco overtwisted. Se tal objeto não existir dizemos que ξ é tight.
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Teorema 5.2.14. [18, 19, Hryniewicz] Uma 3-variedade de contato
(M, ξ) compacta, conexa e sem bordo é contactomorfa a (S3, ξ0) se,
e somente se, ξ = kerλ para uma forma de contato λ dinamicamente
convexa cujo fluxo de Reeb admite uma órbita periódica P que é nó
trivial e satisfaz sl(P ) = −1.

O enunciado acima é uma caracterização dinâmica de (S3, ξ0).
Sua generalização para espaços lente requer uma definição. Aqui
sl(P ) é calculado usando um capping disk. Note que sl(P ) não de-
pende da escolha do capping disk pois o Teorema 5.2.13 diz que π2(M)
é trivial, veja o Lema 5.2.11.

Definição 5.2.15. [15, Hofer, Wysocki e Zehnder] Seja M uma 3-
variedade e K ⊂ M um nó. Dado um inteiro p ≥ 1, dizemos que K
é p-trivial se existir uma imersão suave u : D→M satisfazendo

• u|D\∂D : D \ ∂D→M \K é mergulho próprio,

• u|∂D : ∂D→ K é um p-recobrimento.

A aplicação u com estas propriedades é dita um p-disco para K.

Um nó 1-trivial é apenas um nó-trivial no sentido usual. Por
exemplo, uma fibra de Hopf é 1-trivial, e o vetor velocidade de um
grande ćırculo de S2 é nó 2-trivial em T 1S2.

Exerćıcio 5.2.16. Prove que os vetores velocidade de um grande
ćırculo de S2 percorrido uma vez formam um nó 2-trivial em T 1S2.
Dica: utilize o recobrimento duplo (5.18) e o fato de que fibras de
Hopf em S3 são nós triviais.

Definição 5.2.17. Sejam p ≥ q ≥ 1 inteiros relativamente primos.
Em S3 = {(z, w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1} podemos definir uma ação
livre de Z/pZ em S3 gerada pelo difeomorfismo

(z, w) 7→ (ei2π/pz, ei2πq/pw). (5.10)

O espaço de órbitas desta ação é o espaço lente3 L(p, q).

3Existem muitas outras maneiras de definir L(p, q).
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A forma λ0 (4.27) é invariante pela ação do mapa (5.10) e, por-
tanto, desce a uma 1-forma de contato em L(p, q) denotada por λ̃0.
Denotaremos por ξstd = ker λ̃0 a estrutura de contato associada, cha-
mada de standard.

Exerćıcio 5.2.18. Prove que (L(2, 1), ξstd) é contactomorfo ao fi-
brado unitário (F−1, ξF ) de qualquer métrica Finsler F em S2.

Teorema 5.2.19. [20, Hryniewicz, Licata, Salomão] Seja (M, ξ)
uma 3-variedade de contato compacta, sem bordo e conexa. São equi-
valentes:

• (M, ξ) é contactomorfa e (L(p, q), ξstd).

• ξ = kerλ para alguma forma de contato λ dinamicamente con-
vexa cujo fluxo de Reeb admite uma órbita periódica P que é
um nó p-trivial, tem número de auto-enlaçamento −p e mono-
dromia −q.

A monodromia é um invariante de nós p-triviais, veja mais deta-
lhes em [20].

5.2.4 Convexidade dinâmica e fluxos
geodésicos em S2

Seja M uma n-variedade e

F : TM → [0,+∞)

uma métrica Finsler. Já foi estudado no caṕıtulo 4, veja o Teo-
rema 4.4.10, que a transformada de Legendre TL : TM → T ∗M asso-
ciada à Lagrangiana L = 1

2F
2 pode ser usada para puxar a 1-forma

tautológica αtaut ∈ Ω1(T ∗M) para o fibrado tangente, e o resultado é
a forma de Hilbert (3.2): (TL)∗αtaut = λH . A projeção no ponto base
será denotada por π : TM →M . Dado v ∈ TM0 temos uma decom-
posição TvTM = Vv⊕Hv onde Vv = ker dπ|v eHv é a fibra do fibrado
horizontal. O campo radial C em Vv é de Liouville e λH = iCdλH ,
conforme estudado nos caṕıtulos anteriores. A consequência é que o
fibrado unitário T 1M = F−1(1) admite a forma de contato λH cujo
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campo de Reeb coincide com o spray geodésico S. A estrutura de
contato associada a λH em T 1M será denotada por

ξF = kerλH .

Também diremos que ξF é a estrutura de contato associada a F . O
fluxo de S será denotado por ϕSt .

Dado v ∈ T 1M considere

〈v〉⊥ = {w ∈ Tπ(v)M | gv(v, w) = 0}.

Usando os isomorfismos lineares

ivV : Tπ(v)M → Vv e (dπ|Hv )−1 : Tπ(v)M → Hv

podemos definir

〈v〉⊥V = ivV(〈v〉⊥) 〈v〉⊥H = (dπ|Hv )−1(〈v〉⊥).

Lema 5.2.20. Temos decomposições

TT 1M = RS ⊕ ξF , ξF |v = 〈v〉⊥V ⊕ 〈v〉
⊥
H . (5.11)

Ainda mais, 〈v〉⊥V e 〈v〉⊥H são distribuições Lagrangianas em ξF .

Demonstração. A decomposição TT 1M = RS⊕ξF vem simplesmente
do fato de que λH define forma de contato no fibrado unitário, com
campo de Reeb S e estrutura de contato ξF . De λH |v ·ζ = gv(v, dπ ·ζ)

segue que λH se anula em V e, em particular, também em 〈v〉⊥V . Tome

ζ ∈ 〈v〉⊥H arbitrário. Então, por definição, existe w ∈ 〈v〉⊥ tal que
dπ · ζ = w. Logo 0 = gv(v, w) = gv(v, dπ · ζ) = λH · ζ. Uma

contagem de dimensões conclui a prova de ξF |v = 〈v〉⊥V ⊕ 〈v〉
⊥
H. As

distribuições 〈v〉⊥V e 〈v〉⊥H são Lagrangianas (em ξF ) porque V e H
são Lagrangianas.

Observação 5.2.21. A fórmula (5.11) para ξF , a representação do
fluxo linearizado dϕSt dada pelo Teorema 3.4.6 e o fato geral de que
o fluxo de Reeb preserva a forma de contato recuperam, quando com-
binados, o fato bem conhecido de que campos de Jacobi ao longo de
uma geodésica γ com condições iniciais gγ̇-perpendiculares a γ̇ per-
manecem gγ̇-perpendiculares a γ̇.
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A partir de agora, a menos dito explicitamente o contrário, M será
uma superf́ıcie orientada. Neste caso para todo v ∈ T 1M existe único
vetor v⊥ ∈ 〈v〉⊥ tal que {v, v⊥} é base gv-ortonormal positiva de
Tπ(v)M . Podemos assim definir um referencial global v 7→ {v⊥V , v⊥H}
para ξF por

v⊥V := ivV(v⊥), v⊥H := (dπ|Hv )−1(v⊥). (5.12)

Exerćıcio 5.2.22. Verifique que {v⊥V , v⊥H} ∈ ξF |v é base dλH-simplé-
tica.

Exerćıcio 5.2.23. Seja γ(t) uma geodésica de (M,F ). Prove que

γ̇(t)⊥ é paralelo, isto é,
Dγ γ̇

⊥

dt ≡ 0.

De acordo com o Lema 5.2.20 para cada v ∈ T 1M e ζ ∈ ξF |v
podemos encontrar a, b ∈ R tais que ζ = av⊥V + bv⊥H. Neste caso,
relembrando o isomorfismo Θv : TvTM → Tπ(v)M × Tπ(v)M (3.25),
temos

Θv · ζ = (av⊥, bv⊥). (5.13)

Seja γ(t) uma geodésica de (M,F ) parametrizada por comprimento
de arco. Então t 7→ γ̇(t) é trajetória do fluxo de Reeb (geodésico)
em T 1M , γ̇(t) = ϕSt (γ̇(0)). De acordo com o Teorema 3.4.6, dado
ζ ∈ ξF |γ̇(0) podemos escrever

dϕSt · ζ = Θ−1
γ̇ ·

(
DγJ

dt
, J

)
onde J(t) é o único campo de Jacobi com condições iniciais Θγ̇(0) ·ζ =

(
DγJ
dt (0), J(0)). Como também sabemos que dϕSt preserva ξF , se pode

concluir que J(t) é sempre gγ̇-ortogonal a γ̇(t), e encontramos função
real f(t) tal que

J = fγ̇⊥ ⇒ DγJ

dt
= ḟ γ̇⊥(t).

Aqui utilizamos o Exerćıcio 5.2.23. Resumindo, concluimos que rep-
setando o vetor dϕSt ·ζ ∈ ξF |γ̇ com respeito ao referencial global (5.12)
obtemos uma curva em R2 ' C dada por

u(t) = (ḟ , f) ' ḟ + if. (5.14)
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A equação diferencial satisfeita por f é

0 = gγ̇

(
D2
γJ

dt2
+Rγ̇(J), γ̇⊥

)
= gγ̇

(
f̈ γ̇⊥, γ̇⊥

)
+ gγ̇

(
Rγ̇(J), γ̇⊥

)
= f̈ +K(TγM, γ̇)f.

Equivalentemente, u(t) satisfaz

u̇(t) = iS(t)u(t) (5.15)

onde

S(t) =

(
1 0
0 K(t)

)
, K(t) = K(Tγ(t)M, γ̇(t))

e i representa a matriz (
0 −1
1 0

)
.

Escrevendo u = ρeiθ calculamos

θ̇ = < u̇

iu
= <−iu̇ū

|u|2
= < (Su)ū

|u|2
=
〈Su, u〉
|u|2

onde 〈·, ·〉 é o produto interno Euclidiano canônico de C. Como S é
diagonal estimamos

θ̇(t) ≥ min{1,K(t)}. (5.16)

Usando o referencial global (5.12) podemos definir o ı́ndice de
Conley-Zehnder para órbitas periódicas de ϕSt em T 1M . Estas são
precisamente curvas t ∈ R/`Z 7→ γ̇(t) onde γ(t) é geodésica para-
metrizada por comprimento de arco, com comprimento ` e satis-
fazendo γ̇(`) = γ̇(0). Tais geodésicas serão ditas fechadas. Note
que γ(`) = γ(0) não é suficiente para γ ser fechada, as velocidades
também precisam ser periódicas. Quando γ(`) = γ(0) mas possivel-
mente γ̇(`) 6= γ̇(0) diremos que γ é um loop geodésico fechado.
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Teorema 5.2.24. [12, Harris, Paternain] Seja F métrica Finsler
em S2 com reversibilidade r ≥ 1. Se todas as curvaturas bandeira K
satisfazem (

r

r + 1

)2

< K ≤ 1

então λH é dinamicamente convexa em T 1S2.

Demonstração. Ao multiplicarmos uma métrica Finsler por uma cons-
tante c > 0, os comprimentos saem multiplicados por c e as curvatu-
ras bandeira saem multiplicadas por c−2. Sendo assim, nas hipóteses
do teorema se multiplicarmos F por r(r + 1)−1 obtemos uma nova
métrica F̃ satisfazendo que, pelo Lema 3.10.9, o comprimento de
qualquer loop geodésico fechado é ≥ π. Note que uma geodésica γ̃
fechada e contrátil de F̃ consiste de pelo menos dois loops fechados
pois, caso contrário, γ̃ seria curva simples em S2 e o vetor veloci-
dade d

dt γ̃ descreveria o gerador de π1(T 1S2,pt) ' Z/2Z e não seria
contrátil. Sendo assim, tal γ̃ tem comprimento ≥ 2π. As curvaturas
bandeira K̃ de F̃ satisfazem 1 < K̃ ≤ ((r+1)/r)2 de onde concluimos,
utilizando a estimativa (5.16), que o intervalo de rotação I (veja De-
finição 5.1.4) associado à parametrização da dinâmica linearizada da
órbita periódica d

dt γ̃ com respeito ao referencial global (5.12) satisfaz
I ⊂ (1,+∞), isto é, seu ı́ndice de Conley-Zehnder é ≥ 3. No entanto,
multiplicar por c define um difeomorfismo entre os fibrados unitários
de F e de F̃ que conjuga seus fluxos geodésicos a menos de uma re-
parametrização constante das órbitas. Logo as geodésicas fechadas e
contráteis de F também são órbitas com ı́ndice de Conley-Zehnder
≥ 3, como desejado.

O elegante teorema acima em conjunto com o Teorema 5.2.8 traz
consquências profundas para a dinâmica do fluxo geodésico. Estes
desdobramentos vêm da relação entre fluxos geodésicos em S2 e fluxos
de Reeb em (S3, ξ0) via um recobrimento duplo S3 → T 1S2 bem
conhecido que descreveremos abaixo.

As coordenadas cartesianas em R3 serão denotadas por (x1, x2, x3)

e denotaremos por g0 =
∑3
i=1 dxi ⊗ dxi o produto interno eucli-

diano usual. Veremos S3 ⊂ H como o subgrupo dos quatérnions
unitários (5.8). Enxergamos R3 ⊂ H como quatérnions puramente
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imaginários via a identificação

x = (x1, x2, x3) '
(

ix3 x1 + ix2

−x1 + ix2 −ix3

)
= ix3 +jx1 +kx2. (5.17)

Seguindo estes acordos, S2 é o subconjunto dos quatérnions unitários
e puramente imaginários. O fibrado tangente TR3 ' R3 × R3 será
visto como um conjunto de pares (x, v) onde x é o ponto base, e

T 1S2 = {(x, v) ∈ R3 × R3 | g0(x, x) = g0(v, v) = 1, g0(x, v) = 0}

é o fibrado unitário associado à métrica g0. Consideremos a aplicação

D : S3 → T 1S2 Q 7→ (Q∗jQ,−Q∗kQ) (5.18)

onde usamos a identificação (5.17).

Exerćıcio 5.2.25. Verifique que D de fato toma valores em T 1S2.

Em T 1S2 temos a 1-forma

λ̄0 = v1dx1 + v2dx2 + v3dx3 (5.19)

e em S3 temos a forma de Liouville λ0 (4.27).

Lema 5.2.26. Vale a fórmula

D∗λ̄0 = 4λ0. (5.20)

Demonstração. Denotaremos X = x1 + ix2 e V = v1 + iv2, e dotare-
mos C2 de coordenadas (z, w), de forma que a identificação C2 ' H
seja dada por

(z, w) ' Q =

(
z w
−w̄ z̄

)
.

Calculando obtemos

Q∗jQ =

(
zw − z̄w̄ z̄2 + w2

−z2 − w̄2 −zw + z̄w̄

)
e

−Q∗kQ =

(
izw + iz̄w̄ −iz̄2 + iw2

iw̄2 − iz2 −izw − iz̄w̄

)
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de onde se conclui que

D∗X = z̄2 + w2

D∗x3 = i(z̄w̄ − zw)

D∗V = i(w2 − z̄2)

D∗v3 = zw + z̄w̄.

Consequentemente D∗dX = dD∗X = 2z̄dz̄ + 2wdw,

D∗(V̄ dX) = 2i(|z|2z − w̄2z̄)dz̄ + 2i(z2w − |w|2w̄)dw

e conjugando temos

D∗(V dX̄) = 2i(w2z − |z|2z̄)dz + 2i(|w|2w − z̄2w̄)dw̄

de onde segue que

D∗(v1dx1 + v2dx2) =
1

2
D∗(V̄ dX + V dX̄)

= i(|z|2z − w̄2z̄)dz̄ + i(w2z − |z|2z̄)dz
+ i(|w|2w − z̄2w̄)dw̄ + i(z2w − |w|2w̄)dw.

Por outro lado de D∗dx3 = dD∗x3 = i(w̄dz̄ + z̄dw̄ − wdz − zdw)
tiramos que

D∗(v3dx3) = i(z|w|2 + z̄w̄2)dz̄ + i(−zw2 − z̄|w|2)dz

+ i(|z|2w + z̄2w̄)dw̄ + i(−|z|2w̄ − z2w)dw.

Somando estas duas últimas fórmulas obtemos

D∗λ̄0 = D∗(v1dx1 + x2dx2 + v3dx3)

= (iz(|z|2 + |w|2) + iz̄w̄2 − iz̄w̄2)dz̄

+ (−iz̄(|z|2 + |w|2) + iw2z − izw2)dz

+ (iw(|w|2 + |z|2)− iz̄2w̄ + iz̄2w̄)dw̄

+ (−iw̄(|w|2 + |z|2)− iz2w + iz2w)dw

= i(zdz̄ − z̄dz + wdw̄ − w̄dw)

= 4λ0.
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Lema 5.2.27. Sejam F1, F2 duas métricas Finsler em uma variedade
M qualquer. Então existe um contactomorfismo

φ : (F−1
1 (1), ξF1

)→ (F−1
2 (1), ξF2

). (5.21)

Demonstração. Denotemos as transformadas de Legendre associadas
a F1, F2 por T1, T2, respectivamente, de forma que as co-métricas
duais são dadas por F ∗i ◦ Ti = Fi. Defina um difeomorfismo entre
co-fibrados unitários ψ : (F ∗1 )−1(1)→ (F ∗2 )−1(1) por

ψ(ϕ) =
ϕ

F ∗2 (ϕ)
. (5.22)

Então é óbvio que π̃ ◦ ψ = π̃, onde π̃ : T ∗M → M é a projeção no
ponto base. Logo, dados ϕ ∈ (F ∗1 )−1(1) e ζ ∈ Tϕ(F ∗1 )−1(1) temos

ψ∗αtaut|ϕ · ζ = αtaut|ϕ/F∗2 (ϕ) · dψ · ζ

=
1

F ∗2 (ϕ)
ϕ · dπ̃ · dψ · ζ

=
1

F ∗2 (ϕ)
ϕ · dπ̃ · ζ

=
1

F ∗2 (ϕ)
αtaut|ϕ · ζ

ou seja, ψ∗αtaut = αtaut/F
∗
2 e ψ é um contactomorfismo. Sabemos

do Teorema 4.4.10 que as transformadas de Legendre são contacto-
morfismos entre fibrados e co-fibrados unitários. Definindo

φ = T−1
2 ◦ ψ ◦ T1

obtemos a conclusão desejada.

Lema 5.2.28. Seja F qualquer métrica Finsler em S2. Então existe
um recobrimento duplo

DF : S3 → F−1(1)

e uma função f : S3 → (0,+∞) suave satisfazendo

D∗FλH = fλ0

onde λH é a forma de Hilbert associada a F e λ0 é a forma de
Liouville (4.27). Ainda mais, f satisfaz f(−x) = x ∀x ∈ S3.
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Demonstração. Seja F0 a métrica Finsler “redonda” de S2, isto é,
F0 =

√
g0(·, ·) onde g0 é o produto interno euclidiano de R3 (aqui en-

xergamos S2 ⊂ R3 da maneira usual). A forma de Hilbert associada a
F0 é a forma λ̄0 dada em (5.19). Pelo lema anterior encontramos con-
tactomorfismo φ : F−1

0 (1) → F−1(1) satisfazendo φ∗λH = hλ̄0, para
alguma h : F−1

0 (1)→ (0,+∞). Aplicando o Lema 5.2.26 concluimos

que (φ ◦D)∗λH = D∗φ∗λH = 4(h ◦D)λ0. É óbvio que f = 4(h ◦D)
é invariante pela aplicação ant́ıpoda pois D(−x) = D(x). Tomando
DF = φ ◦D a prova termina.

Teorema 5.2.29. [12, Harris, Paternain] Se as curvaturas bandeira
K de uma métrica Finsler F em S2 satisfazem(

r

r + 1

)2

< K ≤ 1

onde r ≥ 1 é a reversibilidade de F , então existem ou duas ou infi-
nitas geodésicas fechadas.

Demonstração. Consquência direta4 do Teorema 5.2.24, em conjunto
com o Lema 5.2.28 e com o fort́ıssimo Teorema 5.2.8.

Vale observar que no teorema acima geodésicas geometricamente
iguais mas percorridas no sentido reverso devem ser contadas como
distintas em vista da posśıvel falta de reversibilidade. É claro que
não contamos como diferentes geodésicas que são iteradas (positivas)
de uma mesma geodésica em comum.

Em dinâmica simplética são muito comuns os resultados de existên-
cia de órbitas periódicas, mas são poucos os resultados que trazem
informação sobre o tipo das geodésicas encontradas5. Veremos agora
um exemplo de como a convexidade dinâmica pode ser usada para

4A menos de um pequeno detalhe que não foi mencionado em [12]: a prinćıpio
apenas encontramos duas ou infinitas órbitas periódicas do fluxo geodésico levan-
tado para S3. No caso de haver duas órbitas e elas serem simétricas pela aplicação
ant́ıpoda, então seriam iguais suas projeções em F−1(1) e encontraŕıamos apenas
uma geodésica fechada. No entanto, um resultado de Rademacher [34] impede
que isto ocorra.

5Esta é uma das vantagens dos teoremas 5.2.3 e 5.2.8 sobre outros teoremas
de existência da área: os bordos das seções globais encontradas são órbitas nós
triviais e têm número de auto-enlaçamento −1.
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estudar qualitativamente as geodésicas fechadas de métricas Finsler
em S2 com condições de pinçamento na curvatura.

Considere o espaço B das imersões S1 → S2 sem tangências posi-
tivas. Mais precisamente, se γ ∈ B e t0, t1 ∈ S1 então

t0 6= t1 e γ(t0) = γ(t1) ⇒ γ̇(t1) 6∈ R+γ̇(t0).

Definição 5.2.30. Diremos que duas curvas em B são equivalentes
se podem ser deformadas uma na outra por curvas em B. Um tipo
de nó fraco em S2 é uma classe de equivalência de curvas em B.

Esta definição é inspirada na discussão de [3, caṕıtulo 1] feita para
curvas no plano. Os tipos de nó fraco em S2 identificam as componen-
tes conexas do complementar da chamada discriminant hypersurface
para uma teoria J+ de curvas na 2-esfera. Segundo Arnold, veja [3],
o problema de classificação de tipos de nós fraco é aparentemente tão
complicado quanto o problema de classificar nós em R3.

Seja F uma métrica Finsler em S2, de modo que (F−1(1), ξF )
é variedade contato, onde ξF é o núcleo da forma de Hilbert (3.2)
associada. Toda imersão γ : S1 → S2 induz uma curva em F−1(1)
dada por

Γγ : t ∈ S1 7→ γ̇(t)

F (γ̇(t))
∈ F−1(1)

que é transversal a ξF

λH · Γ̇γ = gΓγ (Γγ , γ̇) > 0.

Aqui gv é o produto interno em Tπ(v)S
2 associado a F por (3.1). Note

que γ ∈ B se, e somente se, Γγ é mergulho, e se γ0, γ1 ∈ B determi-
nam o mesmo tipo de nó fraco então Γγ0 e Γγ1 são transversalmente
isotópicas. Logo invariantes do nó transversal Γγ determinam invari-
antes do tipo de nó fraco de γ ∈ B.

Para um dar um exemplo concreto, considere o tipo de nó fraco
k8 dado pela classe de uma curva em S2 que possui apenas um ponto
de auto-interseção, e esta auto-interseção é transversal. O leitor deve
perder a ilusão de que curvas que representam k8 são assim simples:
através da criação de tangências negativas é posśıvel obter curvas
com tipo k8 com um número arbitrariamente alto de auto-interseções.
Usando topologia de contato podemos encontrar invariantes de k8,
como explicado no enunciado abaixo.
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Lema 5.2.31. Seja γ uma curva que representa k8. Então γ̇/F (γ̇)
é nó trivial com número de auto-enlaçamento igual a −1.

Incluimos a demonstração pois a achamos bastante didática.

Demonstração. Seja g0 a métrica redonda em S2 induzindo a métrica
Finsler F0 =

√
g0(·, ·). Vemos S3 ⊂ H como o grupo dos quatérnions

unitários munido da forma de Liouville (4.27). O fibrado unitário
F−1

0 (1) será denotado por T 1S2.
Considere aplicação

u : D→ S3 u(Reiθ) =
1√

1 + ρ2

(
1 ρeiθ

−ρe−iθ 1

)
, ρ =

R√
1−R2

.

Vale que u é mergulho suave, de forma que u(∂D) é nó-trivial. Além
disso, u(∂D) tem número de auto-enlaçamento −1 pois fazendo ρ→
+∞ na fórmula acima o nó correspondente converge para uma fibra
de Hopf, e já sabemos, em vista do Lema 5.2.6, que as fibras de Hopf
têm número de auto-enlaçamento −1. O recobrimento duplo D (5.18)

D :

(
z w
−w̄ z̄

)
∈ S3 7→ ((x1, x2, x3), (v1, v2, v3)) ∈ T 1S2

é dado pelas fórmulas

x1 + ix2 = z̄2 + w2, x3 = i(z̄w̄ − zw)

v1 + iv2 = i(w2 − z̄2), v3 = zw + z̄w̄.

Estas fórmulas foram calculadas na demonstração do Lema 5.2.26.
Como a imagem de u não contem pontos ant́ıpodas, a aplicação v =
D ◦ u é mergulho D ↪→ T 1S2. Denotando por π : TS2 → S2 a
projeção no ponto base, a curva c(θ) = π ◦ v(eiθ/

√
2) representa k8

em vista da fórmula

c(θ) =
1

2
(1 + cos 2θ, sin 2θ, 2 sin θ).

Como cada θ 7→ u(Reiθ) é transversal a ξ0 = kerλ0, vale que J(θ) =
v(eiθ) é transversal a ξF0

; isto decorre do Lema 5.2.26. Considere a
homotopia

hs(θ) =
(1− s) ċ

F0(ċ) + sJ(θ)

F0

(
(1− s) ċ

F0(ċ) + sJ(θ)
)
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entre ċ/F0(ċ) e J . Esta homotopia está bem definida pois a condição
de J ser transversal é g0(ċ, J) > 0 e, portanto, implica que o ângulo
entre ċ e J está em (−π/2, π/2). Logo a combinação convexa na
definição de hs(θ) nunca se anula. Queremos mostrar que hs é uma
isotopia de nós em T 1S2, que só pode deixar de ser verdade se alguma
curva hs tiver auto-interseções. Mas todo hs se projeta sobre a mesma
curva c, que só tem uma auto-interseção exatamente quando θ ∈
{0, π} no ponto (1, 0, 0). Logo auto-interseções de hs só ocorrem em
θ ∈ {0, π}. Mas ċ(0) e J(0) apontam para o hemisfério norte enquanto
que ċ(π) e J(π) apontam para o hemisfério sul. Fica provado que hs é
isotopia, e que ċ/F0(ċ) é nó-trivial com número de auto-enlaçamento
−1. Isto prova o lema para a métrica F0.

Consideremos F qualquer. O Lema 5.2.27 nos dá um contacto-
morfismo φ (5.21) que é definido por φ = T−1

0 ◦ ψ ◦ T , onde ψ é o
contactomorfismo (5.22) e T0, T são as transformadas de Legendre de
F0, F respectivamente. Note que φ, ψ preservam ponto base. Para
cada imersão γ : R/2πZ → S2 definimos Vγ ,Wγ : R/2πZ → F−1

0 (1)
por

Vγ =
γ̇

F0(γ̇)
Wγ = φ

(
γ̇

F (γ̇)

)
.

Como γ̇/F (γ̇) é curva positivamente transversal em F−1(1) e φ pre-
serva co-orientações, a curvaWγ é positivamente transversal em T 1S2,
isto é

g0(γ̇,Wγ) > 0 ⇒ g0(Vγ ,Wγ) > 0. (5.23)

Considere agora c0 : R/2πZ → S2 curva em B com único ponto de
auto-interseção, o qual ocorre em θ ∈ {0, π}. Existe homotopia cs
entre c0 e uma certa curva c1 ∈ B através de curvas em B, tal que
cada cs tem único ponto de auto-interseção (em θ ∈ {0, π}), onde c1
satisfaz ċ1(0) = −ċ1(π). A desigualdade (5.23) nos permite definir

Hτ (θ) =
(1− τ)Vc1(θ) + τWc1(θ)

F0((1− τ)Vc1(θ) + τWc1(θ))

pois ela implica que denominador na definição de Hτ nunca se anula.
Como Hτ (θ) ∈ Tc1(θ)S

2, θ 7→ Hτ (θ) só poderia desenvolver auto-
interseções para θ ∈ {0, π}. Mas isto é imposśıvel pois Vc1(0) =
−Vc1(π). Aqui usamos também a desigualdade (5.23). Logo Hτ é
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isotopia transversal entre Vc1 e Wc1 . Mas Vc1 é obviamente trans-
versalmente isotópica a Vc0 e esta última é nó trivial com número de
auto-enlaçamento −1, como provado na primeira parte da demons-
tração. Logo o mesmo vale para Wc1 . Como φ é contactomorfismo,
ċ1/F (ċ1) também é nó trivial com número de auto-enlaçamento −1
em (F−1(1), ξF ). Logo ċ0/F (ċ0) tem as mesmas propriedades.

Teorema 5.2.32. [22, Hryniewicz, Salomão]
São verdadeiras as afirmações.

• Seja F uma métrica Finsler em S2 com reversibilidade r. Se
as curvaturas bandeira K satisfazem(

r

r + 1

)2

< K ≤ 1

então nenhuma geodésica de F tem tipo k8.

• Para todo r ≥ 1 e todo δ < (r/(r + 1))
2

existe métrica Finsler
Fδ,r em S2 com reversibilidade r cujas curvaturas bandeira K
satisfazem δ ≤ K ≤ 1, admitindo geodésica fechada com uma
única auto-interseção, que é transversal.

A primeira afirmação do teorema acima diz que um pinçamento
apropriado das curvaturas bandeira exclui geodésicas com tipo k8,
e a segunda afirmação diz que a primeira afirmação não pode ser
melhorada.

Demonstração da primeira afirmação. Pelo Teorema 5.2.24 a condi-
ção de pinçamento das curvaturas acima nos diz que o fluxo de Reeb
em F−1(1) associado à forma de Hilbert, que coincide com o fluxo
geodésico de F , é dinamicamente convexo. Se existisse geodésica fe-
chada γ representando k8 então o Lema 5.2.31 implicaria que γ̇/F (γ̇)
é órbita de Reeb periódica que é nó-trivial e tem número de auto-
enlaçamento −1. No entanto, o Teorema 5.2.14 nos diria que F−1(1)
e S3 são difeomorfos, um absurdo.

A segunda afirmação é demonstrada modificando a métrica de
Katok descrita no caṕıtulo 1. Para mais detalhes veja [22].
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5.2.5 Seções globais para formas
não-dinamicamente convexas

É interessante perguntar se é posśıvel encontrar seções globais tipo-
disco para o fluxo de Reeb associado a uma forma de contato fλ0

em S3, onde f : S3 → (0,+∞) é função suave, sem a hipótese de
convexidade dinâmica. Em outras palavras, a hipersuperf́ıcie Sf as-
sociada a f é bordo de um domı́nio estrelado qualquer. A resposta
é dada pelo enunciado abaixo, fazendo uma hipótese de genericidade
razoável.

Teorema 5.2.33. [23, Hryniewicz, Salomão] Suponha que fλ0|TS3

é não-degenerada. Então uma órbita periódica P ⊂ S3 é bordo de
uma seção global tipo-disco se, e somente se, as seguintes condições
são satisfeitas:

• P é nó-trivial e satisfaz sl(P ) = −1,

• µCZ(P ) ≥ 3,

• P está enlaçada não-trivialmente com todas as órbitas periódicas
P ′ satisfazendo µCZ(P ′) = 2.

No enunciado acima dizemos que λ é não-degenerada se todas as
órbitas periódicas do fluxo de Reeb são não-degeneradas no sentido
da Definição 5.1.8. Esta condição é C∞-genérica para λ. O inteiro
sl(P ) é o número de auto-enlaçamento definido na seção 4.4.3.

5.3 O Teorema de Poincaré-Birkhoff
para fluxos de Reeb

O teorema de Poincaré-Birkhoff tem suas origens nos trabalhos de
Poincaré sobre o problema dos 3 corpos (restrito e planar), e de
Birkhoff no estudo de fluxos geodésicos na esfera S2 munida de uma
métrica Riemanniana com curvatura positiva. Em certos ńıveis de
energia, tais sistemas Hamiltonianos admitem seções globais do tipo
anel e a dinâmica pode ser reduzida a um difeomorfismo de S1×[0, 1],
que preserva área e é homotópico à identidade. Uma condição de twist
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desse difeomorfismo nas componentes de bordo S1 × {0} e S1 × {1}
implica a existênca de infinitas órbitas periódicas.

Nesta seção apresentamos uma versão do teorema de Poincaré-
Birkhoff para fluxos de Reeb em S3 e T 1S2, munidos de uma forma
de contato tight. Um par de órbitas periódicas formando um link
de Hopf e satisfazendo uma condição de não-ressonância, análoga à
condição de twist, implica a existência de infinitas órbitas periódicas
cujos enlaçamentos com o link de Hopf estão bem determinados. Esse
resultado se aplica mesmo quando a dinâmica de Reeb não admite
seções globais do tipo anel. Em particular, mostramos uma aplicação
deste teorema para fluxos geodésicos de métricas Finsler em S2.

Para fixarmos notação e para a facilidade do leitor, recapitula-
mos algumas definições de invariantes topológicos e dinâmicos vistos
nos caṕıtulos anteriores, que serão necessários para esta seção. Da
mesma forma, relembramos algumas propriedades básicas de formas
de contato standard em S3 e T 1S2.

5.3.1 A versão clássica

Seja f : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1] um difeomorfismo com as seguintes
propriedades:

(i) f é homotópico à identidade.

(ii) f preserva a forma de área dx∧dy, onde (x, y) são coordenadas
em S1 × [0, 1].

Seja F : R × [0, 1] → R × [0, 1] um levantamento de f , via o
recobrimento π : (x, y) 7→ (x mod 1, y), ou seja f ◦π = π ◦F . Denote
por π1 a projeção (x, y) ∈ R× [0, 1] 7→ x ∈ R. Os seguintes limites

ρ0 := lim
n→∞

π1 ◦ Fn(x, 0)

n
e ρ1 := lim

n→∞

π1 ◦ Fn(x, 1)

n
, (5.24)

existem e não dependem da escolha de x. Denote por I o intervalo
aberto cujos extremos são ρ0 e ρ1. No caso em que ρ0 = ρ1 então
I = ∅. Denote por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f .

Teorema 5.3.1 (Poincaré-Birkhoff). Nas condições acima vale que

#Fix(f) ≥ 2#(I ∩ Z).



i
i

“Finsler1” — 2014/9/10 — 17:10 — page 190 — #198 i
i

i
i

i
i

190 [CAP. 5: DINÂMICA SIMPLÉTICA

No caso em que I 6= ∅, podemos obter infinitas órbitas periódicas
de f , bastando “iterar” o teorema acima da seguinte forma: dados
q ∈ N∗ e p ∈ Z∗ relativamente primos, considere a aplicação

(x, y) 7→ Fp,q(x, y) := F q(x, y)− (p, 0).

Aqui denotamos por F q a q-ésima iterada de F . Note que Fp,q é
um levantamento de fq. Seja Ip,q o intervalo aberto limitado por
ρp,q,0 e ρp,q,1, definidos como em (5.24), substituindo-se F por Fp,q.
Como Fnp,q(x, y) = Fnq(x, y) − (np, 0), obtemos ρp,q,0 = qρ0 − p e
ρp,q,1 = qρ1 − p. Concluimos que Ip,q = qI − p e, portanto, se p

q ∈ I,

devemos ter 0 ∈ Ip,q, o que implica Ip,q ∩ Z 6= ∅. Pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff, fq tem pelo menos dois pontos fixos, que também
correspondem a dois pontos fixos de Fp,q. Um ponto fixo (x∗, y∗)
de Fp,q se move horizontalmente por F com velocidade p

q , isto é,

F q(x∗, y∗) = (x∗, y∗) + (p, 0). Concluimos que para cada p
q ∈ I como

acima, os pontos q-periódicos de f obtidos são distintos.

Teorema 5.3.2. Para todo q ∈ N∗, o número de órbitas periódicas
de f com peŕıodo (primo) igual a q é maior ou igual a

2#{p ∈ Z∗ : p/q ∈ I e mdc(p, q) = 1}.

5.3.2 Fluxos de Reeb e o link de Hopf

Inicialmente consideramos em S3 ⊂ R4 a forma de contato

λ0 =
1

2

1∑
i=0

qidpi − pidqi|S3 ,

onde (q0, p0, q1, p1) são coordenadas em R4. Identificamos R4 ' C2

via (q0, p0, q1, p1) ' (q0 + ip0, q1 + ip1) e consideramos também co-
ordenadas polares ρje

iϕj = qj + ipj , j = 0, 1. Sejam ξ0 = kerλ0 a
estrutura de contato e Xλ0

o campo de Reeb associado a λ0 dado por

Xλ0 = 2

1∑
i=0

(−pi∂qi + qi∂pi) = 2∂ϕ0 + 2∂ϕ1 .

Suas órbitas tem peŕıodo π e se projetam em

Lr := {ρ0 = r, ρ1 =
√

1− r2} ⊂ S3, ∀r ∈ [0, 1],
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todas orientados por Xλ0 , em particular, transversais a ξ0. Note que
para r 6= 0, 1 cada Lr é um toro, enquanto que para L0 e L1 são
fibras de Hopf. Observe que as aplicações u0, u1 : D→ S3 dadas em
coordenadas polares Reiθ ∈ D por

u0(R, θ) = (
√

1−R2, Reiθ) e u1(R, θ) = (Reθi,
√

1−R2),

são mergulhos tais que ui(∂D) = Li, para i = 0, 1. Segue que L0 e L1

são nós triviais. Para calcularmos os números de auto-enlaçamento
sl(L0) e sl(L1), consideramos a seção Z1 de ξ0, que nunca se anula,
dada por

Z1 = q1∂q0 − p1∂p0 − q0∂q1 + p0∂p1 . (5.25)

Note que

N0 = (−1, 0) = lim
R→1

∂Ru0

|∂Ru0|

é um campo em ξ0|L0
na direção da normal externa a u0(D). Para-

metrizando L0 por t 7→ (0, cos t + i sin t), t ∈ [0, 2π], e usando que
Z1|L0

= p1∂q0 + q1∂p0 , chegamos a

sl(L0) = wind(Z1|L0
, N0)

= wind(t 7→ sin t+ i cos t, t ∈ [0, 2π])

= −1.

Uma construção similar mostra que sl(L1) = −1. Essa propriedade
foi demonstrada no Lema 5.2.6.

Definição 5.3.3. Chamamos um link L′ = L′0 t L′1 ⊂ S3 de link
de Hopf se L′ é transversalmente isotópico a L := L0 t L1, ou seja,
existe uma isotopia ψt : S1 t S1 → S3, t ∈ [0, 1], satisfazendo

• ψt é mergulho transversal a ξ0 para todo t ∈ [0, 1].

• ψ0(S1 t S1) = L e ψ1(S1 t S1) = L′.

Observamos que a isotopia ψt pode se estendida a uma isotopia
Ψt : S3 → S3 tal que Ψt∗ξ0 = ξ0 para todo t ∈ [0, 1], veja [9].
Portanto, vamos sempre assumir que o link de Hopf L′ coincide com
L e, nesse caso, dizemos que o link de Hopf está em posição normal.
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A seção Z2 de ξ0, dada por

Z2 = p1∂q0 + q1∂p0 − p0∂q1 − q0∂p1 , (5.26)

define, juntamente com Z1, uma trivialização simplética de ξ0,

Φ : ξ0 → S3 × R2, (z, aZ1 + bZ2) 7→ (z, (a, b)). (5.27)

Se γ : S1 → S3 \ L é fechada e cont́ınua, então sua projeção em
cada um dos planos (q0, p0) e (q1, p1) não se anula e, portanto, deter-
mina winding numbers wind0(γ) e wind1(γ). Segue que aplicação

i : π1(S3 \ L)→ Z× Z : [γ] 7→ (wind0(γ),wind1(γ)),

é um isomorfismo. Aqui escrevemos π1(S3 \ L) sem fazer referência
a um ponto base. Os inteiros wind0(γ) e wind1(γ) podem ser vistos
como o número de enlaçamento de γ com L0 e L1, ou ainda como o
número de intersecção algébrico de γ com u0 e u1, respectivamente.
Para isso, devemos considerar a orientação de S3 induzida por λ0∧dλ0

e a orientação em u0 induzida pelo bordo L0, que é orientado por Xλ0
.

O mesmo vale para u1.
Seja A : S3 → S3, z 7→ −z, a aplicação ant́ıpoda, e considere a

variedade S̃ := S3/∼, onde z ∼ A(z), ∀z ∈ S3. Denotamos por

D : S3 → S̃

o recobrimento duplo dado pela projeção z 7→ [z] ' {z,−z}. Mos-
traremos mais adiante que S̃ é difeomorfo a T 1S2, onde T 1S2 denota
o fibrado unitário de S2 com respeito à métrica Euclidiana de R3

restrita a S2.
Note que A∗λ0 = λ0 e, portanto, λ0 desce para uma forma de

contato em S̃, também denotada por λ0. A estrutura de contato e o
campo de Reeb associados a λ0 em S̃ também são denotados por ξ0
e Xλ0

, respectivamente. Os nós L0 e L1 recobrem duplamente os nós
simples não-contráteis l0, l1 ⊂ S̃ através da projeção D, respectiva-
mente.

Definição 5.3.4. Um link l′ = l′0t l′1 ⊂ S̃ é chamado de link de Hopf
se l′ é transversalmente isotópico a l = l0 t l1 em (S̃, ξ0).
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Como antes, podemos sempre supor que l′ = l e, nesse caso,
dizemos que o link de Hopf está em posição normal. Uma curva
cont́ınua γ : [0, 1]→ S̃ \ l levantada para S3 \L não se anula quando
projetada em cada um dos planos (q0, p0) e (q1, p1). Se γ é fechada,
então seu levantamento γ̃ satisfaz γ̃(1) = γ̃(0) ou γ̃(1) = A(γ̃(0)) =
−γ̃(0). Desta forma, uma curva fechada γ : S1 → S̃ \ l determina
‘meio-inteiros’ wind0(γ), wind1(γ) ∈ Z/2. Estes números satisfazem
wind0(γ) + wind1(γ) ∈ Z.

5.3.3 O Número de rotação

Considere agora uma forma de contato tight em S3, dada por λ =
fλ0, onde f ∈ C∞(S3, (0,∞)). Observe que kerλ = kerλ0 = ξ0.
Denote por Xλ seu campo de Reeb, determinado por iXλdλ = 0 e
iXλλ = 1. Denote por {ϕt}t∈R o fluxo associado a Xλ em S3. Como
LXλλ = iXλdλ+ diXλλ = 0, temos que dϕt(ξ0) = ξ0, ∀t.

Seja P = (x, T ) uma órbita periódica do fluxo de Reeb de λ, ou
seja, x : R → S3 é T -periódica e x(t) = ϕt(x(0)), ∀t. Denote por
w1(t)+iw2(t) = Φ(dϕt|x(0) ·w), 0 6= w ∈ ξ0|x(0), uma solução do fluxo
linearizado ao longo de P com respeito à trivialização Φ definida em
(5.27). Seja θ(t) um argumento cont́ınuo de w1(t)+iw2(t). Definimos
o número de rotação transversal de P por

ρ(P ) = T lim
t→∞

θ(t)

2πt
. (5.28)

É posśıvel mostrar que ρ(P ) não depende de w. Ainda mais, se
xc(t) := x(t + c), c ∈ R, é uma reparametrização de P por uma
translação no domı́nio, então ρ(P ) também não depende de c. Vale
ainda

ρ(P ) = lim
k→∞

µCZ(P k)

2k
,

onde µCZ(P k) é o ı́ndice de Conley-Zehnder da k-ésima iterada de
P , com relação à trivialização global Φ. A fórmula acima pode ser
demonstrada usando-se a definição do ı́ndice de Conley-Zehnder para
caminhos de matrizes em Sp(2) discutida na seção 5.1.
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5.3.4 A versão para fluxos de Reeb

A versão do teorema de Poincaré-Birkhoff para fluxos de Reeb em S3

tight tem como hipótese a existência de um par de órbitas periódicas
formando um link de Hopf L = L0tL1, de modo que se os números de
rotação de L0 e L1 satisfizerem uma certa condição de não-ressonância,
então temos a existência de infinitas outra órbitas periódicas, caracte-
rizadas por suas classes de homotopia em S3 \L. Uma versão similar
vale para o fibrado unitário T 1S2.

Seja V := {(x, y) ∈ R2 \ {0} : x ≥ 0 ou y ≥ 0}. Considere em V
uma ordem definida da seguinte forma: dados (x1, y1), (x2, y2) ∈ V ,
dizemos que (x1, y1) < (x2, y2) se e somente se θ1 < θ2 onde eiθj =
xj + iyj , θj ∈ [− 3π

2 , π], j = 1, 2.
Dizemos que um par de inteiros (p, q) é primo se (p, q) 6= (0, 0) e

não existe inteiro k > 0 tal que (p/k, q/k) ∈ Z× Z.

Teorema 5.3.5 (Hryniewicz, Momin e Salomão [21]). Assuma que
a forma de contato λ = fλ0, f > 0, em S3 admite um par de
órbitas periódicas L0, L1 que são componentes de um link de Hopf,
em posição normal sem perda de generalidade. Defina os números
reais η0, η1 por

ηi = ρ(Li)− 1, i = 0, 1, (5.29)

onde ρ(Li) é o número de rotação transversal de Li, i = 0, 1. Suponha
que o par de inteiros (p, q) ∈ V seja primo. Se

(θ0, 1) < (p, q) < (1, θ1) ou (1, θ1) < (p, q) < (θ0, 1), (5.30)

então existe uma órbita periódica simples γp,q ⊂ S3 \ (L0 ∪ L1) tal
que

wind0(γp,q) = p e wind1(γp,q) = q.

O resultado para fluxos de Reeb em S̃ é similar

Teorema 5.3.6. [21, Hryniewicz, Momin e Salomão] Assuma que a
forma de contato λ = fλ0, f > 0, em S̃ admite um par de órbitas
periódicas li, i = 1, 2, que são componentes de um link de Hopf, em
posição normal sem perda de generalidade. Defina os números reais
η0, η1 por

ηi = 2ρ(li)− 1, i = 0, 1, (5.31)
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Figura 5.1: Uma órbita enlaçada 1 vez com L0 e 7 vezes com L1.

onde ρ(li) é o número de rotação transversal de li, i = 0, 1. Suponha
que o par de inteiros (p, q) ∈ V seja primo. Se

(1, η1) < (p, q) < (η0, 1) ou (η0, 1) < (p, q) < (1, η1), (5.32)

então vale uma das alternativas:

(i) Se p + q é par, então λ admite uma órbita periódica simples
γp,q ⊂ S̃ \ l, não-contrátil em S̃, satisfazendo

wind0(γp,q) = p/2, wind1(γp,q) = q/2. (5.33)

(ii) Se p+ q é ı́mpar, então λ admite uma órbita periódica simples
γp,q ⊂ S̃ \ l, contrátil em S̃, satisfazendo

wind0(γp,q) = p, wind1(γp,q) = q. (5.34)

5.3.5 O fibrado unitário de S2

Seja g0 a métrica Euclideana em R3 e seja

T 1S2 := {(x, v) ∈ R3 × R3 | g0(x, x) = g0(v, v) = 1, g0(x, v) = 0},

o fibrado untário de S2 com respeito a g0 e com projeção no ponto
base π : T 1S2 → S2, π(x, v) = x. A aplicação

D1 : S3 2:1−→ T 1S2,
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definida por[
z0

z1

]
7→

 <(z̄2
0 + z2

1) =(z̄2
0 − z2

1)
=(z̄2

0 + z2
1) −<(z̄2

0 − z2
1)

=(2z0z1) <(2z0z1)

 = [x v] , (5.35)

é um recobrimento duplo tal que D1 ◦A = D1, onde A é a aplicação
ant́ıpoda. Estamos usando coordenadas complexas z = (z0, z1) =
(q0 + ip0, q1 + ip1) ∈ C2 ' R4, com |z0|2 + |z1|2 = 1, x ∈ S2 e
v ∈ TxS2. Fica então estabelecido um difeomorfismo ψ0 : S̃ → T 1S2

induzido pelo diagrama

S3

D

��

D1

""
S̃

ψ0=D1◦D−1

// T 1S2

(5.36)

Exerćıcio 5.3.7. Mostre que D1 : S3 → T 1S2 é de fato um recobri-
mento duplo.

Lembre que T 1S2 admite uma forma de contato λ̄0 dada por
λ̄0|v · ζ = g0(v, dπ · ζ), ∀ζ ∈ TvT

1S2. Denote por ξ̄0 = ker λ̄0 e
Xλ̄0

a estrutura de contato e o campo de Reeb associados a λ̄0, res-
pectivamente. O fluxo de ẋ = Xλ̄0

◦x é o fluxo geodésico de g0. Todas

as órbitas são fechadas e se projetam em ćırculos máximos de S2. É
posśıvel verificar que ψ∗0 λ̄0 = 4λ0 (veja o Lema 5.2.26), e portanto ψ0

mapeia órbitas de λ0 em órbitas de λ̄0, após reparametrizá-las com
fator 1/4 no tempo.

Seja l = l0 t l1 o link de Hopf em S̃ definido como na Seção 5.3.2.
É imediato verificar usando (5.35) que ψ0(l0) é uma geodésica fechada
que percorre o ćırculo máximo

{(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}

no sentido anti-horário no plano (x1, x2). Da mesma forma, ψ0(l1)
é o mesmo ćırculo máximo, porém percorrido no sentido horário.
Denotamos essas duas geodésicas fechadas por l̄0 e l̄1 e chamamos o
par l̄ = l̄0 t l̄1 de link de Hopf em T 1S2.

Seja F : TS2 → [0,∞) uma métrica Finsler qualquer e considere
F−1(1) ⊂ TS2 o fibrado unitário de F . Sabemos que o fluxo geodésico
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restrito a F−1(1) coincide com o fluxo de Reeb associado à forma de
Hilbert λFH restrita a F−1(1). Além disso, λFH = L∗Fλtaut, onde de-
notamos por LF : TS2 \ 0 → T ∗S2 \ 0 a transformada de Legendre
associada a F . Aqui denotamos por TS2 \ 0 e T ∗S2 \ 0 os fibrados
tangente e cotangente de S2 com a seção nula removida, respectiva-
mente. Denote por LF0 a transformada de Legendre associada à me-
trica Finsler F0 =

√
g0(·, ·). Denote por F ∗ = F ◦L−1

F e F ∗0 = F0◦L−1
F0

as co-métricas associadas e seja RF : (F ∗0 )−1(1)→ (F ∗)−1(1) o dife-
omorfismo dado por v 7→ v/F ∗(v). O exerćıcio abaixo está resolvido
na demonstração do Lema 5.2.27.

Exerćıcio 5.3.8. Mostre que RF é um contactomorfismo, ou seja,

(RF )∗
(
kerλtaut|(F∗0 )−1(1)

)
= kerλtaut|(F∗)−1(1).

Concluimos que as aplicações

F−1
0 (1)

LF0 // (F ∗0 )−1(1)
RF // (F ∗)−1(1)

L−1
F // F−1(1)

são contactomorfismos e, portanto, encontramos f̄ : F−1
0 (1)→ (0,∞)

suave tal que Ψ∗λFH = f̄ λ̄0, onde

Ψ := L−1
F ◦RF ◦ LF0

. (5.37)

Definindo-se f = ψ∗0 f̄ , temos que o fluxo geodésico de F em F−1(1)
corresponde ao fluxo de Reeb da forma de contato fλ0 em S̃. Temos
então a seguinte proposição.

Proposição 5.3.9. O fluxo geodésico de uma métrica Finsler em S2

é conjugado ao fluxo de Reeb de uma forma de contato λ = fλ0 em S̃.

Observe que a conjugação mencionada no enunciado acima é dada
por um contactomorfismo mapeando l em l̄.

5.3.6 (p, q)-satélites

Sejam g uma métrica Riemanniana em S2, T > 0 e γ : R/TZ → S2

um mergulho com g(γ̇, γ̇) = 1. Seja n : R/TZ → T 1S2 um campo
de vetores cont́ınuo e não-nulo ao longo de γ e normal a γ̇. Dados
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inteiros p, q, relativamente primos, definimos a curva α : R/TZ→ S2

por
αε(t) = expγ(qt)(ε sin(2πpt/T )n(qt)),

onde ε > 0 é pequeno e exp denota a aplicação exponencial associ-
ada a g.

Definição 5.3.10. Dizemos que uma imersão γ̄ : R/Z → S2 é um
(p, q)-satélite de γ se γ̄ é homotopicamente equivalente a αε por cur-
vas imersas tais que durante a homotopia as curvas não admitem
auto-tangências e nem tangências com γ.

Observação 5.3.11. Note que a definição de um (p, q)-satélite de γ
não depende de g.

Seja γ : R → S2 uma geodésica fechada com peŕıodo mı́nimo
T > 0. Seja y : R→ R uma solução não-trivial de

ÿ(t) = −K(γ(t))y(t),

onde K é a curvatura Gaussiana de g. Seja θ(t) um argumento
cont́ınuo de ẏ(t) + iy(t). O número de rotação inverso de γ é de-
finido por

ρ(γ) = T lim
t→∞

θ(t)

2πt
. (5.38)

Este número não depende de y e θ. Lembramos que o fluxo geodésico
linearizado ao longo de γ num referencial apropriado é regido pela
equação (

ζ̇1(t)

ζ̇2(t)

)
=

(
0 −K(γ(t))
1 0

)(
ζ1(t)
ζ2(t)

)
,

e, portanto, ζ̈2(t) = −K(γ(t))ζ2(t). Isso implica que, neste caso, o
número de rotação inverso coincide com o número de rotação trans-
versal, definido anteriomente para fluxos de Reeb em geral.

Teorema 5.3.12 (Angenent). Seja g uma métrica Riemanniana su-
ave em S2 e γ : R→ S2 uma geodésica fechada simples com peŕıodo
minimo T > 0. Sejam p, q inteiros relativamente primos e ρ(γ) o
número de rotação inverso de γ definido como em (5.38). Suponha
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que p/q ∈ (ρ(γ), 1)∪ (1, ρ(γ)). Então g admite uma geodésica fechada
γp,q que é um (p, q)-satélite de γ. A geodésica γp,q intersecta γ em
2p pontos e se auto-intersecta em p(q − 1) pontos.

Considere agora uma métrica Finsler F em S2 e seja γ uma
geodésica fechada e simples com peŕıodo mı́nimo T > 0. Podemos
definir o número de rotação inverso de γ analogamente ao caso Rie-
manniano substituindo-se a curvatura Gaussiana K(γ(t)) pela curva-
tura bandeira K(Tγ(t)S

2, γ̇(t)) =: K(γ̇(t)), ou seja, consideramos um
argumento cont́ınuo θ(t) de ẏ(t) + iy(t), onde ÿ(t) = −K(γ̇(t))y(t) e
definimos ρ(γ) usando o limite (5.38).

Definição 5.3.13. Dizemos que γ é uma geodésica fechada, simples
e reverśıvel se a curva fechada γ(−t), que percorre γ(t) no sentido
oposto, é uma reparametrização (positiva) de uma outra geodésica
fechada e simples γr(t) e, além disso, ρ(γr) = ρ(γ). Denotaremos
por lγ o link γ̇ t γ̇r ⊂ F−1(1), onde normalizamos as velocidades
para ficarem unitárias.

O seguinte resultado é uma generalização do Teorema 5.3.12.

Teorema 5.3.14 (Hryniewicz, Momin e Salomão [21]). Seja F uma
métrica Finsler em S2 que admite uma geodésica fechada, simples e
reverśıvel γ com F (γ̇(t)) = 1,∀t. Seja ρ ≥ 0 seu número de rotação
inverso. Sejam p, q ∈ Z \ {0} inteiros relativamente primos. Se
p/q ∈ (ρ, 1) ∪ (1, ρ) então existe uma geodésica fechada γp,q, com
F (γ̇p,q) = 1, tal que γ̇p,q é homotópica em F−1(1) \ lγ ao vetor velo-
cidade normalizado de um (p, q)-satélite de γ.

A demonstração do Teorema 5.3.14 segue do Teorema 5.3.6 e do
seguinte lema topológico.

Lema 5.3.15. Seja γ uma geodésica fechada simples de F em S2 de
peŕıodo mı́nimo T > 0. Sem perda de generalidade, assumimos que γ
coincide com o equador {x2

1 + x2
2 = 1, x3 = 0} percorrido no sentido

anti-horário no plano (x1, x2). Sejam p, q relativamente primos e γp,q
um (p, q)-satélite de γ com F (γ̇p,q) = 1. Seja

cp,q := ψ−1
0 ◦Ψ−1(γ̇p,q) ⊂ S̃

onde ψ0 : S̃ → T 1S2 e Ψ : T 1S2 → F−1(1) são definidas em (5.36) e
(5.37), respectivamente.
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• Se q > 0 então
wind0(cp,q) = |p| − q/2,
wind1(cp,q) = q/2.

• Se q < 0 então
wind0(cp,q) = q/2,

wind1(cp,q) = |p| − q/2.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
F =

√
g0(·, ·) (Ψ = Id), T = 2π e γ(t) = (cos t, sin t, 0). Seja

n(t) = (0, 0, 1) o campo ao longo de γ, normal a γ̇. Seja

s(ε, t) = αε(t) = expγ(t)(ε sin(tp/q)n(t)), t ∈ [0, 2πq].

Podemos encontrar coordenadas (w1, w2) ∈ R/2πZ × (−a, a), a > 0
pequeno, numa vizinhança de γ ⊂ S2, tais que

s(ε, t) = (w1(ε, t), w2(ε, t)) = (t, ε sin(pt/q)).

Logo
(∂tw1(ε, t), ∂tw2(ε, t)) = (1, εp/q cos(pt/q))

(∂εtw1(ε, t), ∂εtw2(ε, t)) = (0, p/q cos(pt/q)).

Considere coordenadas naturais (w1, w2, y1, y2) de TS2 associadas a
(w1, w2). Em ε = 0, temos então

(∂εs(0, t), ∂εts(0, t))

= (0, sin(pt/q), 0, p/q cos(pt/q))

= sin(pt/q)∂w2
+ p/q cos(pt/q)∂y2 .

Podemos assumir que as coordenadas (w1, w2) foram escolhidas de
modo que

H|(γ,γ̇) = span{∂w1 , ∂w2} e V|(γ,γ̇) = span{∂y1 , ∂y2}.

Então o vetor n normal a γ̇ corresponde a ∂w2 e iV(∂w2) = ∂y2 .
Portanto, a curva fechada(

s(ε, ·), ∂ts(ε, ·)
F (∂ts(ε, ·))

)
⊂ F−1(1)
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é homotópica à curva

C(ε, t) := Exp(γ(t),γ̇(t))εS(t) ∈ F−1(1), (5.39)

onde
S(t) := sin(pt/q)nH(t) + p/q cos(pt/q)nV(t), (5.40)

Exp é uma aplicação exponencial em F−1(1), nH = iH(n) ∈ H(γ,γ̇)

e nV = iV(n) ∈ V(γ,γ̇). Usando o difeomorfismo ψ0 : S̃ → F−1(1),

temos ψ−1
0 ◦ γ(t) se levanta para S3 na curva

ζ(t) = (q0(t), p0(t), q1(t), p1(t)) = (0, 0, cos
t

2
, sin

t

2
),

e se q > 0 então, para ε > 0 pequeno, a curva(
αε,

α̇ε
F (α̇ε)

)
se levanta a uma curva próxima a ζ(t), t ∈ [0, 2πq]. Isso implica que
wind1(cp,q) = q/2. As seções Z1|ζ , Z2|ζ definidas em (5.25) e (5.26),
correspondem a iV(n), iH(n), a menos de uma constante, e, portanto,
usando (5.40), em relação à base {Z1, Z2} temos

wind((ψ−1
0 )∗S(t), t ∈ [0, 2πq]) = |p|.

Agora observe que Z1(ζ(t)) = cos t2∂q0 − sin t
2∂p0 . Portanto, em

relação à base {∂q0 , ∂p0}, temos

wind((ψ−1
0 )∗S(t), t ∈ [0, 2πq]) = |p| − q/2.

Isso implica que
wind0(cp,q) = |p| − q/2.

O caso q < 0 é análogo e a curva(
αε,

α̇ε
F (α̇ε)

)
,

ε > 0 pequeno, se levanta a uma curva próxima a

t 7→ (cos t/2, sin t/2, 0, 0), t ∈ [0, 2πq].

Nesse caso wind0(cp,q) = q/2 e wind1(cp,q) = |p| − q/2.
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Demonstração do Teorema 5.3.14. Pela Proposição 5.3.9, podemos
considerar o fluxo geodésico em F−1(1) como o fluxo de Reeb de
uma forma de contato λ = fλ0 em S̃. Mais ainda, podemos também
assumir que lγ = γ t γr coincide com o link de Hopf l = l0 t l1 ⊂ S̃,
onde γr é a geodésica γ percorrida no sentido oposto.

Pela reversibilidade da geodésica, podemos assumir que q > 0.
Isso implica p > 0. Se q é ı́mpar, seja p′ = 2p− q e q′ = q. Se q é par
seja p′ = p − q/2 e q′ = q/2. Como p e q são relativamente primos,
temos que p′ e q′ também o são. Se ρ > 1, então

1 <
p

q
< ρ⇔ 2p− q

q
=
p′

q′
< 2ρ− 1.

Logo (2ρ−1, 1) < (p′, q′) < (1, 1) < (1, 2ρ−1). Aplicando o Teorema
5.3.6 para o par (p′, q′), encontramos uma órbita periódica cp,q tal
que wind0(cp,q) = p − q/2 e wind1(cp,q) = q/2. Sabemos que cp,q
corresponde a uma geodésica fechada que, pelo Lema 5.3.15, está na
mesma classe de homotopia do vetor velocidade de um (p, q)-satélite
de γ. Se 0 ≤ ρ < 1, então

ρ <
p

q
< 1⇔ 2ρ− 1 <

2p− q
q

=
p′

q′
< 1

o que implica que (1, 2ρ − 1) < (1, 1) < (p′, q′) < (2ρ − 1, 1). Nova-
mente, aplicando o Teorema 5.3.6 para o par (p′, q′), encontramos a
geodésica procurada γp,q.
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