SUB DA PRIMEIRA PROVA - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER -
MAP 5722

A prova ¢é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula podem (e
devem) ser usados sem demonstracao.
Boa Prova!

EXERcicIO 1
(1,25 Ponto) a) Seja Xr2 @ funcdo caracteristica do conjunto R?, ou seja,

| LzeR, y>0
X]Ri(xay)_ O,zER,ySO

Mostre que para todo ¢ € C2° (R?), temos

A(ey) @ =- [ Fwo

emqueAza—z—i-—.

Ox2

(1,25 Ponto) b) Determine o suporte e o suporte singular das distibui¢oes Xr? € A (X]Ri)'

EXERcIcIO 2
(1,25 Ponto) a) Ache todas as distribui¢oes u € D’ (R) que resolvem a equagdo abaixo:
d?u
Pl
em que g (¢) := ¢ (0), para todo ¢ € C (R).
(1,25 Ponto) b) Mostre que:

4 (njal) = PV (i)

em que PV (1) (¢) :=lim o+ fIIIZe @dm, para todo ¢ € C° (R).

EXERcIcIO 3
(1,25 ponto) a) Sejam f € C* (R) e k € Ng. Determine as constantes ci; € C para as quais a seguinte identidade é

1 k k i i . k . .
valida: fdd?&) =3 =0 Ckj %50. Use a férmula obtida para escrever :rmdd?&) como soma de derivadas de deltas de Dirac.

(1,25 ponto) b) Ache todas as solucdes da equacio x2u = dy.

EXERcicIO 4
Seja (uk)gen, C D' (]0,2[) uma sequéncia de distribui¢oes dadas por
k .
i
up, = 01,
J

e~ dxd
Jj=1

em que 01 (¢) :=¢ (%), para todo ¢ € C (]0, 2|).
(1,25 ponto) a) Mostre que existe u € D’ (]0,2[) tal que u = limy_,o u, em D’ (]0,2[) . Determine a ordem de w.

(1,25 ponto) b) Existe uma distribui¢do v € D’ (R) tal que v|]072[ =u?
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FORMULARIO.

Definigao 1. (Distribuigdes) Dizemos que um funcional linear u : C2° (Q) — C ¢ uma distribui¢ao se qualquer uma das seguintes
condic¢oes equivalentes ¢ valida:

i) Para toda sequéncia (¢j)j€N C C° () que converge a zero em Cg° () (ou seja, existe um compacto K C € tal que supp (¢;) C
K, para todo j € N e as fung¢des 9%¢; convergem uniformemente para zero, para todo a € Ng), temos que lim;_, oo u (¢;) = 0.

ii) Para todo conjunto K C Q compacto, existem constantes Cx > 0 e mx € Ny, que dependem de K, tais que

[u (@)l < Cr |l emrc ) » V¢ € C° (2) tal que supp (¢) C K.

Para cada compacto K C €, dizemos que a ordem de u em K é o menor mg € Ny para o qual existe uma constante Cx que
torna a desigualdade acima valida. A ordem da distribuigao u &, por defini¢do, o infimo dos nimeros mx tomados para todos
os compactos K C €. Note que a ordem de uma distribui¢do pode ser infinita.

Lembremos que [|¢||cm () = MaX|a|<m (SUPeq [0%¢ (2)]).

Exemplo 2. Exemplos de distribui¢oes em abertos 2 C R™ e em R sao:
1) Se f € Lj,. (), entao f define a distribuicao Ty € D’ () dada por Ty (¢) = [, f () ¢ (x) dz, para todo ¢ € C° (Q).

2) Seja a € Q. Logo podemos definir §, € D’ () por d, (¢) := ¢ (a), para todo ¢ € C° (). (Delta de Dirac centrado
em a)

3 PV (1) € D' (R) é definido como PV (L) (¢) =1lim, o+ f,5, L da, para todo ¢ € C (R).

x

Exemplo 3. Quanto & ordem das distribui¢oes, podemos dar o seguinte exemplo: as distribuigoes % (0a), para a € R,
tém ordem j.

Definicao 4. Sejam ©Q C R™ um aberto, U C Q um aberto contido em Q e u € D' (). Definimos a distribui¢do u|;
(também denotada em sala de aula por pyq (u)) como a restricdo de u ao conjunto C2° (U), ou seja, uly; = ufge(p) :
C2 (U) — C. Neste caso ul,; € D' (U).

Defini¢ao 5. (Suporte de Distribuigdes) Seja u € D' () e f € C (). Definimos
i) O suporte de u, supp (u), ¢ definido da seguinte forma: 2 € supp (u) se ndo existe aberto U C €2 contendo x tal que u|, = 0.
i) O suporte de f, supp (f), ¢ definido da seguinte forma: 2 € supp (f) se ndo existe aberto U C € contendo = tal que f[;, = 0.
ii) O suporte singular de u, sing supp (u), ¢ definido da seguinte forma: x € sing supp (u) se nao existe aberto U C Q contendo
z tal que u|; ¢ dado por uma fungdo C*°.

Proposigao 1. Seja QC R", ue€ D' (Q) ea € Q. Se supp (u) = {a}, entdo existem constantes ¢, € C e m € R tais que

u = Z CcaD%,.

|| <m.

Definigao 6. (Distribuigdes compactas) Denotamos por £ (Q) o conjunto de todas as distribuigdes com suporte compacto. Estas
distribui¢oes podem ser estendidas a um funcional linear u : C™ (Q) — C que satisfaz as seguintes condi¢oes equivalentes:

i) Para toda sequéncia (¢;),cy C C™ () que converge a zero em C™(£2) (ou seja, para todo compacto K C Q as fungdes 9% ¢,
convergem uniformemente para zero em K, para todo a € Ny), temos que lim;_, o0 u (¢;) = 0.

ii) Existem um compacto K C €2, uma constante C' > 0 e m € Ny tais que

[u (D) < Cll9ll i VP €CT ().
Lembremos que ||q5|\m7K = max|q|<m (Sup,ex [0%¢ (2)])-

Definicao 7. (Operagdes com distribui¢des) Seja u € D' (Q2), a € N§ e ¢ € C* (). Definimos:

a) 0%u € D' () ¢ a distribui¢do definida como 8%u (¢) = (—1)1*1 u (8% ¢), para todo ¢ € C° ().

b) Yu € D’ () é a distribuigdo definida como (Yu) (¢) = u (@), para todo ¢ € C° ().
Definicao 8. (Limite de distribuigdes) Scja (u;);oy C D' (Q) uma sequéncia de distribuigdes ¢ u € D'(Q). Dizemos que
lim; 00 u; = u em D’ (€2), se o seguinte limite ¢ valido

lim u; () = u (), Vo € C= ()

Jj—oo
Proposigao 2. Scja (u;);cy C D' (Q) uma sequéncia de distribuigées. Se para todo ¢ € O (2), ewiste o limite lim;_ o0 u; (),
entio existe u € D' () tal que lim;j_, o u; = u em D' (Q). Neste caso, temos

u(6) = Jim u; (9), ¥ € O ()

Proposigao 3. Consideremos P (x, D) = > a; (x) D7 um operador diferencial linear sobre um intervalo aberto I de R tal que
a; € C™(I), para todo j, am (z) # 0 para todo x € I. Logo para toda f € D' (I), existe u € D' (I) tal que P(z,D)u = f. Se
i € D' (I) for outra solugdo desta equacao, entio u — 4 é uma fungdo C* (I) que satisfaz a equagdo P (z, D) (u — i) = 0.



