TERCEIRA PROVA - CALCULO V - MAP0217 / MAT0311

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

ExERcicIo 1
Denotaremos por M, (R) o conjunto das matrizes reais n x n.

(0,5 ponto) a) Seja f: M,(R) x ... x M,(R) = M, (R) a funcdo dada por
F(AL, ., Ag) = A1 Ag Ay,

Calcule df (A1, ..., Ax)(H1, ..., Hg), em que H; € M, (R), j =1,...,k. (Dica: Observe que f é multilinear).

(1,0 ponto) b) Seja g : M,,(R) — M, (R) a fun¢io dada por g(X) = X*. Calcule dg(X)(H), para H € M,(R), e
mostre que dg(I) : M,,(R) — M,,(R) é um isomorfismo, em que I é a matriz identidade.

(1,0 ponto) c) Mostre que existem abertos (2, Q C M, (R) que contém a identidade I e uma aplicacio diferenciével
h:Q — Q tal que h(A) é a tinica matriz em Q tal que h(A)* = A.

EXERcICIO 2

Denotaremos por L(R™,R™) o conjunto das transformagoes lineares de R™ em R™.

(1 Ponto) a) Sejam A : R"™ — L(R",R"), f : R" - R" e g : R” — R"™ fungdes diferenciaveis. Definamos
F:R" xR" x R* = R por F(z,y,2) = (A(z) (f(y)),9(2)).' Seja (u,v,w) € R* x R* x R™. Calcule

dF (z,y,z) (u,v,w) .

(1 Ponto) b) Seja f : R™ — R™ uma funcio de classe C! e F : R™ — R dada por F(z) = | f(z)||>. Calcule
dF (z)(h), em que h € R™. Mostre que se dF'(x) =0 e f(z) # 0, entdo df (x) : R™ — R™ ndo é sobrejetora.

(0,5 Ponto) ¢) Seja f : R™ — R™ uma funcio de classe C! e F : R™ — R dada por F(z) = || f(z)||°. Mostre que
se ¢ € R™ é um valor regular de f, f~1(c) #0e ||cH2 ¢ o menor valor que F assume, entdo ¢ = 0.

EXERcICIO 3
Sejam f : Q2 C R™ — R™ uma funcdo de classe C' definida num aberto Q de R™ e M > 0 uma constante.

(1,5 Ponto) a) Mostre que se {2 é um convexo, entdo ||f(z) — f(y)| < M |z — y||, para todo x,y € Q, se, e
somente se, ||df (x)|| < M, para todo z € Q.

(1 Ponto) b) Mostre que se ||f(z) — f(y)|| < M ||z — y||*, para todo z,y € Q, entdo f é uma constante.

ExXERrcicio 4
Seja f: 2 C R™ — R™ um funcdo de classe C! definida num aberto Q de R™.

(1 Ponto) a) Mostre que se f é uma imersdo, entdo para todo x € €2, existe um aberto U C Q tal que f[, : U — R"
é injetora. (Dica: Use um dos resultados do formulario)

(1,5 Ponto) b) Mostre que graf(f) := {(z, f(z)); x € Q} é igual a imagem de uma parametrizacao, ou seja, de
uma imersdo ¢ : Q@ C R™ — R™ x R™ tal que ¢ :  — () é um homeomorfismo. (Dica: Para mostrar que é um
homeomorfismo, ache o 1).

1Observe que F é composta das fungdes (z, v, 2) A (A=), f(y),9(2)) N (A(z) (f(y)),9(z)), em que S = AX f x g eT éuma fungio
trilinear. Use a regra da cadeia.
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FORMULARIO.
Usaremos sempre o produto interno e a norma Euclidiana. A norma de transformacoes lineares 7' : R™ — R" ¢é
dada por [T := supjz=1 [T (z)].-

Definigao 1. Seja f: Q C R™ — R” uma funcio definida num aberto €. Dizemos que f é diferencidvel em xy € Q2
se existe uma transformagdo linear df (o) : R™ — R™ tal que

Ty (h) == f(wo + h) — f(wo) — df (x0)(h)

Taq (h)

satisfaz limy, ¢ T = 0. Dizemos que f ¢é diferenciavel, se for diferenciavel em todo = € Q. A matriz que representa
df (xo) na base canonica é a matriz jacobiana. Ela é dada por Jf(zg) = (gg’: (xo)) € Myxm(R).
J i=1,..nj=1,....m

Proposigao 2. Sejam f : Q2 C R™ — R" uma fungdo diferencidvel em zo € Q e g : Q Cc R® — RP uma fungio
diferencidvel em f(xq) tal que f(Q) C Q. Logo go f: Q — RP ¢é diferencidvel em x e

d(go f)(zo) (k) = dg (f (x0)) df (o) (R).
Definigao 3. Seja f: Q C R™ — R” uma funcdo definida num aberto Q2. Dizemos que f é uma fung¢io de classe
C! se f ¢ diferenciavel e df : @ C R™ — L (R™,R") é continua (isto equivale a existéncia e continuidade de todas
as derivadas parciais gi? :Q — R). Para k > 1, dizemos que f é de classe C* se df for de classe C*~1, em que C°
corresponde a uma funcio continua.

Definicao 4. Seja f: Q C R™ — R" uma funcio de classe C'. Dizemos que f é:

1) Uma submerséo, se df (x) : R™ — R™ é sobrejetora para todo € Q. Em particular, temos m > n.

2) Uma imersdo, se df (z) : R™ — R"™ & injetora para todo z € 2. Em particular, temos m < n.

3) Uma parametrizacgdo, se f é uma imersdo e f : Q — f(2) é um homeomorfismo, em que f(€2) é um espago
métrico com a métrica induzida de R".

Definicao 5. Seja f: Q C R™ — R” uma funcdo de classe C'. Dizemos que um ponto ¢ € R é um valor regular
de f se para todo x € f~!(c), a aplicacdo df (x) : R™ — R" ¢ sobrejetora.

Teorema 6. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : Q C R™ — R™ wma funcdo diferencidvel definida no aberto
0. Sejam a e v € R™ tais que [a,a +v] := {a+tv, t € [0,1]} C Q. Se existe M > 0 tal que ||df (a + tv)|| < M, para
todo t € [0,1], entao || f(a+v) — fla)|| < M |v].

Teorema 7. (Teorema da Aplicagio Inversa) Seja f : Q C R™ — R™ de classe C*, k > 1, definida no aberto (2.
Se xg € Q € tal que df (zo) : R™ — R™ é um isomorfismo, entdo existe uma bola aberta B,.(x¢) C Q, r > 0, tal que
1) f (B, (xo)) € um conjunto aberto.
2) flg, (zo) : Br (x0) = [ (Br (x0)) € um difeomorfismo.

Teorema 8. Seja f: Q C R™ — R™" uma funcio de classe C*, k > 1, definida num aberto Q. Se xo € Q € tal
que df (xg) : R™ — R™*" ¢ injetora, entdo existe um difeomorfismo h : Z — V x W de classe C* de um aberto
f(zo) € Z C R™T™ sobre um aberto (x9,0) € V x W C R™ x R"™ tal que

ho f(z) = (z,0), Yz € V.



