SEGUNDA PROVA - TEORIA DAS DISTRIBUIGOES E ANALISE DE FOURIER - MAP 5722

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula podem (e
devem) ser usados sem demonstragdo. No entanto, a prova deve ser feita sem consulta.
Boa Prova!

ExERcicIio 1

(1 ponto) a) Calcule a Transformada de Fourier das distribuigdes d9 € S’ (R™), H (z)e * € S’ (R) para e > 0 e
H(z) € S’ (R). (H (x) é a funcao de Heaviside: H (z) =1 parax > 0e H (x) =0 para z < 0).

(1 ponto) b) Mostre que a distribui¢io em D’ (R?) dada pela funcdo H (z) H (y) ¢ uma solu¢do fundamental de %y‘
(Dica: Prove diretamente ou usando Transformada de Fourier.)

(0,5 ponto) ¢) O operador %&y é hipoeliptico? Justifique. (Dica: Qual é o suporte singular de H (z) H (y)?)

EXERcicIO 2

(1,25 Ponto) a) Seja f € C* (R) um polinémio, ou seja, f(z) = Z;":O ajz? com a; € C, e u € & (R). Mostre que
u* f: R — C é um polinébmio.

(1,25 Ponto) b) Seja 1 € S’ (R) a distribui¢do temperada dada pela funcdo 1. Calcule F (1) e F (27), para j > 1. A
partir disto, responda: qual é o suporte de F (u * f)?

EXERcICIO 3

(1 ponto) a) Seja (Uj)jeN uma sequéncia de distribui¢oes constantes, ou seja, para as quais existe uma sequéncia
(¢j);en € C tal que

jeN

uj (¢) = cj/ ¢ (x)dx, Vo € CF (R™).
Rn
Mostre que se lim; o u; = u em D’ (R™), entdo a sequéncia (Cj)j en converge em C. Seja ¢ := lim;_, ¢;, mostre que
u € a distribuicdo constante igual a ¢, ou seja, é dada por

u(@)=c | ¢(@)de,vo e 2 R").
R~

(1,5 ponto) b) Prove que se u € D' (R™) é tal que d,,u = 0 para todo j € {1,...,n}, entdo existe c € R tal que
u(@)=c [ ¢(x)dz, Vo e CF(R"),
JRn
ou seja, u € igual a distribuicdo constante. (Dica: Sabemos que o resultado acima vale para u € C*° (R™). Parta disto e
use resultados de convolugao de distribui¢oes por fungdes)

EXERcicIO 4
(1,25 Ponto) a) Seja u € S’ (R™) uma solugdo da equagao
u~+ Au =0,
em que A := Z?Zl %, Calcule a Transformada de Fourier da equacgao acima e mostre que o suporte de F (u) esta
contido no conjunto {& € R™ : ||¢]| = 1}.

(1,25 Ponto) b) Mostre que, se u € S’ (R™) é uma solu¢ao de u + Au = 0, entao u ¢ uma fungdo que admite uma
extensao holomorfa em C” e para a qual existem constantes C' > 0 e N € Ny tais que

fu(2)] < € (1 + =) Mm@, vz e .
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FORMULARIO.
Defini¢ao 1. Scjam v € D' (R") (ouu € & (R™)) e ¢ € C (R™) (ou u € C* (R™)). Definimos u * ¢ : R* — C por
uxd(z):=uly—¢(x—y)).

Teorema 1. Sejam u e D' (R™) (ouu e & (R™)) e p € C° (R™) (ouu e C®(R™)). Logo

1) ux ¢ € C™ (R™).

3) 0z (ux ) (x) = (Ozu) * ¢ (x) = ux (97¢) (z).

8) Para toda fun¢io ¢ € CZ (R") tal que [5, ¢ (x)dz =1, temos lim._ o+ u* ¢ = u em D' (R™), em que ¢ (z) := eingb (f)
Defini¢ao 2. Scjam v € D' (R") ¢ v € &' (R™). Definimos u * v € D' (R"™) como sendo a tnica distribuigao tal que

(uxv)xd=ux*(v*d), Vo € CZ (R™).

Neste caso, usando a fungio S : D' (R™") — D' (R™) (ou S : & (R™) — &' (R™)) definida como (Su) (¢ (z)) = u (¢ (—z)), para

todo ¢ € C° (R™) (ou ¢ € C*° (R")), temos
(uxv) (@) =u((Sv)* @) =u(z— (v(y = d(z+y)))).
Definigao 3. Scja P (D) = 3,<,, @D um operador linear com coeficientes constantes. Dizemos que £ € D' (R") ¢ uma
solugao fundamental de P (D) se P (D) E = do.
Definicao 4. Seja P (D) = > laj<m @a D um operador linear com coeficientes constantes. Dizemos P (D) ¢ um operador
hipoeliptico se para todo aberto 2 de R", temos
sing supp (P (D) u) = sing supp (u), Yue D’(Q).

Proposigao 1. Um operador linear com coeficientes constantes P (D) = E|a|§m aa D% é hipoeliptico se, e somente se, toda solugdo
Jundamental E ¢é tal que sing supp () = {0}.

Definigao 5. Scja u € L' (R™). A transformada de Fourier de u ¢ a fun¢io F (u) : R* — C definida como

F@E©=[ u@ads,

em que € :=x1&1 + ... + Tnén.

Definigao 6. (Espaco de Schwartz) O conjunto S (R™) consiste nas funcdes u € C™ (R™) tais que as funcdes z — 2*d2u(z) sio
limitadas para todos a, § em Nj. Dizemos que uma sequéncia (¢, ) de fungoes de Schwartz converge a ¢ € S (R™) em S (R"),
lim, 00 o = ¢ em S (R™), se para todos a, 3 € N, temos

lim Hxaafj(/)n - m“a£¢H —0

n— 00 LOO(}R?L)

neN

Teorema. A Transformada de Fourier F : S (R") — S (R™) ¢é uma bijegdo continua. Sua inversa é dada por

FU@) (@) = ﬁ /el‘”%(s) d = #SW(@ ©).

em que (S¢) (z) = ¢ (—x). Como S:S(R™) = S(R") ¢ F:S(R™) = S (R"™) sdo fungdes lineares continuas, entio F~' : S (R™) —
S (R™) também é uma fungdo linear continua.

Definigao 7. Uma fungdo u : S (R™) — C é chamada de distribui¢ao temperada se:

1) u é linear: u(ad + Bv) = au (¢) + Bu (¥), para todo v e B €T, p e Y € S (RM).

2) u continua: para toda sequéncia (¢n), .y C S(R") e ¢ € S (R") tal que limy, 00 ¢ = ¢ em S (R™), temos que limy, 00 u (¢n) =
u ().

O conjunto de todas as distribui¢des temperadas ¢ denotado por S’ (R™). Toda distribuigao temperada u € S (R") define uma
distribuigao. Basta restringi-la ao conjunto C2° (R™). O conjunto &’ (R™) é um subconjunto denso de D' (R™).

Proposigao 2. Sejaue S (R") ev e & (R™). Logo o produto de convolugdo u * v pertence a S’ (R™).

Defini¢ao 8. Seja u € &’ (R"). Definimos a Transformada de Fourier de u, denotada por F (u) € 8’ (R"), como a distribuigao
temperada definida como
F(u) () :=u(F(4), Vo€ S(R").

Proposigao 3. A transformada de Fourier F : S’ (R") — S’ (R") tem as sequintes propriedades:

1) F é continua e linear.

2) F € bijetora ¢ F' : S’ (R") — 8" (R™) € definida como (F~* (u)) (¢) :=u (F " (§)), para todo ¢ € S (R™). Logo F~ " (u) =
@TI)"S o F (u).

3) Se f € L' (R™), entdo Ty € S’ (R™). Neste caso, F (Ty) = Tr(y), ou seja, as definigées de F em L' ¢ em S’ equivalem.

4) Sejauw € 8" (R™). Logo F (Du) = £*F (u) e F (z%u) = (—D)* F (u), para todo o € N§. A derivada D : S’ (R") — S’ (R™)
e a multiplica¢io z : S’ (R") — S’ (R™) sdo continuas.

5) SejaueS (R") evel (R"). Logo F (uxv)=F (u) F (v).

Teorema 2. Sejau € &' (R™). Logo F (u) é uma funcdo C™ que admite uma extensio holomorfa dada por f (2) = u (e
a sequinte propriedade: seja R > 0 tal que supp (u) C Br(0) e N € Ng a ordem de u. Logo eziste C > 0 tal que
F @ISy FHmOl vz e e,

Por outro lado, seja f : C* — C uma fung¢io holomorfa para a qual existem constantes C > 0, R > 0 ¢ N € Ny tal que
uma desigualdade como a mostrada acima seja vilida. Logo eziste uma distribuicdo uw € E' (R™) com suporte em Br (0) tal que

(&) = Fu(E), V€ e R™.

—'Lzz) com



