RESOLUCAO DA LISTA DE EXERCICIOS 4 CALCULO V

Para o estudo da terceira prova, recomendamos resolver os exercicios dos capitulos 5 (Aplicagdes Diferenciais),
6 (Aplicagoes Inversas e Implicitas) e partes do 7 (Superficies diferenciéveis, somente as se¢Oes iniciais. Sobre este
capitulo sera cobrado (caso seja cobrado) apenas conceitos basicos) do livro Analise Real Volume 2 do Elon.

Abaixo segue uma lista de exercicios extras (alguns muito parecidos com os do Elon), selecionados ou adaptados
da apostila “Céalculo Diferencial Geométrico no R™”. Indicamos por ELJ X, o exercicio X da apostila das professoras
Elvia Sallum, Lucia Murakami e Juaci da Silva. Sempre denotaremos por M, (R) o conjunto das matrizes reais
n X n.

Exercicio 1. (ELJ 38) Seja f : R® — R* diferenciavel. Vamos definir F': R” x R® — R* por
Fz,y) = [z —y).

a) Mostre que F' é uma funcao diferencidvel (Lembre-se que composta de fungoes diferenciaveis é diferenciéavel).
Resolucao:
Basta observar que F' é a composicdo das seguintes funcoes:

(r,y) e R" XR"»Z>3x—yER"»i>f(3x—y).
Como T'(z,y) = 3z — y é linear, concluimos que T' é C*°. Como f é diferenciavel e F' = f o T, concluimos que F'

também é diferenciavel, pela regra da cadeia.

b) Seja (zo,y0) € R x R® e v = (h, k) € R™ x R™. Calcule %—f (z0,yo) em termos de f usando a defini¢do de
derivada direcional.

Resolucao:
Usando a defini¢ao, temos:
OF F th tk) — F 3y — t(3h—k)) — f(3xo —
P (20,90) = lim (zo + th,yo + tk) (xoayo):hmf( zo —yo +t( ) — f(Bo yo):
ov t—0 t t—0 t
L(Sx — o) = df (3zo — yo) (3h — k)
a(3h — k) 0~ %)= 0~ Y .
c¢) Ache uma expressao para dF(zo,yp) em termos de f.
Resolucao:

Basta aplicar a regra da cadeia.
dF (zo,y0)(h, k) = df (T(z0,y0)) © dT' (20, yo)(h, k) = df (3zg — yo) o T'(h, k) =
df (3o — o) (3h — k) = 3df (3x0 — yo) (h) — df (3o — o) (k).

Exercicio 2. (ELJ 39) Estude a diferenciabilidade da fun¢do F' e ache dF(p) e sua matriz nos seguintes casos:

a) F:R" — R™ x R* ¢ dado por F(z) = (z, f(z)), em que f: R™ — R¥ ¢ diferenciavel.

Resolucao: )

Como a func¢do id : R™ — R™ dada por id(z) = 2 é C™ e f é diferenciavel, entdo F é diferenciavel. (E o caso de
fungoes da forma g = (g1, 92)). Por fim,

dF(z) (v) = (d(id)(x)(v), df ()(v)) = (id(v), df (x)(v)) = (v, df (x)(v)) .

b) F:R™ x R® — R™ x R¥ & dado por F(z,y) = (z, f(y)), em que f:R™ — R* ¢ diferenciavel.

Resolucao:

Como a funcio id : R* — R" dada por id(z) = z ¢ C* e f ¢ diferenciavel, entdo F é diferenciavel. (E o caso de
fungoes da forma g = g1 x g2). Por fim,

dF (z,y) (h, k) = (d(id)(x)(h), df (y)(k)) = (id(h), df (y)(k)) = (h, df (y)(F))

¢) F:R" = R é dado por F(x) = (z,x), em que z¢ € R™ ¢ fixo.
Resolucao:
A funcdo F é linear. Logo é de classe C°°. Assim,
dF () (v) = F (v) = (v, o).
1
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d) F:R™ — R é dado por F(z) = (x, Ax), em que A : R™ — R" é uma transformagao linear.
Resolucao:
A funcdo F' é composta das seguintes funcoes:

T (z,x) 2 (z, Az)

em que T'(z) = (z,z) e B(z,y) = (x, Ay). Como T é linear e B ¢é bilinear, concluimos que ambos sao de classe C*
e, portanto, F' também é de classe C*°. Por fim,

df (x)(v) = dB(T(x))dT(x)(v) = dB(z,2)T (v) =
dB(z,z)(v,v) = B(z,v) + B(v,z) = (z, Av) + (v, Az) .

e) F: R" x R™ — RF & dado por F(x,y) = f(z) + g(y), em que f : R® — R¥ e f: R™ — R* sdo diferenciaveis.
Resolucao:
A funcdo F' é composta das seguintes funcoes:

e (f(2),9 (1) > fa)+g(y),

em que T'(z,y) = (f x 9) (z,y) = (f(x),9(y)) e S(u,v) = u+v. Como f e g sdo diferencidveis, entdo T também é.
Como S é linear, entdo S é de classe C*°. Por fim, F' é diferencidvel por ser composta de S e T. Além disso,

dF(z,y)(h, k) = dS(T (2))dT (z)(h, k) = S o (df (z)(h), dg(y) (k) = df (x)(h) + dg(y)(F).

Exercicio 3. (ELJ 40) Seja f : M, (R) — M, (R) dada por f(X) = X2+ X3. Mostre que f é diferenciavel. Calcule
df (Xo)(H), em que Xy e H € M, (R).

Resolucao:
Consideremos f1(X) = X2. Logo fi é igual a composta das fun¢oes abaixo:

X5 (X, X) 5 X2,
em que T(X) = (X,X) e B(X,Y) = XY. Assim,
df1(Xo)(H) = dB(T(Xo))dT'(Xo) (H) = dB(T(Xo)) o T (H) =
dB(Xo, Xo) (H,H) = B(Xo, H) + B(H, Xo) = XoH + HX,.
Da mesma forma, seja fo(X) = X3. Logo f é igual a composta das fungdes abaixo:
x5 (xx,x) 8 X3,
em que T(X) = (X, X, X) e B(X,Y,Z) = XY Z. Assim,
dfa(Xo)(H) = dB(T(X0))dT(Xo) (H) = dB(T(Xo)) o T (H) =
dB(Xo, X0, Xo) (H,H,H) = B(H, X, Xo) + B(Xo, H, Xo) + B(Xo, Xo, H) = HX3 + XoHX, + X2H.
Por fim, como f = fi; 4+ f2, concluimos que
df (Xo) (H) = XoH + HXo+ HX? + XoHXo + X2H.

Exercicio 4. (ELJ 41) Dado A € M3(R), vamos escrever A = (A;, As, Ag) para dizer que A é a matriz cujas
linhas sdo A;, A2 e As. Usando esta notacdo, mostre que det : M3(R) — R é uma fungao diferenciavel. Calcule
d (det) (A) (I), em que I é a matriz identidade.

Resolucao:
Sabemos que a func¢do determinante é multilinear. No caso, como estamos em M;3(R), concluimos que det é
trilinear. Logo se I = (I, 15, I3), em que I; = (1,0,0), I = (0,1,0) e I3 = (0,0, 1), concluimos que

d (det) (I)(A) = d(det) (I1, I, I3)(A1, A, A3) = det (Ay, Iz, I3) + det (I1, Ag, I3) + det (I1, Iz, A3) .
Por fim, se A; = (A1, Aj2, A;3), concluimos que
d(det) (I)(A) = det (A1, Iz, I3) + det (11, Ag, I3) + det (I1, Iz, A3) = A11 + Agg + Ass = tr(A),
em que tr indica o trago da matriz A, ou seja, a soma dos valores diagonais de A.

Exercicio 5. (ELJ 45) Seja f : Q C R™ — R™" uma fungao de classe C!, em que Q é um aberto. Mostre que o
conjunto {x € Q; df (z) : R™ — R™*" & injetora} ¢ um aberto.
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Resolucao:

Seja Jf(x) = (8f7 (:L’)) a matriz Jacobiana de f. Seja x € R™ tal que df(z) : R™ — R™T" ¢ injetora.
Concluimos que {df(z) (e;),j =1,...,m} sdo vetores L.I., em que {ei,...,e,} é uma base de R™. Porém, como
df (x) (e;) corresponde a coluna j da matriz Jf(x), concluimos que Jf(x) tem m colunas L.I.. Logo, como o posto
coluna de uma matriz deve ser igual ao posto linha, existem m linhas L.I. em J f(x). Sejam i1, ..., i, um conjunto

de m linhas linearmente independentes em Jf(z). Logo det ( f”“ (x)) i # 0. Como f ¢ de classe C! e o
k=1

=1,...,

determinante é de classe C*°, concluimos que = — det (af i (33)) i é de classe C!. Logo, existe um aberto
jk=1,...,m

U que contém z tal que se z € U, entdo det ( f”“ (z)) i £ 0.
jk=1,..

Assim, se z € U, entdo Jf(z) tem m linhas hnearrflente independentes. Logo, novamente usando que o posto
linha é igual ao posto coluna, concluimos que as m colunas de Jf(z) sdo linearmente independentes. Concluimos,
assim, que df(z) é injetora para todo z € U.

O argumento acima nos mostra que todo ponto de {z € Q; df(z) : R™ — R™*" ¢ injetora} pertence a um aberto
contido neste mesmo conjunto, ou seja, {r € Q; df(z) : R™ — R™*™ ¢ injetora} ¢ um conjunto aberto.

Exercicio 6. (ELJ 48) Seja f : R™ x R™ — R? uma fungao bilinear. Mostre que

k)

) g, k) o iy = O

Resolucao:

Dado e > 0. Seja M := sup {||f (u, )], (u,v) € S*~' x "1} ed = 5. Logo,se 0 < |[(h, k)|| = \/|[2]]” + [|k]?
§, entao

0, se h=0o0u k=0

K|k k
(TG00 =4 1 ) 8 = 1 o) bl < e <0 € 0

| k) H €. Portanto lim, x)—0 H((h k))\l = 0.

b) f é diferenciavel em (xq,yo). Calcule df (zo,yo)(h, k).
Resolucao:
Observamos que f (zo + h,yo + k) = f (20, y0) + f (h,yo) + f (z0, k) + f (h, k). Como (h, k) — f (h,yo)+ f (20, k)

é linear e limj )0 Hf((hhkk))” = 0, concluimos que

f(xo+h,yo + k) = f(20,y0) +df (x0,y0) (A, k) + 7(2g,40) (B, K),
hE)

T(zo,y0) Pk .
em que df (an yO) (hv k) =f (h’7 y0)+f (x07 k) € T'(x0,y0) (h’ k) = f(h k) satisfaz hIn(h k)— (ﬁ#;ﬂ()”) = hm(h k)—0 H((h DI
0.

De qualquer maneira,

Exercicio 7. (ELJ 49) Seja f : R™ — R™ uma funcao diferenciével que satisfaz ||f(z) — f(y)|| < M ||z — y||, para
todo z,y € R™, em que M > 0 é um valor constante. Mostre que H% (p)H < M ||v]|, para todo p,v € R™.

Resolucao:
Seja v € R™. Logo

Exercicio 8. (ELJ 51) Use a regra da cadeia para resolver os itens abaixo:

. M |to||
< limsup ——
It] =0 [t]

< M o]

i (f(p+t1;)—f )H o I+ t) — £

a) Mostre que se f : R - R, g : R - Re F : R? — R sdo fungdes diferenciédveis, entdo w : R — R dado por
w(t) = F(f(t),9(t),t) é derivavel. Calcule % (¢).

Resolugao:

Basta usar a regra da cadeia, observando que w é a composta das funcoes abaixo

5 (F(2),g(t),t) 5 F(£(t),9(t),1) .

Logo
9 4) = dw(t)(1) = dF (1)) aT(6)(1) = dF (T(1)) S (1) =
4F (7(0.90.0) (50 500.1) = 52 (0900 0+ 5 (£0.90.0 L0+ 5 (090000,
Conclumos que (1) = 2 (£(1),g(¢),1) (1) + % (7(1),9(0).1) %2(6) + % (7(0) (0,
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b) Mostre que se u : R? — R, v :

R?2 - Re F : R® — R sdo diferencidveis, entdo w : R® — R dado por
w(z,y,z) = F(z,u(x,y),v(y, z)) é diferenciavel. Calcule dw(x,y, 2).
Resolucao:

Basta usar a regra da cadeia, observando que w é a composta das funcoes abaixo

T F
(@,y,2) = (z,u(z,y),v(y, 2)) = F(z,u(z,y),v(y, 2)) -
Logo, se h = (h1, ha, h3) € R3, concluimos que

dW(.’E,y,Z) (hh h?v hS) =dF (xvu(xuy)vv(yv Z)) ar (xvyv Z) (hlv h27 h3) =

ou ou ov ov
AF (o, ).0(009) (T, 5 ) P+ 5 ) e 5 20+ 57 (32 s

OF oF ou oF U

% (m,u(x,y), U(y7 Z)) hl + aiy (J?,U(l‘,y), U(y7 Z)) % ('xay) hl + aiy (.13, u(x, y)vv(y7 Z)) 7y (xuy) h2+
oF v oF v

& (iL’ﬂl(SL’,y), U(ya Z)) 87(7; (ya Z) h2 + & (xvu(xvy)av(ya Z)) & (yv Z) h3'

Em termos matriciais, temos

dW(£E7 Y, Z) (hl’ hQ’ h3) =

1 0 0 hy
(35 (e )ol,2) 2E (ol 9),0(3,2)) 9 (@, (), oy, 2)) ) ( By Sy 0 )(m
0 %2 o2 hs

Concluimos que

oF oF 0
dw(xa Y, Z) (hlv h’27 h3) = % (I,U(I,y), ’U(y, Z)) hl + 87y (a:,u(:c,y),v(y, Z)) % (I, y) h1+

OF ou oF ov OF v
87y (Z‘,U(Qf,y), U(ya Z)) aiy (J?,y) h2 + a (x,u(x,y),v(y, Z)) aiy (ya Z) h‘2 + g ($,U($,y), U(ya Z)) E (yv Z) h3'

¢) Mostre que se g : R — R, h : R = R e f : R?> — R sio diferencidveis, entdo F : R® — R dado por
F(z,y,2z) = f(9(x +y), h(y + 2)) é diferenciavel. Calcule dF(z,y,2).
Resolucao:

Basta usar a regra da cadeia, observando que w é a composta das funcoes abaixo
(2,9:2) > (2 + 9,9+ 2) & 9z + ), by + ) S Flgl +y), by +2)).
Logo, se h = (hy, ha, h3) € R3, concluimos que
dF(z,y, z) (h1, ha, hs) = df (T(S(z,y,2)))dT(S(x,y, z))dS(z,y, 2) (h1, ha, hs) =
dF(z,y,2) (h1, ha, ha) = df (9(x +y), h(y + 2)) dT(x + y,y + 2)S (ha, ha, hs) =
dF(z,y,z) (h1, ha, hs) = df (g(x +y),h(y + 2)) dT(z + y,y + z) (h1 + ha, ha + h3) =

AF (2,3, 2) (11T, ) = 0F oo+ ),y +20) (G 9) 1) G4 2) (it ) ) =

of

o (94 9)uhly +2) G ) (b ) + 51 (0o ),y +2) S 0+ 2) ).

Em termos matriciais, temos

dF(LE,y, Z) (hla hQa h3) =

dg hl
(% laran+=) Soernhwra) ) (0T, 0 (1] ?)(22).
dt 3
Concluimos que

AF(o.9.2) b, s ) = 57 (9 -+ 9), by +2)) G0 ) (D) + 51 (0o ),y +20) S 0+ 2) ).



RESOLUCAO DA LISTA DE EXERCICIOS 4 CALCULO V 5

Exercicio 9. (ELJ 52) Seja f : R™ — R" diferenciavel. Mostre que:

a) A funcdo F : R" — R™ dada por F(z) = (f(z), f(x)) é diferenciavel. Calcule dF(x¢)(h).
Resolucao:
Vamos usar a regra da cadeia. A fun¢do F' é composta das fungoes

e (f(2), f (@) B (f (), f ()

Logo F' é uma funcao diferenciavel, ja que T e B o sao.
Por fim,

dF(z)(v) = dB(T(2))dT (z)(v) = dB (f (), f (z)) (df (x)(v), df (x)(v)) =
B(f (x),df (x)(v)) + B (df (x)(v), f (x)) = {df () (v), f (2)) + {f (x) ,df (x) (v)) = 2(f (z), df (z) (v)).

b) Se ||f(x)|| = 1, para todo = € R™, entdo det(df(x)) = 0. Interprete geometricamente.

Resolucao:

Se || f(z)|| = 1, entdo || f(z)||> = 1, para todo = € R™. Assim, se (z) = ||f(z)|* = (f(z), f(z)), entdo ¢ é uma
fung¢do constante e dp(z) = 0. Logo

d () (x)(v) = 2(df (z)(v), f(x)) = 0.

Como f(z) # 0, ja que || f(z)|| = 1, concluimos que df (x)(v) é sempre ortogonal e f(x) para todo v. Logo df (x) ndo
é sobrejetora (se fosse sobrejetora, existiria v tal que df (x)(v) = f(z)). Como df (z) é uma transformagao linear no
mesmo espaco vetorial, concluimos que df (x) ndo é bijetora. Assim, det(df(z)) = 0. (O determinante de df (z) é,
por definicdo, o determinante de J f(x)).

Exercicio 10. (ELJ 55) Seja f : R™ — R™ uma funcio que satisfaz

If (@) = fW) < llz = y)I*, Yo,y € R™

Mostre que f é uma funcao constante.

Resolucao:

Basta observar que f é diferenciavel e que df (x) = 0 para todo = € R™.

Isto é verdadeiro, pois se h € R™ e O : R™ — R™ é a transformacdo linear nula, ou seja, dada por O(h) = 0,
entao vemos que

fl@+h) = f(x) +O(h) +ru(h),

em que
e )] 1F(e )~ f@)—OM) . [f(+h)— f@w)]
W R A ] = A =
A2 -
hmsup Il H%) ||| = 0.

Logo limy,_,q Tl“—}(ﬂ) = 0. Desta maneira, f é diferenciavel e df (z) = 0. Como R™ é convexo e df (x) = 0 para todo
x, concluimos que f é uma fungao constante.

Exercicio 11. (ELJ 59) Se F : R™ x R" — R* é dado por F(z,y) = A(z)(y), em que A : R™ — L (R™",R") ¢
diferenciavel. Mostre que F' é diferenciavel e calcule dF(x,y)(h, k).

Resolucao:
Observamos que F' é igual a composicao das fungoes

(2.9) % (A(2).9) & A@) (),
em que T'(z,y) = (A(z),y) e B(A,v) = A(v). Verificamos facilmente que B ¢ bilinear. Assim,
dF(z,y)(h, k) = dB(T (2,y))dT (x,y)(h, k) =
dB(A(x),y)dT (z,y)(h, k) = dB(A(z),y) (dA(z)(h), k) =
(dA(z)(h)) (y) + A(z) (k).

Exercicio 12. (ELJ 64) Seja f : R™ — R" diferenciavel e a um ponto de acumulacao de f~1(b), em que b € R™.
Mostre que df (a) : R™ — R"™ nao é injetora.
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Resolucao:

Seja T : R™ — R"™ uma transformagao linear. Se T' é injetora, entdo ||T(z)|| > 0, para todo z € S™~!. Como
S™m=1 ¢ compacto, concluimos que existe ¢ > 0 tal que || T(z)|| > ¢ > 0 para todo z € S™~1.

No entanto, se a ¢ um ponto de acumulagio de f~'(b), entdo existe uma sequéncia (h;). em R™ tal que
limj oo hj =0, h; # 0 e f(a+ h;) =b. Pela continuidade de f, concluimos que f(a) = b.

Por fim, como f é diferenciavel, vemos que

fla+h;) = f(a) +df (a)(h;) +ra(hj),

com lim;_, %ﬁlﬁ) = 0. Logo
df(a) < h; > _ flath)—fla) ralhy) _b=b ralhy) _ ralhy)
171 1751 [ IR %7 (R (177 151
Logo lim;_, o df (a) \IZ{H) = lim,; %ﬁbﬁ) = 0. Se df(a) fosse injetora, concluirfamos que existiria uma cons-

J
tante ¢ > 0 tal que ||df(a h? > ¢ > 0. Portanto, o limite anterior nao poderia ser zero. Desta forma, df(a
llA;1]
J
nao é injetora.

Exercicio 13. (ELJ 65) Seja f : R™ — R™ uma funcgdo de classe C? que satisfaz, para todo t € R e x € R™,
f(tz) = t2f(x). Mostre que existe uma aplicacao bilinear B : R™ x R™ — R” tal que f(x) = B(x,z).

Resolucao:
Basta derivar a funcdo ¢ — f(tx) em funcdo de ¢t. De fato, temos

d d .,
= (f(t) = 4 (PF(@))

Usando a regra da cadeia, obtemos
d N U o L) =
FUE) =3 G- o g (21@) =25,

Logo Z;.L:l ngj (tz)x; = 2tf(x). Derivando em t novamente e usando a regra da cadeia obtemos

Assim

Como a relagdo acima vale para qualquer ¢, podemos escolher, em particular, ¢ = 0. Assim, obtemos

1™ 92
flz)= 5 ZZ 8:51-8];]- (0) zix;.

i=1 j=1

A forma bilinear procurada é definida como

B (u,v) = lii ' (0) u;v,
’ a 2 4 = 8:528% L

para u = (U, ..., Up) € U= (V1,...,Up)-

Exercicio 14. (ELJ 68) Sejam f,g,h : R® — R" fungbes diferenciaveis, em que h é um difeomorfismo. Suponha
que f=h"togohe f(p) =p para um certo p € R". Mostre que:

a) g(h(p)) = h(p).

Resolucao:

Isto é verdadeiro, pois

_ aplico » em ambos os lados
fp)=p = htogoh(p)=p " — goh(p) = h(p).

b) df(p) e dg(h(p)) tém os mesmos autovalores. (Lembre-se que A\ é um autovalor de A se, e somente se,
det (A — A) =0).
Resolucao:
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Isto é verdadeiro, pois, pela regra da cadeia, temos
df(p) = d (h™" o goh) (p) = dh™ (g o h(p))dg(h(p))dh(p) =

dh™" (h(p))dg(h(p))dh(p).
Porém, h=' o h = id, em que id(z) = . Logo dh~1(h(p))dh(p) = I, o que implica que dh~'(h(p)) = (dh(p)) " .
Assim, temos
df (p) = (dh(p))~" dg(h(p))dh(p).
E, termos matriciais temos
Jf(p) = (Jh(p) ™" Tg(h(p))Jh(p).
Concluimos, assim, que Jf(p) e Jg(h(p)) sdo matrizes semelhantes. Logo tém os mesmos autovalores.
Vamos recordar este resultado de algebra linear. Duas matrizes A e B sdo semelhantes se existir uma matriz M
invertivel tal que A = M~'BM. Neste caso, os autovalores de A e B sdo iguais, pois

det(\ — B) = det(M) " *det(\ — B) det(M) = det(M ~')det(\ — B) det(M) =
det(M~' (A — B) M) =det AM "M — M~'BM) = det (A — A).
Logo X é autovalor de B <= det(AM — B) =0 <= det(\] — A) =0 <= X é autovalor de A.

Exercicio 15. (ELJ 70) Seja f : R™ — R™ um difeomorfismo local. Mostre que

a) Se A C R™ é um conjunto aberto, entao f(A) também é.

Resolucao:

Seja z € A. Como f é um difeomorfismo local, existe um aberto U, C R™ tal que = € U,, f(U,) é aberto de R"
e fly, Uz — f(Uy) & um difeomorfismo. Logo f(ANU,) é um aberto de f(U,). Portanto, ¢ um aberto de R".
Assim,

f(A) =Uzeaf (ANT,)

é um aberto. Concluimos que f(A) é um conjunto aberto.

b) Mostre que se p € R”, entdao f~'(p) é vazio, finito ou infinito enumeravel.

Resolucao:

Suponha que f~!(p) ndo seja vazio, finito ou enumeravel. Logo f~!(p) deve ter um ntiimero infinito ndo enume-
ravel de elementos. Sabemos que

1) =0 (71 (9N Ba (0)) -

Se (f~* (p) N By (0)) for finito para todo n, entdo f~!(p) é igual a unido de conjuntos finitos. Logo ¢ enumeravel,
o que é um absurdo, por hipotese. Concluimos que existe n € N tal que f~! (p) N B, (0) é infinito. Seja (z,,),
uma sequéncia de elementos distintos de f~! (p) N B, (0). Como B, (0) é compacto, concluimos que existe uma
subsequéncia convergente, (mnj)j. Seja g = limj 00 Tp,. Logo f(zo) = limj_,o0 f(2y,) = p. Assim, todo aberto
U que contém z contém algum elemento de f~!(p) diferente de zy. Portanto, f|; : U — f(U) ndo pode ser
injetora e, claro, também nao pode ser um difeomorfismo. Concluimos, entdo, que f nao é um difeomorfismo local,
em contradigao com nossas hipoteses.

Assim, f~!(p) é vazio, finito ou infinito enumeravel.

Exercicio 16. (ELJ 72) Sejam f : R™ — R", g1, ..., gn : R™ — R tais que
1) f é continua.
2) gjo f:R™ — R sdo de classe C'.
3) Os vetores {Vg1 (f(z)),..., Vgm (f(x))} sdo linearmente independentes para todo z € R™.

Mostre que, nestas condicdes, a funcdo f é de classe C*.

Resolucao:

Assumiremos que g; sao de classe C'. Esta hipétese faltou no enunciado.

Vamos definir a fungao g : R — R" por g(z) = (g1(2), ..., gn(z)). Como g; sao de classe C, concluimos que g
também é uma funcao de classe C'.

Compondo com f concluimos que a fungio g o f : R™ — R"™ também ¢ de classe C!, pois g o f(z) =
(g10 f(x),....gno f(x)) e gj o f sdo de classe C'. Observamos agora que dg (f (z)) : R™ — R" sdo isomorfis-
mos para todo z € R", j& que a matriz abaixo

oo Vi (f (2))
JaE)={ i i |= -
2. | ow Vou (f (@)

Oxyp,
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tem linhas linearmente independentes. Logo é invertivel. Desta maneira, concluimos que dg (f (z)) é um isomor-
fismo.

Vamos fixar um 2y € R™. Pelo teorema da aplicagdo inversa, existe um aberto U C R™ que contém f(zg) tal que
gl : U = R™ é um difeomorfismo. Como f é continua, existe um aberto V- C R™ que contém xz, tal que f(V) C U.
Assim f restrito a V' pode ser escrito como

fly = (Q‘U)_l o(gofly)-

Porém (g|,;)”" e go f|, sdo funcdes de classe C'. Logo f, ¢ de classe C*.
Como zy que fixamos é arbitrario, concluimos que f é uma funcao de classe C'' em torno de todo ponto de R™.
Desta maneira, f é uma funcao de classe C.

Exercicio 17. (ELJ 75) Seja f : R® — R"™ uma fungéo de classe C! tal que f o f(xg) = x¢, para algum xo € R" e
df (f(z))df (x) = I, para todo x € R"™. Mostre que f & invertivel e f~1 = f.

Resolucao:

Seja g : R* — R" dada por g(x) = f o f(x) —id(z). Logo g é de classe C!, ja que f o f é de classe C!, por ser
composta de funcoes de classe C1, e id : R — R™ é de classe C*°, em que id(z) = .

Além disso,

dg(x) = d(f o f — id) (z) = df (f(x)) df (&) — d(id) (x) = df (f(x)) df (&) — [ = 0.

Portanto, ¢ é uma funcgdo constante, ja que R™ é um aberto convexo. Como g(zg) = f o f(xo) — id(zo) =
fo f(zo) — xp = 0, concluimos que a constante é igual a zero.

Desta maneira, g(z) = 0 para todo € R™, ou seja,

fof(x)=ug,
para todo x € R™. Isto é o mesmo que dizer que f é invertivel e f~1 = f.
Exercicio 18. (ELJ 90) Seja f : R® — R? dada por
flz,y,2) = (332 +yP -2 x—y —a) .
Para que valores de a vale a seguinte propriedade: Se (z,y,z) € f~1(0), entdo df (z,y, z) : R® — R? é sobrejetora.

(Observacao: Neste caso, o valor 0 é chamado de valor regular)

Resolucao:
Vamos calcular Jf(z,y, z). Vemos que

2z 2y -2z
Jf(IL'7y,Z)( 1 -1 0 >
A tnica forma de J f(z,y, z) ndo ser sobrejetora é quando as colunas sdo L.I. Para que isto ocorra, temos x = —y
e z = 0. Logo
fz,y,2) = (2x2,2x — a) .
Assim, df (z,y, z) ndo é sobrejetora e f(x,y,z) = (0,0) ocorre somente se (x,y,z) = (0,0,0) e a = 0.
Concluimos que 0 é um valor regular de f se, e somente se, a # 0.

Exercicio 19. (ELJ 102) Seja f : R® — R* uma funcio de classe C'. Sejam F : R" x R¥ — R* dado por
F(z,y) = f(zr) —y e G:R™ = R" x R* dado por G(z) = (z, f(z)).

a) Mostre que graf(f) = {(z, f (x)); z € R"} = F~1(0).

Resolucao:

Basta observar que

(z,y) € graf (f) <= y=f(z) <= f(a)—y=0 < F(z,9) =0 < (z,9) € F(0).

b) Mostre que se (x,y) € F~1(0), entdo dF (z,y) : R* x R¥ — R & sobrejetora.

Resolucao:

Observemos que dF(x,y)(h, k) = df (x)(h) — k. Logo, dado k € R*, temos que dF (z,y) (0, —k) = k. Portanto,
dF(z,y) : R® x R* — RF & sobrejetora para todo (x,%). Inclusive, claro, para (z,y) € F~1(0).

c) Mostre que graf(f) = Imagem(G).

Resolucao:

Basta observar que

(z,y) € graf (f) < y= f(z) <= (z,y) = (2, f(z)) < (z,y) € Imagem(G).
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d) Mostre que dG : R" — R" x R¥ & injetora.
Resolucao:
Basta observar que se h € R" e dG(z)(h) = (h,df () (h)) = (0,0), entdo h = 0.

Exercicio 20. (ELJ 110 e 113) Dizemos que uma fungio h : @ C R™ — R™ é uma imersdo se h ¢é diferenciavel e
dh(x) : R™ — R™ ¢ injetora, para todo = € 2. Mostre que

a) Se h: Q C R™ — R™ é uma imersao, entdao m < n.

Resolucao:

Isto decorre do fato de dh(z) : R™ — R™ ser injetora. Usando o teorema do nicleo e da imagem, temos que

dim(R™) = dim (ker (dh(x))) + dim (Im (dh(x))) =
m =0+ dim (Im (dh(z))) = dim (Im (dh(z))) = m.

Como Im (dh(x)) é um subespago de R™ de dimensao m, concluimos que a dimensdo de R™ deve ser maior ou
igual a m, ou seja, m < n.

b) Se ¢ : R® — R"P ¢ uma imersdo de classe C!, F : R® — R" é um difeomorfismo de classe C*, entdo
oo F:R" — R"P ¢ uma imersdo de classe C!.

Resolucao:

Basta mostrar que d (o o F) (z) é injetora para todo x € R™. Isto é verdade, pois se h € R™, entao

do (F () dF(z) (h) =0 <2 dF(z)(h) =0 2% h =0,

A primeira implicagdo decorre de o ser imersdo. Logo do(F(z)) é injetora. A segunda implicagdo decorre do

fato de F' ser um difeomorfismo. Logo dF'(z) é um isomorfismo. Em particular, dF(x) é injetora.

c) Se f,g: R® — R""P sdo imersoes de classe C'!, mostre que f x g : R™ — R"™P x R"*P dado por

(f x g) (z,y) = (f(x),9(y))

¢ uma imersao de classe C'. Conclua que S* x ST C R* (toro) ¢ a imagem de uma imersdo de R? em R*%.
Resolucao:
De fato, seja (h, k) € R™ x R™ tal que

d(f x g) (z,y) (h, k) = (df (x) (h) , dg(y) (K)) = (0,0).

Como df (z) e dg(y) sao injetoras, concluimos que h = k = 0, ou seja, (h, k) = (0,0).
Seja f : R — R? dado por f(t) = (cos(t),sen(t)) e g = f. Logo f ¢ imersdo, j& que % (cos(t),sen(t)) =
(—sen(t),cos(t)) # (0,0), para todo t € R. Desta forma, f x g também é uma imersido. Como S! ¢ igual a imagem

de f, concluimos que S! x S! é igual a imagem de f x g. Portanto, o toro é a imagem da imersdo f x g.

Exercicio 21. (ELJ 115) Mostre que se f : R"*? — R" ¢ uma submersdo de classe C', entdo f leva conjuntos
abertos em conjuntos abertos.

Resolucao:

Seja A C R™™P um aberto e x € A. Como df (x) : R"*P — R™ & sobrejetor, concluimos que existem abertos U, e
V, de R*"™P com x € U, C A, e um difeomorfismo h : V, — U, tal que

foh(z,y) =x.

Assim, f(U) = fohoh ' (U) == (A~ (U)), em que 7 (z,y) = z.

Sabemos que 7 leva aberto em aberto, pois se {2 é um aberto de R"*? e (z,y) € 2, entdo existem bolas B, (z)
de R™ e B, (y) de RP, com € > 0, tais que B.(x) X Be(y) C Q. Logo () D 7 (Be(z) X Be(y)) = B. (x), ou seja,
m(€2) contém uma bola que contém = = 7 (z,y). Assim, 7 () é aberto.

Como h é continua, entdo h~*(U) é um aberto. Logo f(U) = foh (h"*(U)) = (h~'(U)) é um conjunto aberto.

Exercicio 22. (ELJ 118) Seja f : R* — R3 uma submersio de classe C! tal que f(x) # 0, para todo z € R%.
Mostre que a fungao x — || f(z)|| ndo tem maximos nem minimos locais.

Resolucao:

Suponha que z( seja um ponto de minimo ou méaximo local de = — ||f(x)]. Logo zp também é um ponto de
minimo ou maximo local de z — || f(z)||*. Definamos ¢ : R* — R a funcdo de classe C* dada por ¢(z) = || f(z)]°.
Logo x ¢ um ponto critico de . Desta maneira, dy (zo) = 0, ou seja, dy (x¢) (v) = 0, para todo v € R*. Assim,

de(zo)(v) = 2(df (zo)v, f(z0)) = 0
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para todo v € R* Concluimos desta forma que f(x() é ortogonal a imagem de df(x). Porém, como f é uma
submersao, a imagem de df (zo) é todo o conjunto R®. Portanto, f(x¢) é ortogonal a todo R3. Desta maneira,
f(zg) = 0. Isto é um absurdo, pois f nunca se anula por hipotese.

Concluimos que f nao pode ter méximos nem minimos locais.



