LISTA DE EXERCICIOS 2 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.).

Exercicio 1. (D.K. ex. 5.1) Seja (f;);cy uma sequéncia de fungdes ndo negativas em L' (R™) (ou seja, tais que
Jgn 1f; (x)] dz < 00). Suponha que as fungoes satisfacam as seguintes propriedades:

a) Para todo j € N, temos [, f; (z)de = 1.

b) Para todo r > 0, temos que lim;_, fl\ml\Zr ff(z)dz =0.

Prove que lim;_, f; = do em D’ (R™).

Exercicio 2. (D.K. ex. 5.2) Seja f € L' (R"). Definamos f. (z) = = f (£). Prove que

en

lim f.=c§ emD' (R), em que c= f(z)dz € C.
Rn

e—0t

(Dica: Uma maneira simples de se provar isto ¢ fazendo a mudancga de variavel y = £ ao calcular f. (¢).)

Exercicio 3. (D.K. ex. 5.3) Mostre que:
1) riiO = lim._,o+ ﬁ =PV (%) —imdy e que inO = lim._,q+ ﬁ =PV (%) +imdp. (Dica: O primeiro limite
foi provado em sala de aula. O segundo segue do mesmo argumento, s6 mudando a regido da integracio complexa).

2) Usando o resultado anterior, mostre que

. T 1 . €
lim ——~ =PV (x) e 613& Pl 78 em D’ (R).

Exercicio 4. (D.K. ex. 3.1) Prove que PV (%), ﬁ e ﬁ sdo todas distribui¢oes de ordem 1. (Observagao:
A prova para PV(%) foi feita em aula. Para as demais, basta usar os mesmos argumentos ou usar o fato de que

PV (1) tem ordem 1 junto com os resultados do item 1) do exercicio anterior).

Exercicio 5. (D.K. ex. 5.4) Seja {e;}
a € R™. Mostre que:

j=1..n & base canonica de R" (e; = (1,0,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...) e seja

lim % (5a—tej — (5a) = 0,0, em D' (R™).

t—0

Exercicio 6. (D.K. ex. 5.5) Considere para t > 0 a seguinte fun¢do em R™:

1 _l=?
ug (x) = e At
(4mt)=
Verifique que a equagdo acima satisfaz a seguinte equacdo (chamada equagdo do calor ou da difusdo)
d
—u; = Au.
e

Calcule os seguintes limites em D' (R™):
a) limtﬁm Ut.
b) lim; o+ %Ut-

_ =2
= @ i)% e~ 1. Mostre que para
vy

Exercicio 7. (D.K. ex. 6.2) Seja u; como no exercicio anterior, ou seja, us ()

todo k € Ny, temos
k=1 ;i
1 tr . 1

lim — | u; — —A§ | = =AF§ em D' (R").

ot th | JZ:;) ! k! (R")
Por que a notacio u; = e*®4 é adequada para t > 07?
(Dica: Use Série de Taylor em ¢ para provar o limite e os resultados do exercicio anterior)
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Exercicio 8. (D.K. ex. 5.11) Seja (a;),;cy C R" uma sequéncia tal que lim;,o [|a; | = 0o. Seja (¢;) ;o € C uma
sequéncia arbitraria. Definamos as distribui¢oes ug, k € N por

k
U = g Cjlq;-
j=1

Mostre que existe uma distribuicdo u € D’ (R™) tal que limy_, 0 ur, = u em D’ (R™).

Exercicio 9. (D.K. ex. 5.12) Seja f uma fungio continua em R e definamos as distribuicoes uy, k € N, por

LS (0,
uk.—E'Z £l ) o

j=—k?

Existe u € D’ (R) tal que limy_, o ur = u? Se existir, qual é este limite? (Dica: Pense na integral de Riemann)

Exercicio 10. (D.K. ex. 5.14) Seja (u;), .y uma sequéncia de medidas de Radon em €2 com a propriedade de que
para todo ¢ € C2° (2), temos lim;_, o u; (¢) = u (¢). Mostre que para todo compacto K C € existe uma constante
c > 0 tal que
uj (#)] < c(sup,eq ¢ (2)]), Vi € NeVo € CF (K).

Prove que u é é uma medida de Radon positiva.

Por fim, mostre que, para toda f € C. (), ndo necessariamente diferenciavel, temos lim;_, o u; (f) = v (f).

Dica: Use o seguinte resultado visto em sala de aula. Seja K C € um compacto. Logo para toda func¢do
X € C*(Q),0< x <1, que seja igual a 1 numa vizinhanca de K, temos

lu(@)] <u(x)dllco , Vo € CF (K),
em que [[¢flco := sup,eq ¢ ()]



