PROVA SUBSTITUTIVA - CALCULO V - MAP 0217 / MAT 0311

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula podem (e
devem) ser usados sem demonstragao.

Observacao: O nimero total de pontos da prova é 10,5 (0,5 extras). No entanto, a nota maxima é 10.

Boa Prova!

EXERcicIO 1 (Matéria da Primeira Prova)

(1,0 Ponto) a) Mostre que S* := {(z,y) € R%* 2? + y* = 1} néo é¢ homeomorfo a R?.

Resolucao:

Primeiro observamos que o conjunto S* é um conjunto compacto. De fato, ele é limitado (est4 contido na bola aberta de
raio 2, por exemplo) e é fechado. Para provar que é fechado (uma das formas de fazer isto), definimos a funcio F : R? — R
por F(x,y) = 22 + y*>. Como F ¢é continua e {1} ¢ um conjunto fechado de R, concluimos que S* := F~! ({1}) é um
conjunto fechado.

Agora suponha que exista um homeomorfismo entre S' e R%2. Vamos denotar esta funcio por g : S* — R2. Desta
maneira, concluimos que R? = ¢(S1). Como S! é compacto e como g ¢ uma fungdo continua, concluimos que R? deve
ser compacto (ja que fungdes continuas levam compactos em compactos). Porém R? nado ¢ limitado. Logo ndo pode ser
compacto. Um absurdo. Concluimos, entdo, que S' nio pode ser homeomorfo a R2.

(1,0 Ponto) b) Mostre que R nao é homeomorfo a R?. (Dica: Pense no que ocorre quando tiramos um ponto de R)

Resolucao:

Suponha que exista uma funcao h : R? — R que seja um homeomorfismo. Seja p € R dado por p := h(0,0). Logo,
tirando (0,0) de R? e p de R, concluimos que h : R?\ {(0,0)} — R\ {p} também ¢ um homeomorfismo (& bijetora e
h|R2\{(070)} e h™! ‘R\{p} sao continuas). Porém, R?\{(0,0)} ¢ um conjunto conexo, ja que ele é conexo por caminhos, como
pode ser visto facilmente. No entanto, R\ {p} € um conjunto desconexo, ja que R\{p} = |—o0,p[ U ]p,00[ & uma cisdo
néo trivial deste conjunto. Como R\{p} = h (R?\ {(0,0)}), concluimos R\{p} ¢ igual a imagem de um conexo. Logo este
conjunto também deveria ser conexo. Obtemos, assim, um absurdo. Logo R? nio é homeomorfo a R.

(1,5 Ponto) c¢) Sejam M e N espagos métricos e f : M — N e g : M — N fungdes continuas. Seja a € M tal que
f(a) # g(a). Mostre que existe uma bola aberta B.(a) C M, r > 0, tal que se y € B,.(a), entdo f(y) # g(y).

Resolucio: Vamos denotar por d a métrica de M e por d a métrica de N. Seja e := d(f(a), g(a )) Seja §; > 0 tal que
se d(y,a) < 01, entdao d(f(y), f(a)) < § e seja 6 > 0 tal que se d(y,a) < J2, entdo d(g(y), g(a)) < 5. Vamos agora definir
r:= +min{d;,d2}. Logo, se y € Br(a), entdo d(y,a) < &, e d(y,a) < 8. Portanto, d(f(y), f(a)) < se d(g(y), g(a)) < & 5
Suponha que g(y) = f(y), entdo temos que

e = d(f(a).9(@)) < d(F(a). Fu)) + d(F(4), 9(v)) + d(9(v). 9(a)) = d(f(a). F()) + d(9(v). g(a)) < 5 + 5 =€

Isto € um absurdo. Logo concluimos que g(y) # f(y) para todo y € B,(a).

EXERcic1o 2 (Matéria da Segunda Prova)

(1,0 ponto) a) Seja f : R™ — R uma funcao de classe C! tal que f(tx) = tf(x), para todo t > 0 e x € R™. Mostre que
f & uma fungdo linear, isto &, f(ax + By) = af(x) + Bf(y), para todo a, 5 € R e z, y € R™. (Dica: Derive em ¢ dos dois

lados)
Resolucao:
Derivando em ¢ dos dois lados obtemos
d
Ls @)= 2 (s ().

Usando a regra da cadeia, concluimos que
f(z) = df (tz) (2).

Vemos que a relacdo acima vale para todo ¢t > 0. Como f é uma funcao de classe C', concluimos que df é continua.
Logo, podemos tomar o limite para ¢ tendendo a zero e obter a relacao

f(z) = lim (df (tz) (z)) = df (0) (2)-
Como df(0) : R™ — R & um operador linear, concluimos que f também &, pois

flax + By) = df (0) (e + By) = adf (0) () + Bdf (0) (y) = af(x) + Bf (y)-

1
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(1,0 ponto) b) Seja ¢ : R? — R a fun¢ao dada por

T, y) = %J%y)#(o,o)
A { 67(%1/):(0,0)

Ela é diferenciavel em (0,0)?

Resolucao:

Nao. A funcdo nao é diferenciavel em (0,0).

Vamos observar inicialmente que existe derivada parcial gf (0,0) para todo v € R2. De fato, se v = (vy,v2), entdo

t5v:fv2
02 (0,0) i timg L0102 =0 o ) | vrv
ov: T t50 t t—0 t v} + 05’

Se ¢ fosse diferenciavel, entdo teriamos

0
5 (0.0) = (Vp(0,0), (v1,v2)) , Vo € R,
Seja v = (1,1). Logo, temos
Op 1
% (O’O) - 57

mas
(©000,0) (o020) = { (52 0.0, 52 0.0) ) (01,02) ) = ((0.0) (02, 02)) =0

Desta maneira, como % = 0, concluimos que ¢ nao é diferenciavel.

(1,5 ponto) ¢) Seja a € R™, b € R"\{0}, ce Re H := {x € R™; (b,x) = ¢}. Mostre que o ponto de H mais proximo ao
c—(b,a)
(B

ponto a é o ponto r = a + b. (Dica: Use método dos multiplicadores de Lagrange)

Resolucao:

Queremos achar o ponto x € H que minimiza a fun¢ao f : R” — R dada por f(z) = ||z — aH2. Logo, x deve satisfazer a
condigdo p(x) = ¢, em que ¢ : R™ — R é dada por p(z) = (b, x). Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, podemos

achar o ponto critico de f em H achando o ponto que satisfaz:

{ p(z) =c
Vf(z)=AVp(x) ’

(b,x) =c¢
2 —a)=Nb °
Pela segunda equacao, concluimos, tomando o produto interno com b, que

2((w,b) — (a,b) = A[|b]* .

2(c=(a,b))
lIol*

ou seja,

Usando que (b, z) = ¢, concluimos que A = . Desta maneira, usando que 2(z — a) = Ab e substituindo A acima,

concluimos que

ExERrcicio 3 (Matéria da Terceira Prova)

(1,5 ponto) a) Seja A : R — L(R™,R™), f : R® —» R" e g : R” — R" fungdes diferencidveis. Seja ¢ : R” — R
a funcao ¢(z) := (A(x)(f(x)),g(x)). Para h € R™, calcule dp(z)(h). (Observe que ¢ é composi¢do das funcoes z —
= (4

(A(z), f(x), g(=)) (@)(f(2)), 9(x)))-

Resolucao:

Seja S : R* — L(R™,R™) x R" x R™® dada por S(z) = (A(z), f(z),g9(z)) e T : L(R™,R™) x R" x R® — R dada por
T(A,z,y) = (A(z),y). Logo ¢(x) = T o S(x). Portanto, pela regra da cadeia, e usando que T é uma funcao trilinear,
obtemos que

dp(x) (h) = dT(S(x))dS(x) (h) = dT (A(x), f(x),9(x)) (dA(x) (h) , df (z) (h) , dg(x) (h)) =
T (dA(x) (h), f(x),9(z)) + T (A(x), df () (h) , g(x)) + T (A(2), f(2), dg(x) (h)) =
(dA(z) (h) (f(2)), 9(x)) + (A(x)(df (x) (h)), g(x)) + (A(2)(f(x)), dg(x) (h)) .

(1,0 ponto) b) Seja m : R™*" — R™ a funcdo m(x,y) = z. Mostre que se A C R™" & aberto, entdao m(A) :=
{y € R™; 3z € Atal que y = 7(x)} é um conjunto aberto.
Resolucao:
Para facilitar, vamos usar a norma do maximo para os espacos R?, em que p € N. Lembramos que esta norma é dada
por
| := max {Ja, 1 < j < p}.
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para = (z1,...,zp) € RP.

Seja y € w(A). Logo existe z € A tal que m(x) = y. Vamos escrever x como z = (y,z) € R™ x R”. Como A é um
aberto, existe € > 0 tal que B.(z) C A. Como estamos usando a norma do méximo, vemos que o conjunto B.(z) pode ser
escrito como B(z) = B"(y) x B'(z) C A, em que B (y) é a bola aberta em R™ com centro em y e raio € e B?(z) é a
bola aberta em R™ com centro em z e raio €. Logo m(A) D 7 (Be(z)) = 7 (B (y) x BI*(z2)) = B"*(y). Logo existe uma
bola aberta contida em 7(A) e de centro y, para todo y € w(A). Portanto, m(A) é um conjunto aberto (pela defini¢ao de
abertos em um espago métrico).

(1,0 ponto) c¢) Mostre que se f : Q C R™™™ — R™ ¢ uma submersio de classe C*!, entdao f leva conjuntos abertos de
R™*" em conjuntos abertos de R™.

Resolucao:

Seja A C Q C R™™ um aberto. Para facilitar, vamos denotar os elementos de R™*™ por (x1,x2), em que x1 € R™ e
29 € R™. Como df (z) : R™T™ — R™ ¢ sobrejetor para todo = € 2, concluimos, usando a forma local das submersoes, que
para todo x € A, existem abertos U, e V, de R™*" com x € U, C A, e um difeomorfismo h : V, — U, tal que

foh(xy,x2) =7 (x1,22) = 21, V(21,22) € Vs

em que 7: R™ x R™ — R™ é dado por 7(x1,x2) = 1.

Assim, f (U,) = fohoh™ (U,) =7 (h™' (U,)), para todo z € A.

Como h é continua, entdo h~1(U,) é um aberto. Sabemos que 7 leva aberto em aberto pelo item b). Logo f(U,) =
foh(h~'(Uy)) =7 (h~'(U,)) é um conjunto aberto.

Por fim, observamos que

f(A) = f (UweAUw) = UIEAf (Uw) = Ugeam (h_l(Uz)) :
Assim, f(A) é igual a unido de abertos. Logo é um conjunto aberto.
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FOrRMULARIO.

Definicao 1. Sejam (M,d) e (N, J) espagos métricos. Uma fung¢do f : M — N € continua em o € M se dado € > 0, existe
6> 0 tal que se d(x,x0) < 68, entio d(f(x), f(z0)) < €. Dizemos que f é continua, se for continua em todo ponto de M.

Definigao 2. Sejam (M,d) e (N, d~) espagos métricos. Dizemos que M e N sao homeomorfos se existe uma fungdo h : M — N
tal que:

1) f é uma bijegao.

2) f e f7' sio continuas.

Proposigao 1. Sejam (M,d) e (N, EZ) espagos métricos e f : M — N uma fun¢do continua.
1) Se M é compacto, entdo f(M) também é compacto.
2) Se M € conero, entio f(M) também é conezo.

Definigao 3. Seja f: Q C R™ — R" uma fungdo definida num aberto Q. Dizemos que f é diferencidvel em xo € Q se eriste uma
transformagao linear df (zo) : R™ — R"™ tal que

rzo(h) := f(xo +h) = f(zo) — df (z0)(h)

20t _ (. Dizemos que f € diferencidvel se f for diferencidvel para todo x € Q. A matriz que representa df (zo)

satisfaz limy,_q T

nas bases candnicas é a matriz Jacobiana J f(xo) = (gg{; (wo))

=1
Proposigao 2. Sejam f : Q@ C R™ — R" uma fungdo diferencidvel em zo € Q e g : Q c R" — R? uma fungio
diferencidvel em f(xo) tal que f(Q) C Q. Logo go f : Q — RP € uma fungdo diferencidvel em xg e

d(go f) (xo)(h) = dg(f(x0))df (xo)(h), VheR™.
Teorema 1. (Multiplicadores de Lagrange) Seja f : Q@ = R e ¢ : Q@ — R fungées diferencidveis, em que Q é um aberto de R™.
Seja ¢ um valor regular de , ou seja, um ponto da imagem de ¢ tal que para todo x € Q que satisfaz p(x) = ¢, temos dp(x) # 0.
Seja M a hiperficie o~ "(c). Logo = € Q é um ponto critico de fly se, e somente se, existe A € R tal que
{ p(x) =c
Vf(2) = AVe(x)
Lembrando que se x € um ponto de mdximo ou minimo local de f em M, entdo x € um ponto critico de f em M, ou
seja, df ()|, 3 = 0, em que T M = {+'(0), v :] — 0,5[— M diferencidvele(0) = x}.

Definicao 4. Seja f: Q CR™ — R" uma fungio definida num aberto Q. Dizemos que f é uma submersio se df (zo) : R™ — R"
for sobrejetora para todo x € €.

- ) aberto L
Teorema 2. (Forma Local das Submersées) Seja f = (fi,..,fn) : @ C  R™™™ — R™ wma aplicagio de classe C*, k > 1.
Suponha que f é uma submersao. Logo para cada ponto z € Q) existe um aberto Z C Q) contendo z, um aberto W C R" contendo
c = f(z), um aberto V.C R™ e um difeomorfismo h : V x W — Z de classe C* tais que f (h(z,w)) = w para todo x € V e todo
weWw.



