GABARITO PROVA 3

ExEercicro 1

a)

Como f é multilinear, vale a seguinte regra de derivac¢io vista em sala de aula
df (A1, ..., Ax) (Hy, ..., Hy) =

f(Hy, Ao, As, ooy Ak) + f (Ay, Ho,y As, ooy Ag) + f (A1, Ao, Hay ooy Ag) + .o+ f (A1, Ao, A, .. Hy)
Logo
df (Ay, ..., Ag) (Hy, ..., Hy) =
Hi1A2As3.. Ay, + A1HyAs.. Ay, + A1AsH3. . A + ... + A1 Ay As.. A1 Hy.

b) Observamos que g é composigao das seguintes fungoes

X5 (X, ., X) D XF
em que f é a fungdo do item a). Como T é linear, temos dT(X) = T. Logo

dg(X)(H) = df (T(X))dT (X)(H) = df (X, X, ..., X)T'(H) =
k
df (X, X,... X)(H,...H) = HX* ' + XHX*? + X’HX"? 4 4+ XM 'H =Y XI"'HX".
j=1
Convencionamos X" = I.
No caso em que X = I, temos dg(I)(H) = kH. Logo é um isomorfismo com inversa dada pela func¢do S :

M, (R) — M, (R) definida como

S(H) = %H

c¢) Sabemos que g é uma funcdo de classe C°, pois é composta de uma fungdo linear e uma multilinear. Logo
é composta de fun¢des C>°. Como g(I) = I* = I e como dg(I) é um isomorfismo, concluimos, pelo Teorema da
funcao inversa, que existem abertos Qe que contém I e g(I) = I, respectivamente, tais que g : Q= Qéun
difeomorfismo. Seja h : Q — Q dada por h = (g\Q)fl. Logo h é diferenciavel e dada A € Q, h(A) é a tnica matriz
em Q) tal que

ou seja, tal que

EXERcICIO 2
a) Vemos que F'=T o S. Logo

dF (z,y,2z)(u,v,w) = dT(S(z,y, 2))dS(z,y, z)(u,v,w) =
dT(A(2), f(y), 9(2)) (dA(@)u, df (y)v, dg(2)w) =
T(dA(z)u, f(y), 9(2)) + T(A(z), df (y)v, 9(2)) + T(A(z), f(y), dg(2)w) =
((dA(z)u) (f(y)),9(2)) + (A(x) (df (y)v) , 9(2)) + (A(z) (f(y)) , dg(2)w) -

b) Basta observar que F' é composigao das fungdes abaixo
x> (f(2), (@) 2 (f(2), f(a),
em que S(z) = (f(z), f(z)) e B(u,v) = (u,v) (Note que B ¢ bilinear). Logo
dF (z)(h) = dB(5(x))dS(x)(h) = dB(f(x), f(z)) (df (x)(h), df (z)(h)) =
B(df (x)(h), f(x)) + B(f(x), df (x)(h)) =
(df (z)(h), f(z)) + {f(x),df () (h)) = 2 (df (x)(h), f(x)) -
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Observamos que se dF'(zg) = 0, entdo (df (zo)(h), f(xo)) = 0, para todo h € R™. Suponha que dF(zo) = 0 e que
df (zg) : R™ — R™ seja sobrejetora. Logo, existe h € R™ tal que df (x¢)(h) = f(zo). Assim

0= dF (o) (h) = 2{df (o) (h), f (x0)) = 2| f(x0) .
ou seja, f(xg) =0. Assim, se dF(zg) =0 e f(xg) # 0, entdo df (x¢) ndo é sobrejetora.

¢) Seja z € f~1(c). Logo df(z) é sobrejetora, pois ¢ é um valor regular, e dF(z) = 0, pois F(z) = ||c/|* ¢ o
minimo de F. Assim, pelo item b), devemos ter f(z) = 0, ou seja, ¢ = f(x) = 0.

EXERCIiCIO 3
a) Suponha que ||f(z) — f(y)|| < M ||z — y|| para todo x,y € Q. Logo, para todo z € Q e v € R™, temos

ldf ) ()]l = ngl fa+t) = f(z) ’ P HCARLES O]
lim sup || f(x + tUt) — f(=)] < limsup Mt ||| — M|
t—=0 t—0

Assim, ||df (z)|| < M.
Por outro lado, se ||df (z)]| < M para todo = € Q, entdo, usando o Teorema do valor Médio, concluimos que

1 (y) = f(@)]l < S ldf (z +t(y — )| ly — [l < Mly — 2|

b) Vamos mostrar que f é diferenciavel e que df (z) = 0 para todo . Como 2 é conexo, isto implica que f é
constante. Seja x € (2 e v € R™. Logo

t—0 t
Mas , )
[fatt s W rw)— ol  Epl e
Logo
- f(w+tvt)f(z)‘: i 1el? =0 = df(e) = i LI

EXERcIcIO 4
a) Seja ¢ € Q. Pela Teorema da forma local das imersoes, existe um difeomorfismo h: Z C R®* — V x W C R",
em que (z9,0) € V x W e f(xg) € Z tal que

ho f(z) = (z,0), Yz € V.
Assim, seja x e y € V tais que f(z) = f(y). Logo
ho f(z) =ho f(y) = (¢,0) = (y,0) = z=y.

Desta maneira, f|, : V — R" é uma funcao injetora.
b) Seja ¢ : @ — R™ x R™ dada por ¢(z) = (x, f(x)). Vemos assim que

() ={(z, f(2)), v € Q} = graf(f).

Basta agora mostrar que ¢ é uma parametrizagao.
1) ¢ é uma imersao.
De fato, dp(x)(h) = (h,df(z)(h)) = (0,0) implica que h = 0. Logo dp(z) : R™ — R™ ¢ injetora.
2) p é injetora. Portanto ¢ : Q — ¢(Q2) é uma bijecdo.
De fato, se p(x) = p(y), entdo (z, f(x)) = (y, f(y)). Logo x = y.
3) ¢ : Q — () é um homeomorfismo.
De fato, seja 7 : R™ x R — R™ dado por 7(z,y) = . Logo

mop(r) =7(x, f(z)) =z e porn(z, f(z)) = p(z) = (z, f(2)).
Logo ¢! = 7T|W(Q), ou seja, ¢! é igual a restricio de uma funcdo continua. Logo é uma funcio continua.
Assim, p;Q — ¢(Q2) é um homeomorfismo.



