GABARITO PROVA 2

EXERcicIo 1
a) Seja v = (v1,v2) € R2. Logo
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Assim, vemos que g (0,0) existe, pois os limites acima existem, e ¢ igual a ;2.
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b) Nao. Ela ndo é sempre valida.
Tomando v = (1,0) ou v = (0,1), concluimos, usando o item a), que 87 (0,0) = IJ; (0,0) = 0. Consideremos
= (1,1). Logo pelo item a), temos
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c) Nao. A fungdo f ndo é diferencidvel em (0,0) Se fosse, valerla (O 0) = df (0,0) (v) = (Vf(0,0),v) para
todo v € R2.

EXERCICIO 2

a) Sabemos que B;(0) é um compacto. Logo f|m : B1(0) — R assume valores maximos e minimos. Suponha
que ou 0 méaximo ou o minimo é atingido em B;(0). Como B;(0) é um aberto e f é uma funcio diferenciavel,
concluimos que este maximo ou minimo é um ponto critico.

Vamos supor que o ponto de méximo e de minimo estejam ambos em Bj (0)\B1(0). Logo, como a funcio assume
apenas o valor zero nesta regido, concluimos que o maximo e o minimo de f é igual a zero. Portanto, f é igual a
zero em todo B1(0). Desta forma, df = 0, pois f é uma fungio constante. Logo todo ponto de B;(0) é um ponto
critico. Desta maneira, f sempre tem pontos criticos em Bj(0).

b) Basta observar que

o*f ot f v v; VR U 4 ( )
d* = E s ; — E : g5 i Ui Yk U _ d4
Fo ardas0mdi e = I 2 o arda Tl T Tel Toll ~ 1 47 i

1,5,k,1 i,9,k,l

Como df(x) : R® — R é continuo, concluimos que df(x)|g.—1 também é uma funcdo continua. Logo assume
maximo e minimo, ja que S"~! é compacto. Seja ¢ = min {||df(z) (v)||, v € S"'}. Logo & > 0, ja que df (z)(v) # 0
se v # 0. Seja ¢ > 0 tal que ¢ < ¢é. Logo
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c) Neste caso, 0 é um ponto de minimo local estrito de f. Pela férmula de Taylor, temos
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Pelas nossas hipoteses temos f(0) = df (0)(x) = 5;df (0)(x) = 3;df (0)(z) = 0 para todo z. Seja d > 0 tal que se

llz|| < d, entao H](\OIC“) < 51> em que c é a constante do item b). Logo se ||z]| < §, temos

F(&) = dfO)() + () = pellal +r(x) 2

= ( ff) ol (g0 5o ) = 33 el

Logo f(x) > f(0) =0 se x € Bs(0)\ {0}. Portanto, 0 é um ponto de minimo local estrito.

EXERcicIO 3

a) Seja ¢ : R¥ — R definida como o(z) = ||lz||>. Logo S = ¢ 1(1). Como V(z) = 2z, concluimos que
Vo(z) # 0 se 2 € S%2. Logo 1 é um valor regular e S? é uma hiperficie. Para achar o minimo e maximo de f em
52, usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange. Devemos resolver as equacoes abaixo:

oe)=1 Jall® = 1
Vi (x) = AVe(x) (1,1,1) = 2 (2, ,2)
Assim
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Os pontos criticos sao (\/g’ 73 \/5) e ( NIV \/§> Devem corresponder, assim, ao maximo e ao minimo

de f em S2. Os valores maximo e o minimo de flg2 s@o, portanto, V3e —3.
b) Novamente usamos os multiplicadores de Lagrange para concluir que, se (z,y, z) € um maximo ou minimo de
f em S?, entdao também é um ponto critico de f em S2. Deve satisfazer, assim, (usando a mesma fungao ¢ anterior)
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Concluimos, assim, que os pontos de maximo e minimo de f em S? sdo autovetores da matriz b
c

norma 1.

EXERcicIo 4

a) Vamos estudar a funcdo h : R — R dada por h(y) =y (1 +y ) Observemos que dz (y) =1+7y% > 0. Logo h
é estritamente crescente e, portanto, injetora. Além disso, lim,_, 4+ h(y) = £oo. Logo h é sobrejetora, ja que h(R)
é um conexo que contém valores arbitrariamente grandes e pequenos. Concluimos que h é bijetora. Logo, dado
x € R, deve existir um, e somente um, y € R tal que h(y) = g(z). Ele serd dado por y = h~!(g(x)). Isto implica
que existe um, e somente um, y € R tal que

h(y) —g(x) =0 <= y(1+y°) —g(z) =0 < F(z,y) =0
b) Seja f : R® — R a fungio dada por f(z) = h=!og(z). Logo f(z) é o tnico valor para o qual h(f(x)) = g(x),
ou seja, para o qual F(x, f(x)) = 0. Lembremos que F(z,y) = h(y) — g(z).
Vamos mostrar que f é de classe C*.
Seja xy € R™. Logo F(xo, f(zp)) = 0. Sabemos que é9—F(sr:0,f(az:0)) =1+ T7f(x0)® # 0. Logo, como g e h sdo
funcoes de classe C', entdo F também é de classe C!. Concluimos, pelo Teorema da func¢do implicita, que existe
um aberto Z que contém (zg, f(20)) e uma fun¢do £ : V.C R"® — R de classe C'! tal que (

(x,y) € Ze F(z,y) =0 <= y={().
Ou seja, F(z,£(x)) = 0. Porém, da unicidade do exercicio a), concluimos que ¢ = f. Portanto, f ¢ de classe C'*

num aberto que contém xy. Como x( é arbitrario e diferenciabilidade é uma propriedade local, concluimos que f é
uma funcdo de classe C1.



