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ExERrcicro 1

a) A funcdo é uma métrica:

1) Se = # y, entdo d(x,y) > 1 e se x = y, entdo d(x,y) = 0. Logo d(z,y) =0 < x =y.
2) Seja x e y € M. Logo

o 0, se x=y . 0, se x =1y .
d(xay)_{ 1_~_|x_y" Sex;«éy —{ 1_’_|y_x|7 se "Ei’éy —d(y7x)

3) Sejam x,y,z € M. Vamos provar que d(z,y) < d(x,z) + d(z,y).

Se x =y =z, entdo d(z,y) =0=0+0=d(x, 2) + d(z,y).

Sex=yey#z entdo d(z,y) =0 <d(z,2)+d(z,y) =1+ |z — 2|+ 1+ |z —y|.

Sex#yey=zentdod(z,y) =1+|z—y|l=1+|z—2|+0=d(z,2)+d(zy).

Sex#yey#z,entdod(z,y) =14z —y|<l+jz—z|+|z—y| <14+ |z —z|+1+]|z—y| =d(z,2) +d(z,y).

b)

1) Seja z,, = %, n € N. Logo lim,_, o ¢, = 0, mas lim,_, f(2,) =1 # f(0). Logo f ndo é continua na métrica
usual de R.

2) Se o dominio tem a métrica dada acima, entdo f é continua. De fato, seja A C R um aberto na métrica usual
ete f71(A). Logo se d(s,t) < 1, entdo s =t € f~1(A). Concluimos que By(t) C f~1(A). Portanto, f~1(A) é um
aberto.

ExERcicio 2

a) Seja (xp),,, n € K para todo n € N, uma sequéncia convergente em K. Seja x € K tal que x = lim,, o 2.
Logo lim,, .o, f(z,) = f(z), pois f é continua. Assim,

Tim p(e,) = m (v, f(r) = (@ £2) = (@),

Logo, pelo critério de continuidade usando sequéncias, concluimos que ¢ é uma fun¢do continua.

b) Basta observar que graf(f) = ¢(K), ou seja, é a imagem do conjunto K pela fun¢io ¢. Como ¢ é continua,
ela leva compacto em compacto e conexo em conexo. Assim @(K ) é compacto e conexo. O mesmo, portanto, é
verdade para graf(f).

c) Seja p € Im(f). Como {p} ¢ um conjunto fechado e f é uma funcdo continua, concluimos que f~1(p) =
f~t({p}) é um conjunto fechado. Mas f~!(p) C K. Como K é compacto e f~!(p) é fechado, concluimos que
f~1(p) é compacto. Suponha que haja um homeomorfismo entre f~!(p) e R” dado por h : f~'(p) — R". Logo
R"™ = h(f~1(p)), ou seja, é igual a imagem de um compacto por uma funcio continua. Concluimos, assim, que R™
¢ um conjunto compacto, o que claramente é falso (porque R™ sequer ¢é limitado).

EXERcicIO 3

a) Vamos mostrar que X UY = X UY.

XUY cCcXUuUY

Sabemos que X C X UY. Logo X ¢ X UY, ja que X UY é um fechado que contém X UY e, portanto, X. Pelo
mesmo argumento, Y C X UY. Logo XUY C X UY.

XUYD>XUY

Seja z € XUY. Se 2z ¢ X, entdo existe € > 0 tal que d(z,X) > € > 0. Assim, B.(2) N X = (. Mas, para toda
bola B.(z), com r > 0, temos B,.(z) N (X UY) # 0. Logo devemos ter B.(z) NY # (), sempre que r < e. Como
bolas de raio maior contém bolas de raio menor, isto implica que B,.(z) N'Y # () para todo r > 0. Desta maneira,
2 €Y. Logo 2 € X UY. Da mesma maneira, se z € X UY mas z ¢ Y, entdo 2 € X C X UY. Concluimos que
sempre temos X UY C X UY.

Vamos mostrar agora que int(X) Nint(Y) = int(X NY).

int(X)Nint(Y) Cint(X NY)
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Se z € int(X) Nint(Y), entdo existe 1 > 0 e 1 > 0 tais que By, (x) C X e B,(x) CY. Seja r := min{ry,r2}.
Logo By(x) C X NY e, portanto, z € int(X NY).

int(X)Nint(Y) Dint(X NY)

Se € int(X NY), entdo existe r > 0 tal que B.(z) C X NY. Logo B.(z) C X e B.(z) C Y. Portanto,
z € int(X) Nint(Y).

b) Se X e Y sdo conexos, entdo X e Y também sdo conexos, pois o fecho de um conjunto conexo é conexo. Como
XNY DXNY #(, concluimos que X UY é um conjunto conexo, pois ¢ unido de conexos com interseccio nio
vazia. Logo M = X UY é um conjunto conexo. Como f : M — Q é continua, entdo f(M) é um conjunto conexo
de Q, pois fung¢des continuas levam conexos em conexos. Assim, f(M) é um conexo de Q. Porém todo conexo de Q
consiste de apenas um elemento (foi dado em aula, ver Elon em caso de duvida). Logo f(M) = {p} para um certo
p € Q. Assim f é uma fung¢io constante igual a p.

EXERcicIO 4
a) Seja z € X. Logo
d(y, 2) < d(y,z) +d(z, 2).
Assim,
d(y, X) < d(y,z) < d(y,») +d(, 2).
Tomando o infimo em z do lado direito, concluimos que
d<va) <d(y,z) + d(va) = d(an) - d(an) < d(y,r)
Fazendo o mesmo argumento, trocando x por y, concluimos que
Assim,
|d(z, X) —d(y, X)| < d(z,y) <e
b) Usando o item a), concluimos que a fungdo f : M — R dada por f(z) = d(x, X) é continua. De fato, dado
xg € M e e > 0. Logo existe 6 = € tal que se d(z,x0) < d =€, entdo |f (z) — f (zo)]| = |d(z, X) — d(x0, X)| < €.
Como f é continua, entdo f leva conexo em conexo. Assim, f(C) é um conexo. Seja t € R tal que
inf {d(y, X),y € C} <t <sup{d(y,X),y € C}.

Pela defini¢ao de infimo e supremo, existe c1,co € C tais que

inf {d(y, X),y € C} <d(c1,X) = f(c1) <t < fc2) = d(c2, X) <sup{d(y,X),y € C}.
Como f(C) é conexo, f(c1) e f(ca) € f(C), concluimos que [f(c1), f(c2)] C f(C). Assimt € [f(c1), f(c2)] C F(C),

ou seja, t = f (xg), para algum zy € C. Obtemos, assim, que
t = f(xo) = d(xo, X).



