EXERCICIOS DA PRIMEIRA QUINZENA

Escolha um (apenas um) dos trés exercicios abaixo para entregar até dia 31 de
agosto.

Problem 1. Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que

— xT

i) A funcdo f : [0,00[ — R dada por f(z) = ¢ uma fungao crescente.

14+x
ii) Mostre que a funcéo d : M x M — [0, oo dada por d(z,y) = ligf(ﬁ)y)

métrica para M . 3
iii) Mostre que dado r > 0, existe 7 > 0 tal que se d(z,y) < 7, entdo d(z,y) < r.
Inversamente, mostre que dado 7 > 0, existe r > 0 tal que se d(z,y) < r, entdo

d(z,y) < 7. Conclua que toda bola aberta de (M,d) contém uma bola aberta de

é uma

(M,J) e vice e versa.
iv) Mostre que A C M é um aberto de (M, d) se, e somente se, A é um aberto
de (M , CZ), ou seja, as métricas geram a mesma topologia.

Problem 2. Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto X C M é um
conjunto localmente fechado em M se para todo x € X, existe um aberto U de M
que contém x tal que U N X é fechado em U. Mostre que

i) X é localmente fechado em M se, e somente se, X é um subconjunto fechado
de algum aberto de M.

ii) Q néo é localmente fechado em R.

iii) Todo aberto A C M ¢é localmente fechado em M.

iv) Se S ¢ T C M, com S localmente fechado em T' e T localmente fechado em
M, entdao S é localmente fechado em M.

Problem 3. Seja (M, d) um espago métrico. Prove ou dé um contra-exemplo para
as seguintes afirmacoes.

i) Seja X € M um conjunto desconexo. Logo X também é um conjunto de-
sconexo.
ii) Seja X C M um conjunto conexo. Logo dX também é um conjunto conexo.
iii) No espago métrico (M, d), em que
| 1,sex#y
d(%y)— { 0,sex =y )

0s Unicos conjuntos conexos sao o vazio e os conjuntos formados por apenas um
ponto.

iv) Sejam {X,, C M, n=1,2,3,...} subconjuntos conexos. Suponha que X,, N
X1 # 0 para todo n € {1,2,3,...}. Logo Upen X, € um conjunto conexo.
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