LISTA DE EXERCICIOS 6 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.) e do Rudin,
Functional Analysis, (denotado por Rudin).

Exercicio 1. (Rudin cap.7 ex. 14) Seja f : C* — C uma fungdo inteira tal que para todo € > 0, existe N (¢) € Ny
e uma constante ¢ (e) > 0 tal que

1F (2)] < c(e) (1+ |z)N O eclImA vy e Cm.

Prove que f é um polinémio.
(Dica: Use o teorema de Paley-Wiener e mostre que f = F(u). Qual deve ser o suporte de u?)
Resposta: Pelo teorema de Paley Wiener, como f é holomorfa e f satisfaz

If (2)] < e(e) (1+ |2)N @ elm@I vy e Cm.
Entdo existe v € & (R™) tal que f = F (u). Como F : &' (R") — &’ (R™) é um isomorfismo, portanto injetora,
e como &' (R™) C & (R™), conclimos que u & tnico. Pela estimativa e<l™(?)ll o teorema de Paley Wiener garante
que supp (u) C B, (0). Pelo enunciado, uma estimativa do tipo acima é valida para todo € > 0. Logo supp (u) C
Nes>o0Be (0) = {0}. Sabemos que isto implica que existe m € Ny e constantes ¢, € C tais que

U= Z caD%09.

laf<m

Assim, para £ € R", temos

FO=F@)@=F| > caD% | (€)= > caF (D) (€)= Y cal™

|| <m loe|<m lae|<m
Como a extensao holomorfa é tnica, concluimos que
fz)= Z caz®.
la]<m
Exercicio 2. (Rudin cap.7 ex. 15) Seja f : C* — C uma fungao holomorfa, N € Ny e » > 0. Suponha que
17 (2)] < 1+ |2])Y erIm@] vz e Cm
|f ()] <1, Vo € R" '

Prove que

If (2)] < erlIm@ yy e
Dica: Fixe 2z = 2+ iy € C*, z € R", y € R" e s > 0. Defina a funcao holomorfa g, : C — C por
gs(\) = (1—isA) V7 teirlvlrf (2 + Ay). Usando o principio do maximo médulo, sabemos que no conjunto
{AeC; |\l < RelIm(A) >0}, o maximo de gs ocorre na fronteira deste conjunto. Logo, tomando R grande,
concluimos que |gs (i)| < 1. Tomando s — 0T, conclua o resultado.
Resposta: Fixemos z € R, y € R" e s > 0. Seja gs (A) = (1 —isA) " Leirlvld £ (2 + Ay). Logo se A € R, entdo

19 O] = (1= isX) N1 eI 7 (@ x| < (1= i) ™7 |6 1 (@ g = 1.

Se A = Re'?, para 6 € [0, 7]. Logo

|gs (Rei0)| = ‘(1 — isRew)iNil’

e””y”(RCOS(G)”RSQH(G))‘ |f (z + Rcos (0) y + iRsen (6) y)| .

Logo

‘(1 —isRe™) ~NT girllvll(Reos(9)+iRsen(o)) ¢ (z + Reos (0) y + iRsen (0) y)| <

1
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‘ (1-— isRei0)7N71 e~ TIWIRSeN®) (1 1 ||z + Reos (8) y + iRsen (0) y||)" e FeR@lvll| <

)71\/71

‘(1 —isRe" (1 + ||z + Reos (0) y + iRsen (8) y| ) | < 1,

para R grande.

Assim, pelo teorema do modulo maximo, o maior valor de g em {\ € C; |A\| < R e Im()\) > 0} é atingido na
fronteira de {A € C; |\| < R e Im (\) > 0}. Para R muito grande, o ntimero ¢ pertence a esta regido. Concluimos ,
assim, que |g; ()| < 1. Logo

(48 e @ tiy)| = g, (D 1 = If @+iy)| < (1+5)V e,
Tomando s — 0T, obtemos que
Fatip) <l — |7 () <Ol vz e,
Exercicio 3. (Rudin cap.7 ex. 16) Seja ds2 € D’ (R®) a distribui¢do delta sobre a superficie 52, ou seja, para
¢ € C° (R?), temos:
i 0) = [ 6(0)doto)

em que [, 6 igual a integral de ¢ sobre 5% := {z € R®: [jz|| = 1}.
a) Mostre que
sen ([[€]])

F (852) (€) =g

em que C > 0 é uma constante positiva.
b) Seja u = Dy, ds2. Logo
[ F (w) (§)] = [&1F (6s2) (§) = C, VE € R™.

Conclua do exercicio 2 acima que existe C >0 tal que
IF (u) (2)] < CelM@I 2 e cn.

Note, no entanto, que u ndo ¢ uma distribuigdo de ordem 0 (e sim de ordem 1).
Este exercicio mostra que no Teorema de Paley-Wiener, nao podemos assegurar que a ordem da distribuicao sera
< k se sua transformada de Fourier f satisfizer

If (2)] < C (1 +|2])* el

Resposta:
a) Vimos que
F(052)(€) = 052 (%) = [ e Sdoa).
SQ
Vamos usar coordenadas esféricas. Vamos colocar o eixo z na dire¢ao de £. Assim, temos

27 ™ 2m 1
—izg - —ill€]|cos(6) - —il[§llw -
/52 e " do(x) /o (/0 e sen () dG) do /o (/_1 e du) do

/27r e—illéllu |
o —ilig]l
b) Seja u = D, 052

e el — eMelam e — e el sen (€]
_— = - =4
—i[l€] €] 2i €l

do =27
-1

4, Zon (1€1)

€]l

Como u tem suporte em S? C Bj (0), concluimos que existe N € Ny e C' > 0 tal que
|Fu(z)| < C(1+ |z|)Ne||Im(z)||, Vz e C".

Usando o item a), concluimos que

|F (u) (§)] = &1.F (652) ()] < <C, Ve R"

|Fu(2)] < CelMmAI v, e cn,

Exercicio 4. (D.K. ex. 14.47) Seja u € &’ (R™), com u # 0, uma solu¢do do problema Au = Au, A € C.
a) Prove que A < 0. (Dica: Tome a trasformada de Fourier da equacio)
b) Prove que se A = 0, entdo « é um polindmio.
¢) Prove que u € C* (R™) e u tem uma extensdo holomorfa em C™.
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Resposta:

a) Suponha que Au = Au. Logo F (Au) = F (). Assim, — ||€]|° F (u) = AF (u), ou seja, ()\ + ||£H2) F(u)=0.
Se A ndo pertence a |—o0, 0], entdo ()\ + ||£||2> #0,V¢ € R". Se ¢ € S(R™), entdo & — ()\ + ||£||2>_1 o (&) € S(R).
Assim,

-1
0= (v+16) 7 ((+1617) " 6(0) = F ) (o).

Logo F (u) (¢) = 0 para toda ¢ € S (R™). Isto implica que F (u) = 0. Portanto v = 0. Absurdo. Concluimos
que A € |—00,0].
Para os itens b) e c¢), mostraremos que suppF (u) C {{ € R": ||¢|| = —A}, em que A € ]—00,0]. Suponha

-1
que ¢ € C (R") e que supp () N {€ € R" : [[§] = =A} = 0. Logo & = (A+i€l*)  6(6) € O (R™), ja que

()\ + ¢ ||2) ndo se anula no suporte de ¢. Assim, repetindo o argumento anterior, temos

0= (\+161) 7 (3 +1617) " 6(©) = F ) @),

ou seja, F (u) (¢) = 0. Logo }—(u)|{geR": lelP=—2} = 0. Portanto, suppF (u) C {5 eR™: |¢]* = —)\}.

b) Se A = 0, entdo concluimos que suppF (u) = {0}. Sabemos que isto implica que existe m € Ny e constantes
co. € C tais que

]:(U): Z CaDa(so.
la]<m

Assim, para £ € R", temos

w(z)=F ' Fu)(@)=F | D caD% | (@)= > caF (D) (x) = (2m)" Y ca(-2)".

la|<m la|<m la<m
Portanto u € um polinémio.
¢) Como Fu tem suporte compacto, contido em {5 eR™: |¢]* = f)\}, concluimos que F (Fu) tem uma extensao
holomorfa. Como u = F~!o F(u) = (2%),15 o F o F(u), concluimos que u tem extensao holomorfa.

Exercicio 5. (D.K. ex. 18.2) Seja u € &' (R™), com u # 0, uma solugdo do problema Au = Au, A € C, tal qual no
exercicio 4. Mostre que u tem uma extensao holomorfa em C" e que existem constantes ¢ > 0 e k € Ny tais que

lu(2)] < c(1+|2)F /Mm@ vy e o)
Resposta: Sabemos que se v € £’ (R™), entdo F (v) tem extensdo holomorfa e é tal que

IF (0) (2)] < e(1+|2))F Mm@ vz e o,
em que k é a ordem de v e r > 0 é tal que supp (v) C B, (0).
Vimos no exercicio anterior que F (u) tem suporte contido em {f eR™: |€]* = —)\}. Logo em B ,/— (0). Assim,

seja k a ordem de F (u). Temos entao que

IF (F () (2)] < e(1+ |2 e/ Mm@y, e cm,

Desta maneira,

1 c k \/j)\HIm(z)” n
— < .
(271_)”.75 (F(u) (=2)| < o) (1+1z))"e ,VzeC
Como u () = F~LF (u) () = ﬁs oFoF (u)(x)= (Q;YL]: (F (u)) (=), concluimos o resultado.

Exercicio 6. (D.K. ex. 15.1 e 15.5 (Parcialmente))
a) Sejau € D'(Q) e K: C*(Q) —» D' (Q) dado por K (¢p) = du. Mostre que o nicleo de K é a distribuigdo
ke D' (Q x Q) dada por
k(x)=u(x(z =), Vx € CZ(QxQ).
b) Seja F : S (R") — S (R™) a transformada de Fourier. Mostre que F : C° (R™) — D’ (R™) é continua e seu
nicleo k € D' (R™ x R™) é dado por

Ty

k(z,y)=e"
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Resposta:
a) Seja k a distribuicdo definida como
k(x) =u(x(z,)), Vx € CZ (2 x Q).
Logo se ¢ e ¢ € C (Q), entdo
k(o @) =u(o(x)v(x)) = (Yu) (¢ (z)).

Seja KC o operador associado a k. Logo K (¢) é a distribuicdo que aplicada a ¢ é igual a k(¢ ® ). Logo

K (%) (8) = (u) (¢), ou seja, K (¢) = Yu.
b) Como C.(R") — S(R™) é continua, F : S(R") — S(R") é continua ¢ S(R™) — D' (R™) é continua,
concluimos que F : C° (R™) — D’ (R™) é continua. Por fim,

F@©) = [F@)@owd = [ ( [ dy) s@)do= [ [0 (@) @) dedy = k(o5 0),

em que k (x,y) = e~'2Y,

Exercicio 7. (D.K. ex. 17.2) (Solu¢do Fundamental da Equagio do Calor) Seja a € R.
a) Prove que uma solucdo fundamental do operador diferencial 9+ al é dada por e " H(z), em que H é a fungio
de Heaviside.

b) Considere o operador diferencial da equagdo do calor P(D) = % — A. Uma forma de achar a solugdo
fundamental é aplicando a transformada de Fourier nas coordenadas espaciais. Assim, se
ou
— —Au=9
ot ST

mostre que aplicando a Transformada de Fourier apenas na varidavel z, e denotando esta transformada por 4,
obtemos
o 2 .
Ache uma solugédo de 4 (t,€) usando item a) e, aplicando a transformada de Fourier inversa em &, mostre que
(uma das) solugbes fundamentais é

_H@ e
ult,o) = (4rt)® '

(Para detalhes sobre transformada parcial de Fourier, consulte o livo de J. Hounie)

Resposta:
a) Basta usarmos a regra da cadeia:
d d

e (e™""H(z)) = —ae "H(z) + e*”%H(x) = —ae H(z)+ e o = —ae” “"H(x) + do.

Assim,

(c;im + aI> (7" H(x)) = —ae™"“H(x) + §o + ae™ *"H(z) = do.

b) Seja 2% — Au = 6y = 6(t)é(x). Logo

7 (gjj - Au> = F (o) = SO+ a6 =501

Logo pelo item a), usando a := ||£||?, concluimos que

a(t, &) = eI ),

witz) = O [ ime vz ge - HO e
(t,2) (277)”/ “= '

Exercicio 8. (D.K. ex. 14.59) (Solu¢do Fundamental do Operador de Cauchy-Riemann)
a) Considere a equagdo de Cauchy-Riemann:

or 10w
oz Y i Oy

Logo

n
2

(z,y) =20 ()6 (y).
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Aplicando a transformada de Fourier na variavel y, obtenha a seguinte equagao:

oOE o))

b) Mostre que, para toda fungio ¢(n), a seguinte expressao é solugdo da equacdo acima:

E(x,n) =2(c(n) + H (2)) €™
¢) Escolhendo ¢(n) = —H(n), obtenha que

E (w,n) = —sign (n) H (~wsign (1)) €™

é uma distribuicao temperada que resolve a equagao.
d) Usando a expressao obtida em ¢), podemos calcular a transformada de Fourier parcial inversa. Obtenha que

1 1 1

E(CE? y) = =

T4y T onz

¢ uma solugao fundamental do operador de Cauchy-Riemann.

Exercicio 9. (Inspirado no livro do Folland: Fourier Analysis and Applications, capitulo 7) Podemos usar a
transformada parcial de Fourier para resolver as equacoes de Poisson, Onda e Calor no semiplano. O objetivo a
seguir é fazer as contas formalmente, ou seja, nao justificaremos quais espacos de funcoes e distribuicoes estamos
trabalhando (embora isto seja possivel)

a) Seja u : ]0,00[ x R™ — C uma solugdo de

9u (¢ 2) — Au(t,x) =0, (t,2) €]0,00[ x R"
u(0,2) = f(z), v €R" '
Aplicando a transformada de Fourier em x (e denotando-a por 4 e f), obtenha
5t (1,6 + €% @ (t,€) =0, (t,§) €]0,00[ x R" .
@(0,§) = f(§), zeR”
Resolvendo a equagao em ¢, conclua que
Wt &) = f (&) e tEl?

Calculando a transformada de Fourier inversa em z (e usando que F~! leva produto em convolugao), conclua

que
1 _le—y))?
u@w—whﬂg/e £ (w) dy.

b) Seja u : ]0,00] x R®™ — C uma solugéo de

%4 (t,x) — Au(t,z) =0, (t,2) € 0,00 x R
(0’1') f(x% xr €R” .
94 (0,2) =g(x), z €R"

Aplicando a transformada de Fourier em z (e denotando-a por 4 e f), obtenha

GE () + ¢ a(t,€) =0, () €]0,00] x R
0,6)=f (&), zeR"
5t (0,§)=g(§), zeR"

§§>

Resolvendo a equacao em ¢, conclua que

i (t,€) = £ (€) cos (tjel) + 5 (&) SN,

Observagdo: Em uma dimensao, podemos calcular a transformada inversa da expressdo acima e obter a formula

de D’Alambert. (Ver Folland)
c) Seja u : R x ]0,00[ = C uma solugio de

Gt () + G (2.y) = 0, (2,y) R xJ0,00]
u(@,0)=f(2), e € R
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Aplicando a transformada de Fourier em x (e denotando-a por 4 e f), obtenha

T4 (Ew) — €7 (&) = 0, (wy) R x]0,00]

w(€,0)=f(¢), £€R

Resolvendo a equacao em y, conclua que
@(&y) = A€ e+ B (&) e,

Como e”l¢l cresce muito rapidamente, esta funcio nio define uma distribuicio temperada. Logo, eliminamos este
termos e obtemos

(& y) = f(&)e vl

Calculando a transformada de Fourier inversa em ¢ (e usando que F~! leva produto em convolucio), conclua
que
yf (x—1)
u(z,y) = | =——-5dt.
(#.9) /W(t2+y2)
Resposta:



