LISTA DE EXERCICIOS 5 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.), do G. Folland,
Fourier Analysis and Applications, (denotado por Folland).

Exercicio 1. (D.K. ex. 14.4) Usando integragdo por partes, mostre que
(D]¢7 /(/))L2(R) = ((b? D]w)lﬁ(]}g) 9 v¢a ¢ € S (R) N

Acima usamos a notagao (@, V) 2 (gny = Jan @ (2) ¥ (x)dx € D; := 10,,.

Resposta: Basta fazer integracdo por partes. Seja j = 1 (para j # 1, o argumento é o mesmo). Logo

(D1¢7 1/))L2(R) = /

R™

* R
/RH </OO 18x1¢(x)¢(x)dx1> dry...dx, = /Ri <R1§noo KR %axlgb(x)w (x)dx1> dzy...dx, =

R R

/ (Rlim %qﬁ(x)w(x) — lim 1(;S(x) 3x1¢(x)dx1> dxy...dx, =
Rn—1 —»00 _

R R— oo R 7
b (2) 04,0 (2)dz = (6, D1) 12 -
R i

00,6 () () =

Exercicio 2. (Folland cap.9.4 ex.1) Seja u € &' (R™) uma distribuigdo temperada homogénea de grau a, ou seja,
u (¢ (A\x)) = oz u (¢ (x)). Mostre que F (u) ¢ uma distribui¢do homogénea de grau —n — a.

Resposta: Vamos lembrar a nogao de distribuicao homogénea. Lembremos que, pela mudanca de coordenadas

de distribuicao, definimos
x

u(Az) (@) :=A""u (qS (X)) .

Como u é homogénea de grau a, temos que u (Azx) = A% (z). Logo, dizer que uma distribui¢do é homogénea de
grau a é o mesmo que dizer que para todo ¢ € C2° (R™), temos

(o §)) =m0

F(o(5))©= /equs (5)de= A”/ei§A§¢> (5)r"da=

/\n/eiy(ké)qb(y) dy = \"F (¢) (AE).

Agora observemos que

Logo, obtemos que

0 (6(2) =0 (7 (6 () = 00701060 =

A'u (F(9) (A)) = A"AT"u (F (¢) (§)) = A u(F (¢) (§)) = A7 (Fu) (9).-
Logo

Fu) (¢(5)) =2 (Fu) (9),

ou seja, Fu é homogénea de grau —n — a.
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Exercicio 3. (Folland cap.9.4 ex.3) Suponha que g € C*° (R") seja uma funcdo tal que para todo o € Nj, exista
N, € Ny tal que [0%g (z)| < Cq (1 + |z)™

a) Mostre que g¢ € S(R"), se ¢ € S(R™). Mostre também que se (¢,),cy € uma sequéncia em S(R") e
¢ € S(R™) é tal que lim, o0 ¢, = ¢ em S (R™), entdo lim,, o0 g0, = g em S (R™).

b) Seja u € S’ (R™). Mostre que gu definido como (gu) (¢) = u(g9¢) para todo ¢ € S(R™) também é uma
distribuicao temperada.

Resposta:
a) Observemos que

270" 09) @) < 3 (5 ) Pa@lleroow) <

Z ( l(; > Cﬁ (1 n |.’1?|)Nﬂ |xaaa—,3¢ (l‘)’ < Z ( g ) Cﬁ H(l + ‘xl)Nﬂ xaaa—ﬁ(b (x)HLOO(Rn) < Q.

Bl Bl
Logo g¢ € C*® (R™) e x — x70* (g¢) sdo funcodes limitadas para todos o e o € Njj. Assim, g¢ € S (R™).
b) Observemos que se lim, o ¢, = ¢ em S (R™), entao lim, |}zaa%n — xaa%HLw(Rn) = 0, para todo a e

B em Nj. Assim lim,,_, oo ‘ 1+ |z))N 270 (¢, (z) — 6 (2)) = 0, para todo o, a em Nj e N € Ny. Logo

[P

1270 (96, 90) @iy < 3 () Co fim [1-416)% 270 6, 0) - o)), =0
BLla

Lo (Rn)
Ou seja, limy, o0 gon = g em S (R™).

Exercicio 4. (Folland cap.9.4 ex.4) Suponha que u € S’ (R™) é uma distribui¢do temperada e ¢ € S (R™). Vamos
definir ux¢ : R™ — C por ux¢ (x) = u (y — ¢ (z — y)). Pode-se mostrar que (nao é o objetivo do exercicio. Apenas
assuma este fato)

1) u * ¢ &€ uma fungdo C'*

2) 0% (ux @) = (0%U) * ¢ = u* (0°P).

Nosso objetivo é mostrar que existe N € Ny tal que para todo o € N7, temos |0 (u * ¢) ()| < Cy (1 + |z])
em que C, > 0 é uma constante que depende de a. Para tanto, siga os seguintes passos:

a) Mostre que para todo z,y € R™, e para todo K > 0, a seguinte desigualdade ¢ valida |y|* < (1 + |z —y)™ (1 + |2|)*

b) Usando o item a), mostre que sup,cgn |yP0%¢ (x —y)| < Ckx (1 + |ac|)|ﬂ|

¢) Conclua, usando a continuidade de u e o resultado do item b, que |(u * ¢) (x)] < C' (1 + |x|)
d) Repita o argumento acima com 9%¢ no lugar de ¢ para concluir que |9* (u * ¢) (z)| < Cqy (1 + |2|)".
Resposta:

a) Basta observar que
yl =y —2)+a| <le—y[+]z] <L+ |z—yl+ 2|+ || e —yl = T+ |z —y]) 1 +]z]).
Logo
" < (1o —y)™ 1+ [2)™

b) Usando o resultado anterior, vemos que

y°0%¢ (z — y)| < [y 10%¢ (x — )| <

(1 + |z =y 106 (@ — y)| (1 + o)) < (sup (L+1y)" 076 (y >\) (1))

yeRn
¢) Como u € &' (R™), concluimos que existe N € Ny e C > 0 tal que

|’LL( )| < O H(rb“S N - C max Hya85¢||Loo(Rn) :

la|+|B|<N
Logo
_ s
luxd(z)|=|u(y—o(x—y))| < CI \+m|/%IX<NHy 0, ¢ (x —y)”Lx(Rn) <
“log ad
¢ e ([ azow], . a+En) <

o, m (Jaswatew],_ . )

le|+IBI<N
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d) Pelo mesmo argumento, temos que

0% (ux ¢ ()] = |ux (879) ()] <

lo| a+3 N
CgﬁﬁﬁN<H@+-M) % ¢@ﬂtmmﬂ)(r+mp
—alzl - Mostre que F(p) (&) = 522#

(Folland cap. 7.2 ex. 2) Seja ¢ : R — C dada por ¢ (x) = ¢

T p—algl

Exercicio 5.
Usando a formula da inversdo e este resultado, mostre que F (wQ +a2)

0

oo
/eiixgefa‘z‘dx 2/ eiiz&“””dx—k/ e
0 —00

—i€+a+if+a  2a
a2—|—£2 _a2—|—§2'

Resposta: Vemos que
7ir§+amdm _

Cif4+a  —if+a

oo e—iw§+am 0
o —i€+a

Assim, temos que

2a 1 1
—1 _ ,—alz| —1 _ = palz|
F < > e — F <§2 n a2> 2ae .

§2 + Cl2
Porém sabemos que ! = 3-S50 F, ou seja, F = 215 o F ! (Lembrando que S¢ (z) = ¢ (

e—ia:&—am

—i€—a o

Logo F (¢) (€) = 2%z

—z). Desta maneira,

™ _
T —alal

vemos que
1 —1 1 1 —alx 1 —alx
F(w> :27TSO.F <§2—i—aQ> :27'('5 <2a€ | |> :271'%6 ‘ |— a
Exercicio 6. (Folland cap. 7.2 ex. 12) Para a > 0, definamos f, : R - Ce g, : R — C por f, () = W e
Use a transformada de Fourier para mostrar que

ga (z) = 28LD),

a‘) fa * fb = fa+b~

b) Ja * gb = Ymin(a,b)-
Dica: Calcule a transformada de Fourier da funcao caracteristica do conjunto [—a, a] para fazer o item b)

Resposta:

a) Sabemos que F (7T(I2+a2 ) <12ia2) = ame—alé] — g—aldl,

Assim, forfy = F 7 (F (fax f3)) = FHF (fa) F(fy)) = F 1 (e WlePIel) = Fo1 (e @Il = F1 (F (far)) =
fa+b~

b) Seja

[ L |z|<a
“(x)—{ 0, |z >a
Assim,
i a i e~ i€ a e—iag _ piag 9 [ eia€ _ p—iag 9 [ ela _ o—iag

L O B P e e (e

Desta maneira,

- < <ax>) g <<w>) SoF (“ﬁ) S (Xa) = Xe-

™ ™

Ja * Jp = ]:71‘/_'.(9(1 * gb) - ‘Fﬁl (‘F (ga) f(gb)) = ‘Fﬁl (XaXb) =F! (Xmin(a,b)) = 9min(a,b)-

Exercicio 7. (Folland cap. 7.2 ex. 13) Use o Teorema de Plancherel (Férmula de Parseval) para mostrar que

Logo

) fooo Sen(at)sen(bt dt — Wmin(a, b).
2

b) /7o mramrmdt = o

Resposta:
a) Sabemos que
F <sen (a:c)) .

X
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Logo

/oo sen(att)*(bt)dt _ /°° sen(at) sen(bt) . _ 1 /°° f(sen(at)) (@f(Sen(bt)) () de =

e et t o) t t

% /_ ™ (&) T Fxs (€) dE = / Xamin(ap) (€) d€ = %2min(a,b) = mmin(a, b).

—00

ol 2

b) Seja a > 0. Definimos
e x>0

$a (z) = { —e% x <0
Logo

oo 0
F(¢a) (&) = /e_m&@z (z)dr = /0 et emaT gy —/ e Ty =

—o0o
0 e 0

/oo pa(—i€—a) g _/ T

0 —00

Rl e(—ié+a)

—i§—a |, B - +a|_
L, 1 _i-atigta g 2
i€+a i€—a = —€2—-a2 = —€2-a2  £2+4a2

Assim, F (%(ba) &) = 5,_,% Portanto,

et = wramimt= 7 (50) 7 (50)u =

0
E (/oo e_(a+b);cdw+/ €(a+b)xd$> _ E 2 _ T .
2 \Jo oo 2a+b a+b

Exercicio 8. (D.K. ex. 14.23) Prove que toda distribui¢do temperada é de ordem finita.

Resposta: Como u € &' (R™), concluimos que existe N € Ny e C > 0 tal que

— agh
@I < Clldllsy =0 max [y 0ye] g -

Assim, seja K C R™ um compacto. Logo existe R > 0 tal que K C Bgr (0). Assim, y* < (14 R)la‘ para todo
y € Br (0). Desta maneira, se ¢ € C° (Bg (0)), temos

L anf N B N
(@) < Clollsy =€ e 5050y < C 0+ R e [00] gy < €1+ B ol

Assim, para todo compacto K C R", existe uma constante Cx > 0 tal que

[u(9)] < Ok [|dllon , Vo € CF (K).
Logo a ordem de u é menor ou igual a N. Portanto é finita.

Exercicio 9. (D.K. ex. 14.5) Sejam ¢4, ..., ¢, fungoes integraveis definidas em R. Mostre que

F (61 (1) -0 (2n)) (€15 6n) = F (61) (61) - F (¥n) () -

Exercicio 10. (D.K. ex. 14.6) Suponha que u e v := F(u) sejam funcoes integraveis em R™. Prove que u é uma
fun¢do continua igual a (2r)” " S o F (v) em quase todo ponto de R".

Resposta: Sabemos que u = F~!(F (u)) = F 1 (v) = (2r) " So F(v). Como v € L' (R"), entdo F(v) é a
distribuicao dada pela funcao continua definida pela integral abaixo:

F(v) (2) = / e~y (y) dy.

Assim, u é a func¢do continua dada por

u(z)=2m) " SoF(v) = (27r)7n/e”yv (y) dy.
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Exercicio 11. (D.K. ex. 14.8) Seja ¢ € S (R™). Prove uma das seguintes afirmacoes e obtenha a seguinte através
da transformada de Fourier.

i) Se ¢ (0) = 0, entao existem ¢1,..., ¢, € S (R") tais que ¢ (z) = X7, ;9 (2).

ii) Se [pn ¢ (x) dz = 0, entdo existem ¢1,..., ¢, € S (R™) tais que ¢ (z) = 37, O, ¢ (v).

Exercicio 12. (D.K. ex. 14.13) Prove que para todo t > 0 e ¢ € S (R"), temos
)

sen (tx
x

/ tt Fo(€)de =2 /R 6 (2) 2 gy

e deduza que
i Sen (tx)

t—o0 €T

=76 em S (R").

Exercicio 13. (D.K. ex. 14.14) Considere as seguintes funcoes em R": a(z) = 6_$2+2$, b(xz) = e *H(z), c(z) =
e~ 1l d(z) = 1—&-%

a) Para cada uma dessas fungoes, esboce o grafico.

b) Verifique quais dessas fungoes pertencem a L' (R), L? (R) e S (R).

c¢) Calcule a transformada de Fourier destas fun¢oes. Deduza a integral de Laplace:

| = Ze
0 2

1+ 22

d) Esboce a transformada de Fourier destas fungoes.
e) Verifique quais das transformadas de Fourier das fungoes acima pertencem a L! (R), L? (R) e S (R).

Exercicio 14. (D.K. ex. 14.15) Defina f(z) = e~1l em R. Diferencie f duas vezes e prove que 3 f é uma solucéo

fundamental de [+ D? em R. Calcule F (f). Derive a formula F (arctg (z)) = ZPV (67;‘ ) partindo dos resultados

%

anteriores.

Resposta: Vemos que f (z) = e *H (x) + e H (—x). Logo
% (f) = % (e7*H (z)+e"H (—z)) = —e "H (z) + e "6+ €"H (—x) — "6 = —e "H (z) + €"H (—x).

Além disso, temos
2
% (f) = e "H (z) — e %8 + ¢*H (z) — %5 = el — 24.
x
Assim,
(I+ D% (f) = 20.

Portanto, %f é uma solucao fundamental de I + D2,
Concluimos que

f((I+D2)f>=f<26>=2:»f<f>=2:e—lw:f—l( 2 )

Como F~1 = %S o F, concluimos que

Note que &F (arctg (z)) = F (34 (arctg (z))) = %]:(143:02) = Te lfl e que £ZPV (%m) = Te 6. Logo
o lel

13 (]-' (arctg (z)) — TPV ( 3 )) = 0. Como a fungao & s6 se anula em 0 e tem derivada sempre diferente de zero,

concluimos que (Teorema 9.5 do livro do Duistermaat, visto em sala de aula) existe uma constante ¢ € R tal que

g e~ l¢l
F (arctg (z)) = ;PV ( ¢ ) + 0.
Como arctg (z) é impar, entdo F (arctg (x)) também é impar. O mesmo para = PV (5_5‘5I ) Lembrando que uma

distribuicdo é impar se u (¢ (—z)) = —u (¢ (—z)). Logo ¢d também deve ser impar. Mas ¢ (¢ (—z)) = 6 (¢ (z)) =
¢ (0). Assim, a tnica forma para que ¢ seja impar é que c seja igual a zero. Logo

F (arctg (z)) = %PV <e;'> .
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Exercicio 15. (D.K. ex. 14.22) Seja u uma funcdo localmente integravel em R™ para a qual existe N € Ny e C > 0
com |u(z)| < C (1+ |z))". Prove que u € &' (R™).

Resposta:
Seja ¢ € S(R™). Sabemos que ab < 3 (a® +b?). Logo, obtemos facilmente que (1+ |z|) < 4/2 (1 + |m|2)

N
Assim, temos que (1 + |z))V < 2% (1 + |x\2> * . Portanto, se M € Ny e M > &, obtemos que existe C; > 0 tal que

M
1+ 2N < 0 (1 + \x|2> .
Assim, obtemos

IU(¢)|=/n lu(2)¢ (2)lde < C | (1+|2))" |¢ (x)|de <

cCy /]R" (1 + |£E|2)_n (1 + |33|2)M+" 16 (2)] de < CC) (/Rn (1 I |x|2> —n d:v) H(l N |$|2)M+n¢(m)

Por fim,

L= (R) '

[(1412) " o)

M+n
M+n i
<3 (M )o@ < Calols e
Lee(R™) =0

Logo

[u(d)] < C3 1|9l s prm -

Isto mostra que a integral é finita (portanto bem definida) e u é continuo. A linearidade de u é simples. Basta
usar a linearidade da integral.

Exercicio 16. (D.K. ex. 14.23) Suponha que u € &' (R") e ¢ € S (R™). Mostre que existem constantes C > 0 e
N € Ny tais que
lu(¢(z —a))| <C(1+]a))", YaeR".
(Dica: Isto é apenas uma reformulacdo do exercicio 4...)

Resposta: Apenas refaca as passagens do exercicio 4.

Exercicio 17. (D.K. ex. 14.27) .Determine as transformadas de Fourier das seguintes funcoes:
a) cos(x), sen(x), xsen(x), cos?(x), cos*(x) para todo k € Ny.
b) sen(x)
Observacao: Apenas em b) temos uma fungio no final.
2
Exercicio 18. (D.K. ex. 14.45) . Considere u, () =e %=, a € Ce Re(a) > 0. Seja t € R. Prove que u; € &' (R)
e que

lim g = Uy em S’ (R).
a—it, Re(a)>0

Calcule F(ug)-
Resposta: Seja ¢ € S (R). Logo

2
li o (0) = li oy da.
Ldm @)= e o) de

’L‘2 . T2 y
Se Re(a) > 0, entdo ‘e‘“?¢(m)’ < |¢ ()] € L' (R). Como lim,_it pe(ay>0€™ "= ¢ (z) = e ¢(z) pontualmente
para todo x € R", podemos usar o teorema da convergéncia dominada e concluir que

lim /ng_C‘%(b (x)dx = / e_i§¢ (z) dr = ui (@) .

a—it, Re(a)>0 R

Isto implica que lim,_it, Re(a)>0 Ua = uir em S’ (R™). Desta forma, lim, it pe(a)>0 F (ua) = F (uir), ji que
F: 8 (R") —» & (R™) é uma fungio continua. Vamos, entdo, calcular F (u,).
Seja Re(a) > 0. Logo

) ) 22 _af(pgif)2 &2
F(ug) = /efmgua (z)dx = /e*’“e*“Tdm = /e 2[( ) +a2]dm =
6_%/67%(I+%§)2d1’:6_%/6_%y2dy.
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Na ultima igualdade, utilizamos o Teorema de Cauchy. J4 vimos que se a € R e a > 0, entdo

/67%y2dy =4/ 21
a
2 1

Para Re(a) > 0, temos que a — fe_%yzdy é analitica e que a ~ |/ %° & analitica (Estamos tomando 7=

1 , .. .. .
e‘fln(a), em que In é tomado usando o ramo principal). Como ambas coincidem em [0, co[, concluimos que devem
ser iguais (afinal sdo duas fungbes analiticas que coincidem num conjunto com ponto de acumulagido). Concluimos

que se Re(a) > 0, temos
2 e
f a) = —e 2a,
(na) = | e

Agora, observemos que para todo £ fixo, temos a convergéncia pontual:

. 2m _¢2 - _ g2
lim —e 2a =/ —2mie” 2.

a—it, Re(a)>0 a
Além disso,

[2m &2
—e 2a
a
2
o — &
Logo ‘,/ —-e” Za

convergéncia dominada, concluimos que para todo ¢ € S (R"), temos

i \/feigb(a g =i [ 5o e) de.

a—it, Re(a)>0

_ &2 a)—1i a 1 _Re(a) 1
< V27 |e~ (@)~ o (Re(@—m ))‘ <V2rla| e 2P ¢ < Var|al 2.

¢ limitado por uma constante para a suficientemente préoximo a i#t. Assim, pelo teorema da

) . . _e - _ g2
Concluimos, assim, que lim,_, it re(a)>0 27”6 22 = /—2mie” % em S’ (R"). Logo

F (ui) =V omie 7.

Exercicio 19. (D.K. ex. 14.49) . (Transformada de Hilbert) A Transformada de Hilbert H¢ € C*° (R") de
¢ € C° (R™) é definida da seguinte maneira:

Ho =+ <¢ « PV (;)) (z) = lim @=y g

™ =0t Jy|>e Y
a) Mostre que H¢ € S’ (R™) e que F o H = —isign(§).F.
b) Prove que ||H¢||L2(Rn) = ||¢||L2(]Rn) e que H? = 1.

c) Prove que H (H-%) = a7



