LISTA DE EXERCICIOS 4 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.), do J. Hounie
(denotado por Hounie) e do Rudin (denotado por Rudin).

Exercicio 1. (D.K. ex. 11.3) Seja dado uma fungao A : C° (R™) — C* (R™). Mostre que as seguintes propriedades
de A sdo equivalentes:

i) A é uma funcdo continua linear que comuta com as derivadas 9;, ou seja, 9;A4 = A0;.

ii) Existe uma distribui¢do u € D’ (R") tal que A (¢) = u * ¢, para todo ¢ € C° (R™).

(Dica: Diferencie a — T, 0 AoT_,)
Exercicio 2. (D.K. feito no capitulo 12) (Férmula Integral de Pompeiu) Vimos em sala de aula que para todos f
e g de classe C! (ﬁ), em que  é um aberto limitado com fronteira C'!, temos

i

[ 05 @9y dndy+ [ 1) 0oty =5 [ 190 d
Q Q a0
Isto pode ser interpretado como

0= (fx0) = (0=f) xe — 5 (o + imy) T,

Fazendo a convolugao com a funcao é, obtenha a seguinte férmula, valida para todo ¢ € €

L[ LG, L0,

Q 2—¢

f(Q)=5=

C2mi Jaq 2 —C 0
Observagdo: Se f é analitica, obtemos a formula de Cauchy.
Resposta: Vemos que
0= (Fxe) * — = (0=f) X * — — & (s +iny) oo —.
mZ Tz 2 mZ
O primeiro termo pode ser calculado como:

0 (fxa) * == = (Fxa) + (05 ) = (faa) o = Fxa

Como (9zf) xa é integravel e se anula fora de um compacto e iz é localmente integréavel, concluimos que (ver

T
resolucdo do exercicio 7):

1 L1 [ @D
@f)xax = [ (0 whna () — =+ [ BED Sy
Por fim, se ¢ € C° (Q?), entdo

5 (e -+ iny) fon  ——(8) = £ (ne +imy) fooe (/R 0(+0) d<) -

1 L o(z+Qdc) £(2) (ne +iny)do () =
2 /asz </1Rz e >

o (o) s = | (o [ oot

Logo, tomando as restri¢coes das distriui¢oes em (2, obtemos:

5%(]")(9)*%

= fXQ'Q:fa
Q

1
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L (9zf) (€)
O=xax 2| = W/Q G0 ©

1 _ 1 1 f(©)
—5 (e +iny) fooa * — o %/aQC_ng.

Concluimos que para z € €, temos
(9zf) (©) 1 f(©)
f(z):ff/ ————d(+ — dc.
(C—2) 2mi Joa C— 2
Exercicio 3. (D.K. ex. 11.5) Seja v € D' (R™) uma distribuigao tal que d,;u = 0 para todo 1 < j < n. Prove que
existe uma constante ¢ € C tal que u = c.

Exercicio 4. (Hounie. Capitulo IV ex. 7) Sejam u € D' (R") e ¢ € C (R™). Sabemos que u x ¢ € C* (R™)
e, portanto, pode ser interpretado como uma distribuicao. Prove que esta distribuicao coincide com o produto de
convolucao u * Ty, em que Ty é a distribui¢do associada a ¢. Em outras palavras, mostre que

Tu*¢ =Uu* T¢.
Resposta: Basta observar que se ¢ € C¢° (R"™), entao
wx Ty () =u (S (Ty) ) =u (S (Ty) (y = v (z —y))) =

W@ v =u( [owuverna) =u( [ot-nve ) -

Julzm o=@ = [uxco@)v () d=Tus ).

Usamos que A : R" — C2° (R™) dada por A(z) =2 — ¢ (2 —x) 1 (2) é tal que

1) A(z) =0 para z ¢ suppy

2) A (z) é uma fungdo com suporte contido no compacto supp¢ + supp.

3) Para todo € > 0 e N € Ny, existe uma constante J > 0 tal que ||A (z) — A (y)| o~ < €, para todo |z —y| < 4.

Logo u(/A(Z)dZ> :/qu(z)dz
(J )= (f1c20).

Exercicio 5. (D.K. ex. 11.7) Seja f um polindémio em R de grau < me T € £ (R). Mostre que f*T é uma fungao
polinomial de grau < m.

em que

Resolugdo: Seja f (t) = >_"" a;t’. Logo

(f+T)O)=T*f)t)=T(s—> f(t—s)=T SHZ%(t—S)j =
SHZZ( ) 1y koykgi—k | — Z( ) (1) kT(sj—k)tk.

Assim, obtemos um polinémio em ¢.
Exercicio 6. (D.K. ex. 11.8) Calcule §, * &, em que a e b € R™.

Resposta:
Sabemos que se ¢ € C (R™), entdo

da % 0 (¢) = 0a (5 (86) * @) = 0a (S (0) (y = & (z —y))) =
ba (0p (y = ¢ (x+y))) = da (¢ (x+b)) = ¢ (a+b) = dats (&)

Exercicio 7. (D.K. ex. 11.9) Suponha que f e g pertencam a C (R) e que f tenha suporte compacto. Mostre que
Tt Ty = Ty.g, ou seja, a convolucdo de duas fungoes no sentido de distribuices coincide com a convolucao de duas
funcoes no sentido usual de convolugao de funcgoes.
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Resposta: Como f ou g tem suporte compacto, conclu ‘mos que Ty ou T, pertence a £ (R™). Seja ¢ € C° (R™).
Sabemos que

Ty Ty () =Ty (S (Ty) x ¢) -

Porém
S(Tg)*aﬁ(x)=5(Tg)(yH¢(w‘—y))=Tq(5(yH¢(w—y)))=Tg(yH¢(x+y))=/g(y)¢(w+y)dy-

Logo

170,00 =15 ([ st +nay) = [ 10 [ st +nae= [ [ 1009016+ dsas

Note que na tltima igualdade usamos o Teorema de Fubini. Podemos fazé-lo, ja que (z,y) — f (z) g (y) ¢ (z +y) €
C (R™ x R™)m uma vez que ¢ tem suporte compacto e ou f ou g tem suporte compacto. Fazendo mudanga de
coordenadas, temos que se z =z +y e y = y, entao

//f(x)g(y) (z+) dxdy—//fz— ¥)6(2) dzdy—/(/fz y)¢(z>dz—Tf*g<¢>).

Note que 0 mesmo argumento ¢ valido para f € L}, . (R"), g € L}, . (R™) e f ou g tem suporte compacto.

Exercicio 8. (D.K. ex. 11.10) Seja P(D) =}, <, @D um operador diferencial linear em R™ com coeficientes
constantes. Prove que:

a) P(D)u = (P(D)J) x u, para toda u € D' (R).

b) P(D) (u*v) = (P(D)u)*v = ux(P(D)v), para toda u e v € D’ (R") tal que ou w ou v tem suporte compacto.

Exercicio 9. (D.K. ex. 11.11) Sejav € & (R") e S : &' (R") — &' (R™) o operador de reflexdo: Sv (z) = v (—zx).
a) Prove que a fungdo (Sv)* : O (R™) — C* (R™) leva fungdes de suporte compacto em fungoes de suporte
compacto, ou seja, (Sv) * : C (R™) — C° (R™), de maneira continua (ou seja, sequencialmente continua).
b) Considere a fung¢do transposta
L(Svx) : D' (R") — D' (R™).
Prove que * (Svx) (u) = u * v, para todo u € D' (R™).

Exercicio 10. (D.K. ex. 11.12) Seja E o subespago de D’ (R™) que consiste de finitas combinagdes lineares de
deltas de Dirac ¢,, x € R".
a) Prove que para toda fungio continua f em R™ existe uma sequéncia (u]) oy em E tal que limj oo u; = f em
D' (R™). (Dica: Para ¢ € C° (R), escreva f (¢) como o limite de somas de Rlemann)
b) Prove, agora, que para toda distribui¢do u € D’ (R™), existe uma sequéncia (uj)jeN em E tal que lim;_, o u; =
wem D' (R™).

Resposta:
a) Basta repetir o argumento do exercicio 9 da lista 2. Vamos fazer isto abaixo.
Definamos

O S LT

Jlffkfz Jn==

Vamos mostrar que limy_,oc ug, = f em D' (Q). Seja ¢ € C° (R™). Logo existe N € N tal que supp¢p C]— N, N[™.
Assim, para k > N, temos

Ly gj P2 ) oy (0 =

]1:—]€2 J

Z Z f<jl ﬁ) Os, i) (@)=

]1:_Nk Jn=—

1 2Nk 2Nk j J J
n 1 n
MZ...Z}‘( N+— —N+k>¢(—N+k,...,—N+k>.

J1=0  jn=0
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Vemos assim, que estamos dividindo o intervalo [~ N, N|" em (2Nk)" pedagos de tamanho 1% Como f e ¢ sao
fungdes continuas em [—N, N]", a integral converge de f¢ Riemann existe. Logo

2Nk 2Nk

kl;ngouk( klgn;ok—nz Zf( NJrf N+k>¢<N+k,...,N+k)

J1=0  jn=0

/ f(z)¢(z)dr = f(z) o (x)dz.
[—N,N]™ Rn

Note que temos a igualdade f[iN N = fRn acima, pois ¢ se anula fora de [—-N, N]". Assim, concluimos que

limg— o0 ur, = f em D’ (R™) (f no sentido de distribuigdes, ou seja, Ty na notacao de sala de aula).
b)
Usando a estimativa acima para k grande, concluimos que:
A parte dificil é a prova do seguinte lema:

Lema 11. Sejam N € Ny, f € C* (R") e € > 0. Logo eziste i € E tal que

3 (8) = £ @) < € (19ll e nm) + 190 (ng ) » V6 € C (=N, N[")

Vamos assumir este lema por um momento.
Seja w € D' (R™). Sabemos que C° (R") é denso em D' (R"). Logo existe (f;)
lim; o fj = u em D’ (R™). Seja (uj)jeN C E tal que

jen, C C&(R™) tal que

15 0) = £ O 5 (10l gy + 190l ) V0 € O (=50301).
Vamos mostrar que lim; o, u; = u em D' (R™). De fato, seja ¢ € C (R™). Logo existe N € Ny tal que

supp (¢) C |=N, N[". Logo para j > N, temos
uj (@) —u ()| < |u; (@) = f5 (D) + [f; (¢) —u(d)| <

= (W0l sy + IV ) +105 (@) = w (@)1
Assim,
limfu; (9) — u(9)] = 0.

j—o0

Agora vamos demonstrar o lema:

Demonstra¢ao. (Demonstracdo do Lema)
Seja f € C' (R™) e N € Ng. Logo para todo ¢ € C° (R™) com suporte em [—N, N]|", temos que [, f (x) ¢ () dx =
f[—N,N]" f(z) ¢ (z)dz e que

/NN d:c——z Zf

2Nk 2Nk

> - Z/ ,. o f@é@de- <

+1 in in+1
5120 ja=0! [FNHRE - NF I x [N T - N D]

2Nk 2Nk

knz Zf( N+— .,N+‘Y£)¢(N+]kl,...,N+J]:> <
Jj1=0  jn=0
2Nk 2Nk

> [ | i @ew)

+1 n nt1
[ R — N4+2L N+ OB %  x[-N+ g, — N4 intl]

—f (—N—I— %,...,—N—i— J;) P (—N+ %,...,—N+ j;)’da:.

Observemos que

r@ow s (NI (v B v )



LISTA DE EXERCICIOS 4 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER (MAP 5722-4) 5

n . 1 . .
Z <xm+N‘7;€n>/ Oz,, (fo) (:v1+9<N+JI;x1>,...,xn+0(]\7+]}:xn>>‘d9§
0

)3 (s 8 = ) 100 (0N -

=1

Logo
2Nk 2Nk

S Z/ Y @ew)-

[~ N+ N I P x [N = N 2

J1=0  jn=0
N+ Ny N+ N ) <
2Nk 2Nk n ]
10n Py [ (xm+ N_z> o
Z: Z-mz TN v gt N g [N e k

2Nk 2Nk n

(2Nk‘)
Z Z Z 10x., (f¢) ||L°°([ N,N]™) 2nk2n = Z 10z, (f¢) ||L°°([ N,NI™) “onf2n =

Jj1=0  jp,=0m=1

Nn
Z 02, (FO oo (= v, 37 S

N n
(%) (U amoncan 19 oves) (Bolam g + 196l )

Assim, tomando k suficientemente grande, concluimos que para todo N € Ny, f € C! (R") e € > 0, existe @ € E
tal que

@ (6) ~ £ (9)| < (H¢>||Lw<[_N,N]n> + IV0l oy ) » V6 € C (=N, N[,

Basta escolher £ tal que (£)" (||f||L°O( gy F IVl oo onoaye )> <e. O

Exercicio 12. (D.K. ex. 12.1) Determine todas as solugbes fundamentais Ej € D' (R) de P = % para k € Ny.
Quais destas distribuicdes sao homogéneas? De qual grau?

Resposta: Sabemos que P = %H = ¢. Logo E1 = H éuma solugao fundamental de %. Logo se j—;Eg = ¢, basta
escolher E5 tal que - 4 Fy = H. E facil de ver que uma opcio é dada por s = H (z) x é uma solucio fundamental

de dmz' Da mesma forma, se %Eg = ¢, basta escolher Fs tal que %Eg = H (x)z. Assim, podemos ver que
k 1

Es = H (z) ””—22 ¢ uma solu¢ao fundamental de % Continuando por indugdo, concluimos que Ejy, = H (z) % =11

¢ uma solugao fundamental de 7. Se E), for outra solucdo fundamental, entdo 7 (Ek — Ek) = 0. Logo, como

vimos na primeira parte do curso, Ek — Ej, é um polinomio de grau k — 1, ou seja,
~ k-1 k-1
E,=H(z) m—= + ) c;2’

. . ~ . k 2, . . . ~ .
Assim, o conjunto de todas as solugdes fundamentais de ka é dado por distribui¢oes da forma acima. Como

k - ~ N . L, o~ .
H (z) %7 é homogeénea de grau k — 1 e 2/ sdo homogéneas de grau j, concluimos que as solugdes fundamentais

homogéneas sao da forma
_ k-1 -
Ek =H (I’) m + cx y

para ¢ # 0 e tém grau k — 1.

Exercicio 13. (D.K. ex. 11.14) Defina, por indugdo matemética em k, a fungao X’i que satisfaz: X}r = H, a funcao
de Heavside, e x% = H % ™!, para k > 1.
a) Calcule todas as fungoes x’i e todas as suas derivadas.
b) Para ¢ € C° (R™), verifique a férmula
dk k—1

% (pH) = Z dFI71(0)60) 4+ ¢ H.

Jj=0
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Faca a convolucao dos dois lados por X’i. Interprete o resultado.

Resolucao:
a) Vamos calcular
o “dy, x>0
@) =Hetie)= [ Ha-pH@dy- | H(sc—y)dyz{fooﬁc<0 —H (),
0 S
00 T .’E2
xim:x’i*mm:/ yH(y)H(m—y)dyzH(sc)/ vy =H () %
. 0

Por indugdo, vemos que x% (z) = H (z) (k 1), De fato,

oo k—1 T k—1 Ik
@) =l @) = [ e Hw @y =1 @) [ =1 @) g

Agora vemos que

- d - - .
T O8) = (Hx7h) = — (H) st = 007 =
Assim, se | < k, temos
d _
o1 () =4
Se | > k, entao
dl dlfk
dz! ( k) R (d0)
b) Seja ¢ € C° (R). Logo
dk & dk & o) dkgo
) () = (1) (oH) (Mgo) (0" [T o) 5F wda -

k—1
0 (60 G- [ jﬁ (@ >Wf (@) de) =

Al dp o db d? k2
0 (00 Gt + F OG0+ [ 5@ fr ) .=

k - d7 dkfjfl oo dk
(1" (Z(l)f O 0+ ) [ @@ dx) -

Jj=0

k , o k—j—1 % gk
()" ( P T RO TR @+ () [ SR @@ dw) -
7=0

ko gi 4 k
(Z CL O (@) T (x>) (¥).

Jj=0

Fazendo a convolucao com X’i, obtemos

dF k=1 L .
- (pH) * X’jr - Z¢(k Ji=1) (0) 5G) & Xi + (qb(k)H) *yE
§=0
Assim,
(0H) * L Zcﬁ(’“ 0 (0) 5 Lk (cb(k)H) wxh =
d kAt dzd *F +

(0H) *6—2& ) &

e (o) et =

o = 3 61 () (608) + 1t —

Jj=0
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= k) bt =W (@ —y""
¢H:;¢ i (O)H(x)m+/_oo¢ (:y)lLif(y)H(ﬂc—y>Wdy:>

SE (z—y)""
- ) (k) —
H ()6 (2) H()Jzoﬁ O+ 1@ [ o ) s
Isto é a formula da Taylor para x > 0.

Exercicio 14. (D.K. ex. 11 15 e Rudin cap.6 2.4) Seja H a funcdo de Heaviside e ¢ € C° (R).
a) Mostre que H * ¢ (x f o (y
b) Mostre que &’ * H = 5
c¢) Mostre que 1% ¢’ = 0.
d) Mostre que 1% (¢’ * H) =1%d =1 e que (1 x¢")xH = 0%« H = 0. Isto contradiz o resultado de associatividade
visto em sala de aula?

Resposta:
a) Basta usar as definigoes:
Heolw) =Hoow-= [ H@ow-nd=[ Ha-powi=[ owd

b) Basta observar que
d d
/ — — —
6*H<da:6> dx(é*H) da:H 0.

c) Basta observar que
d d d
1 /:1 —_ = — 1 :71: .
* 0 *(dx(S) d:v< % ) T 0
d) Dos itens acima, obtemos que 1% (¢’ * H) =1xd=1eque (1*¢')*x H =0+ H = 0. Logo
1% (0'*H)# (1x6")« H

Isto nao contradiz o resultado visto em sala de aula, ja que a associatividade mostrada em sala de aula vale apenas
quando temos ao menos duas distribuicoes com suporte compacto. No entanto, acma § tem suporte compacto. No
entanto, 1 e H na tém suportes compactos.

Exercicio 15. (D.K. ex. 10.25) (Equagdo de Onda) Denote os pontos de R? por (x,t). Mostre que se u e v sio
distribuigoes em D’ (R), entdo u(t +z) +v(t — ) é solucio da equagio de onda: 97 —92. (Note que estamos usando
o difeomorfismo @ (x,t) = (t + z,t — x))

Resposta: Faremos para o caso em que u e v sdo fun¢oes continuas. Vamos fazer a prova somente para uma
funcao continua da forma f(x +t), j4 que a prova para f(x —t) é analoga.
Vamos provar que f(z +t) é solugio da equagio de onda. Seja ¢ € C°(R?) uma fungdo teste arbitraria. Logo

(55 - o) dta+ tp(a)) = {1+ 0. 52w - T2 =

2

<f(:c+t) gtf(ﬂv t)> <f(x—|—t) ng(x t)> _

/f +1) a2(xtdzdt—/f:c+t sa(x t)dadt.

Vamos agora fazer as mudangas de coordenadas

y=x— vt
s =1.
Logo
dxdt = ’det O(,1) ’ dyds = dyds.
A(y,s)
Assim

<<§;88;2>f(x+t > /f <> fssdydsf/f <8x2) y — s.5)dyds.
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Definindo ¢(y, s) := ¢(y — s, s) temos que ¢(z,t) = ¢ (x + t,t). Assim usando a regra da cadeia, obtemos

32 21/}
a—xf(m,t) 5 S @+ 1,0),
dp o oY
at( x,t) = 8y( T+, t)+$(x+tt)
1
- 82—@( t)—@( +tt)+282¢( +tt)+82—w( +t,t)
gtz Y T g\t Th Byds T HY T Gz T T
Assim ) )
9% 0%
w(y—S,S)— Tyg(yvs)a
% 0% 0* 0*y

ﬁ<y—s,s>=a—y2<y,s>+23yas<y7) S w9):

Substituindo tudo obtemos
0? 0?
(5~ gus) o+ 00t = [ 02

o0 aQw [ee] 82’112
- %(yv S)dS - / 7(y7 S)dS - Oa
oY o

ja que oy © Bs tém suportes compactos.

y, dyds+/f s 2 (y, s)dyds = 0,

pois

— 00

Exercicio 16. (D.K. ex. 12.11) Suponha que P (D) e @ (D) sejam operadores hipoelipticos.

a) Mostre que a composicdo P (D) @ (D) também é um operador hipoeliptico.

b) Calcule a composicao de 9, com dz. Use isto para determinar, a partir da solugao fundamental de A, a solucgao
fundamental de 0, e de 0.

Exercicio 17. (D.K. ex. 12.4) (Férmula de Green e o Problema de Dirichlet) Suponha que E € D’ (R™) é uma
solucao fundamental do operador de Laplace A e considere uma fungao harmoénica v definida num aberto 2 de R™.
Seja U um aberto de Q2 tal que U seja um compacto contido em €. Prove que v := A (uxy) é uma distribui¢do em
Q cujo suporte estd contido em OU. Prove também que v € £’ () e que uxy = E *v.

Agora assuma que a fronteira OU é de classe C'* e denote a normal exterior ao bordo no ponto y € U por v (y).
Para uma funcao f definida numa vizinhanca de U, a derivada normal de 0, f de f é definida como

Of = viW)dif(y), ye .
j=1
A funcao acima é continua em OU. Prove agora a formula de Green:
u(x) = /8U (u(y)O, (y— E(x—vy))— E(zx—y)o,u(y))dy, Ve € U.

Mostre, por fim, que o lado direito da equagdo acima se anula quando = ¢ U.

Resposta: Vamos comegar mostrando que supp (v) C OU. De fato, se ¢ € C° (R™) tem suporte disjunto de oU,
concluimos que

0 (8) = A (uxw) (8) = (wxw) (Ag) = /U u () (Ag) () di = /U Au () ¢ (x) d = 0.

Na penutima igualdade, usamos que ¢ se anula numa vizinhanca de 0U. Logo podemos fazer integracao por
partes.
Agora observemos que

uxy = Exv=FExA(uxy) = (AE) x (uxy) = § * (uxu) = uxu.

Por fim, observemos que para ¢ € C° (R™), temos

/ u(x) A¢ (z)de = / u(x) V. (Vo (z))dr =
U U
/U V. (u(x) Ve (z))dx — /U Vu(z) . Vo (x)de = / u(x) Vo (x) .n(z)do (z) — /U Vu(z) .V (x)d

oUu
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/Au(w)qS(x)dx:/ 6 (2) V. (Vu(z)) do =

/V x) Vu (z dac—/ Vo (z) Vu(z)de = ¢ (x) Vu (x) .n(z)do (x)—/UVu(x) Vo (x)dx

E que

oU
Logo
/ (@) AG () da — / Au(z) 6 (z) do = / W (@) V6 (2) n (2)do (2) — | 6(x) V() n(2)do ().
U U oU ou
Assim,

A (xvu) — xv (Au) = =0, (udou ) — (Ou) ou-
Como u é harmonica, obtemos
A (xvu) = =0, (udgr) — (Opu) dou-
Assim,
xvu = (xvu) 6 = (xvu) * (AE) = A (xpu) * E =
(=0, (ubgu) — (Oyu) dou) * E = — (ubpu) * (0, E) — (Opu) dou * E.
Portanto,

o (@) (z) = / (—u(y) (g = D E (& — ) — @yu () (y = F(x — ) do (y) =
/<u )0, (y s Bz —y)) — 00 (y)) (y o E (@ — ) do ().

Logo se x ¢ U, entdo xy (x)u(z) = 0 e a integral é igual a 0. Se x € U, entdo

u(z) = /(u (¥) 0y (y = E(x—y)) = (Qu(y) (y— E(r—y)))do(y).

Exercicio 18. (D.K. ex. 12.7) (Equacdo de Onda Unidimensional) Defina o conjunto aberto V := {(x,t) : |z| < t}.
Ache uma constante a € C tal que E = ayy ¢ uma solugdo fundamental de 9? — 9%, em que xy é a funcio
caracteristica do conjunto V. Determine supp(FE) e o singsupp(F)

Exercicio 19. (D.K. ex. 12.12) Seja E a solu¢ao fundamental de A em R™. Sejam g;, para j de 1 a n, distribui¢oes
de suporte compacto em R™ com a propriedade de que 0;g; = Org; para todo j e k. Prove que a distribuigao

f= ZajE * g
j=1

satisfaz o sistema de equacoOes diferenciais

;i f = g5, VJ.



