LISTA DE EXERCICIOS 3 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.) e da Gerd Grubb
(denotado por G).

Exercicio 1. (D.K. ex. 7.1) Seja © C R™ um aberto e f € C (). Mostre que o suporte de f como funcdo e como
distribuicao coincidem (supp (f) = supp (Ty)).

Resposta: Feito em sala de aula.

Exercicio 2. (D.K. ex. 7.2 e 7.10) Determine o suporte e o suporte singular das distribui¢des do, PV (%)
H (z), em que H é a fungdo de Heaviside.

’ xizO €

Resposta: Vemos que:

suppdy = {0}, suppPV (%) =R, suppgﬂilzO R, suppH( ) = [0, 00][.

sing suppdy = {0}, sing suppPV (1) = {0}, sing supp—; = {0}, sing suppH (z) = {0}.
Exercicio 3. (D.K. ex. 7.3 e 7.11) Seja P (D) = > a,D® um operador diferencial linear com coeficientes
constantes e u € D’ (). Mostre que:

a) supp (P (D) u) C supp (u).

b) sing supp (P (D) u) C sing supp (u).
20 = et 2 >0

0, 2<0

a) Se Re(a) > —1, entdo x% é uma fungdo localmente integravel em R e, portanto, pode ser interpretada como
uma distribuicao.

b) Se @ ndo é um inteiro negativo, entao

Exercicio 4. (D.K. ex. 7.6) Seja a € C e definamos 29 = { . Prove as seguintes afirmagoes:

1
b = OF x4k parak > —Re(a) — 1
T At k)@=t 0P (a)
define uma distribui¢do em R que é uma extensao da distribui¢ao dada pela fungao 24 em D’ (R\ {0}). A distribuicao
acima independe de k, desde que k seja maior do que —Re(a)— 1. Determine o suporte e a ordem desta distribuigao.
O que ocorre se a parte real de a é um inteiro negativo, mas sua parte imaginéria ndo se anula?

c) Seja ly (z) = { In (()x)x, i g 0 . Logo I (x) é uma fungdo localmente integravel em R e, portanto, define uma

distribuicao em R. Para todo k£ € N, ((kl 1 Lok 714+ € uma distribuicdo em R que estende a distribuicao em R\ {0}

dada pela func¢ao x;k Determine seu suporte e sua ordem.
d) Formule resultados similares partindo de (—z)% e de I (—z).

Exercicio 5. (D.K. ex. 7.9) Seja  C R™ um aberto e (u;); .y uma sequéncia em D' (Q). Suponha que para todo
z € () exista uma vizinhanca aberta de =, U, C 2, com a seguinte propriedade:

Para toda fungio ¢ € C2° (Us), a sequéncia em C dada por (u; (¢)) ;¢ ¢ convergente.

Prove que existe v € D’ (Q2) tal que lim; o uj = u.

Resposta: Vimos em sala de aula que para provar que uma sequéncia de distribuicoes (uj)j oy converge para uma
distribuigao, basta mostrar que (u; (¢)) ;o converge para todo ¢ € CZ° ().

Seja ¢ € C®°(Q) e K := suppd. Seja 1, g, ...,1,, uma particdo da unidade de K subordinada a cobertura
U :={U, : = € Q}. Logo existem z, tais que suppyr, C Uy, e ¢ = > - trp. Assim

m m
uj () = u; (Z wm) = Z uj (Vi) -
k=1 =
Como o limite lim;_, o u; (¢1¢) existe para todo k € {1, . m}, ja que Y € C* (Uy, ), concluimos que o limite
lim;_, o u; (¢) sempre existe.
1
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Exercicio 6. (D.K. ex. 8.1) Seja Q@ C R™ um aberto e u € D' (2). Suponha que o suporte singular de u seja
compacto. Prove que u tem ordem finita.

Resposta: Seja K o suporte singular de u. Logo K é um compacto contido em Q. Seja x € C°(Q) uma
fungao igual a 1 numa vizinhanga de K. Assim 1 — x ¢ igual a zero numa vizinhanga de K. Sabemos que existe
f e C>(Q\K) tal que u|Q\K =T}. Seja K :=suppy. Logo K é um compacto. Portanto existem constantes C' > 0
e m € Ny tais que

[u(&)] < C6llgm » Yo € C (K).

Vamos mostrar que a ordem de u é menor ou igual a m. Seja ¢ € C° (92). Logo

u(9) =u(x¢) +u((l-x)¢) =
u(x®) + Ty (1= x)¢) = u(x9) +/ f ) (1 =x(2)) ¢ (x) d.
O\K
Logo se K é um compacto contido em Q e ¢ € C2° (K), entédo

u (@) < fu(xo)| +

<

/ £ @) (1= x () 6 (x) da
O\K

C |Ix¢l

C mo.

cm +/K\K|f($) (1= x (@)l dz ¢l o < (CX+/)C\Kf(x) (1 —X(x))|dx> 9]

Logo u tem ordem menor ou igual a m. Observemos que z € Q — f (z) (1 — x (z)) ¢ (x) tem suporte compacto
contido em Q\ K. Logo a tltima integral acima esta bem definida.

Exercicio 7. (D.K. ex. 8.2) Seja 2 C R" um aberto e (u;),.y C D’ (2) uma sequéncia que converge a u € D' (2)
em D’ (). Mostre que:

a) Se existe um compacto K contido em € tal que supp (u;) C K para todo j € N, entdo supp (u) C K.

b) Se existe um compacto K contido em € tal que supp (u;) C K paratodo j € N, o seguinte limite lim; o, u; = u
vale em &' (), isto &, para todo ¢ € C* () temos que lim;_, o u; (¢) = u ().

c) Seja (aj);cy uma sequéncia em 2 com a propriedade de que lim;_, d (a;, R"\©2) = 0 ou lim;_,o [la;|| = 0.
Prove que lim;_,o, 04, = 0 em D’ (2), mas ndo em &’ ().

Exercicio 8. (G. ex. 3.17) A distribuigao %60 ¢ frequentemente denotada por 6*). Para k = 1,2, 3, a notacio
8, 8" e &' (respectivamente) também é usada. Seja f € C (R).

a) Mostre que existem constantes ¢ e ¢; tais que a identidade f§' = cod + ¢16” é valida.

(b) Para k € Ny, mostre que existem constantes cy; adequadas para as quais a seguinte identidade é valida:
f6k) = Z o Chj 5@

(Dica: Use a definicdo de multiplicacao por fungoes e a regra de Leibniz).

Resposta:
a) Seja ¢ € C (R). Logo
/ / d df do ,
£ (6) = 6 (f6) = 5 (F0) (0) = 5 (0) 6 (0) = 2 (0) £ (0) = ' (0)80 (9) + f (0) 5 (9)

Assim,

b) Seja ¢ € C° (R). Logo
k d*
700 (0) = (-1)* 6o (2 (79)) =

(3 ( ) se) -y (5 Horto-

=0 =0

k k djf k—j (k=) ;o\
> () Hoenao-

k k—j
Z(’j) P 2 068 (0).
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k i gk—i
Logo ¢ = < i > (—l)k 7 ‘;mk,f (0).

Exercicio 9. (D.K. ex. 9.2) Seja @ C R™ um aberto e ¢p € C (). Escreva a distribui¢do 0% como uma
combinacao linear da seguinte forma:

Y05 =Y 30”5,

B<a

em que cg € C. (Dica: Use a definicdo de multiplicacdo por fungdes e a regra de Leibniz. Essencialmente é uma
generalizagdo do exercicio anterior).

Exercicio 10. (D.K. ex. 9.3) Determine as solu¢des v € D' (R) da equagdo z*u = 0.

Exercicio 11. (D.K. ex. 9.4) Determine as soluc¢des u € D' (R) da equagdo zu’ = 0.

Exercicio 12. (D.K. ex. 9.5) Vimos em sala de aula que u = é solucao de zu = 1. Usando este fato:

+ i0
a) Prove que a distribuicdo u satisfaz xu’ = —u.
b) Aplicando o operador diferencial x0,., prove que se u é solu¢io de zFu = 1, entdo v = ku é solugao de
k41, _
¥y = 1.

k

c) Usando os itens a) e b), determine todas as solugdes u € D’ (R) da equagdo z"u = 1.

Exercicio 13. (D.K. ex. 9.7) Mostre que se u € D’ (R") é tal que z,u = 0, entdo existe uma tnica distribuigado
veD (R"1) tal que

u(p) =v (@ (9)), Vo € CZ(R"),

em que i* (P) (z1,...,xn) = ¢ (T1, ..., Tn—1,0).
Dica: Use x € C2° (R) com x = 1 numa vizinhanga de 0. Para ¢ € C2° (R"™1), definamos a fungdo ¢p@x (z', z,) =
o (z') x (x,) e deduza que v deve ser definida como v (¢) = u (¢ ® X).

Exercicio 14. (D.K. ex. 9.10) Determine as solucdes u € D' (R) da equacio e’y = u. Considere os casos £ = 0,
£ e R\ {0} e £ € C\R.

Resposta:
Vemos que ey = u. Logo (¢' — 1) u = 0. Assim, temos:
1) Se £ =0, temos (1 — 1) u = 0, ou seja, toda distribuigao é solu(;éo da equacao.
2) Se ¢ € R\ {0}, entdo (¢ —1)u = 0 implica que supp (u) C {z € R\{0}: ¢** —1=0} = 2—”2 Como
E ( g _ 1) = ie"€ £ 0, concluimos que numa vinhanca de cada ponto em %"Z, u é da forma u = cn§zln,

que n € Z (Teorema 9.5 do Duistermaat e Kolk, visto em sala de aula.). Assim, a solugdo geral é a distrlbulgao da

forma:
U= E cnS%n.
nez

3) Se ¢ € C\R, entdo €& = eizfie(€)=2Im(§) — e*“m(f) (cos (zRe (€)) + isen (xRe (£))). Logo se e = 1, entdo
sen (zRe (£)) = 0 e e~®I™) = 1. Assim, 2 = 0. Como - ("¢ — 1) = i¢e™¢ # 0, podemos aplicar o Teorema 9.5
novamente e concluir que a solugio geral é a forma:

u = 60(50.

Exercicio 15. (D.K. ex. 9.9) Seja a € C. Mostre que as solugdes v € D' (R) da equagdo diferencial zu' = au
formam um espaco vetorial H,. Prove que a multiplicacdo por z e a diferenciacdo por 9, define mapas lineares
de H, em Hyy1 e Hq1, respectivamente. Determine H, (Dica: use o exercicio 4). Decida se as aplicagoes de
multiplicacao e diferenciacao sao injetoras ou sobrejetoras, respectivamente.

Resposta: Se u e v pertencem a H,, entdo - (au+ av) = azu’ + azv = aau + aav = aa (u+v). Logo
au + v € He-

Se u € H,, entdo xu € Hqt1, pois xdd (zu) =zu+ 2°u = zu+ azu = (a+1)zu

Se u € H,, entdo Oyu € Hq_1, pois 2u” = 4L (zv/) — L (2)u/ = L (au) —v' = (a — 1)/

Podemos ver agora que z} e (—z)7 sio solucdes da equaciio acima com suportes em [0, 00| e |—00, 0], respecti-

vamente, para a € C\ {—1,-2,...}. Paraa =k € {—1,-2,...}, temos as solugdes sao dadas por %aﬁu (—x) e
1 k—1

((k 1)! akl+( )
Seja u € D'R
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Exercicio 16. (G. ex. 3.8) Seja  C R™ um aberto.
a) Seja ¢ € C2° (R™). Mostre que se § (¢) = 0, entdo ¢d = 0.
b) Seja u € D' (R™) e ¢ € C° (R™). Verifique se as implica¢oes abaixo valem para todos u e ¢:
Hu(p)=0 = ¢gu=0.
ii) pu =0 = u(¢) =0.

Respostas:
a) Seja ¢ € C° (R™). Suponha que ¢ (¢) = 0. Logo

(96) (#) = 6 (9p) = ¢ (0) ¢ (0) = 6 (¢) ¢ (0) = 0p (0) = 0.
b)
i) Nao é verdadeira. Seja ¢, ¢ € C° (R) tais que ¢ (0) # 0e ¢’ (0) = 0 (por exemplo, ¢ é igual a uma constante ndo
nula numa vizinhanca de 0) e ¢ é definida como ¢ (x) = x¢(z). Logo ¢’ (0) = ¢ (0) # 0. Assim, ¢’'(¢) = —¢'(0) = 0,
mas ¢d’ # 0, ja que

8" (1) = &' (d0) = — (¢/ (0) ¥ (0) + ¢ (0) ¥’ (0)) = —¢ (0) ' (0) = —¢(0)* # 0.
Assim, ¢’ (¢) = 0, mas ¢d’ # 0.
ii) E verdadeira. Seja ¢ € C° (R™) tal que ¢u = 0. Seja ¢» € C> (R™) tal que ¢ = 1 numa vizinhanca aberta de
supp (¢). Logo u (¢) = u () = (pu) (v) = 0. Assim, ¢u = 0 implica que u (¢) = 0.

Exercicio 17. (G. ex. 3.10) Seja Q C R™ um aberto limitado com contorno suave ou 2 = R7.

a) Mostre que supp (05, xa) C 09, em que xq ¢ a fungio caracteristica do conjunto €.

b) Mostre que a distribuicdo —Axq satisfaz —Axq (¢) = — [, %da, para todo ¢ € C° (R™), em que n é a
normal que aponta para fora de 2. Determine a ordem e o suporte da distribuigao no caso 2 = R%}.

Resposta:
a) Seja ¢ € C2° (R™) tal que suppp NI = 0. Logo ¢ = ¢1+ ¢2, em que ¢1 € C° (R™\Q) e ¢ € C° (Q). Assim

(0z,x0) (¢) = (X@) (92,0) = (xa) (02, 01) + (X@) (O, P2) =

f/ Oy, P2dx = —/ Oy, P2dx = f/ (/ Oz, & (1,22, ooy Tpp1, Tpy) dxl) dzsy...dx, =
Q n Rn—l —0c0

7/ lim (¢ (R, &2y .oeyTp—1,Zpn) — @ (R, T2y ooy Tpe1, Ty )) da...dxzy, = 0.
R

n—1 R—oo

Concluimos que 9z, Xa|gn g = 0. Logo R™\9Q C R™\supp (0, Xq). Assim, supp (0, xa) C 9.
b) Seja ¢ € C° (R™). Logo

Axa (¢) =Y 02 xa (¢ Zaxj xa (0,0 ZXQ ( )
j=1

Xa 282 a(Ag) = /QAgbdx:/QV. (Vo) dx:/Q(ngS) .ndx:/ %dg,

Q
na pentltima 1gualdade usamos o Teorema da Divergéncia.

Exercicio 18. (G. ex. 3.12) Frequentemente se encontra em livros a notagdo d(x) para a distribui¢do delta de
Dirac d§p. Além disso, é comum encontrarmos em textos de fisica a nota¢do d(z — a) para a distribuicdo J,, a € R.
Isto é motivado pelo seguinte célculo heuristico:

/_oo 5z — a)o(x)dz = /_m 5(2)6(x + a)dz = ¢ (a),

para ¢ € C° (R).

(a) Motive por um célculo similar a férmula §(azx) = |a| 6(z), para a € R\ {0}
(b) Motive por um calculo similar a formula: § (z? — a?) = 5= (0 (¢ — a) + 0 (¥ + a)), para a > 0 (Dica: Podemos

“calcular” (heuristicamente) a integral [ decompondo-a em duas: uma sobre ]—oco,0] e outra sobre [0,00[. Use
mudanca de variaveis)
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Resposta:
Neste exercicio faremos calculos heuristicos. E claro que as manipulagdes abaixo nao sao rigorosas, mas servem
para entender as defini¢oes mais adequadamente.

a) Vemos que - oo
= / § (az) ¢ (z) dx = |a| / d (ax) @ (%) d(ax) =

|a|/ 5(0)6 (L) dy = la] 6 (0) = [a] 8.

b) Vemos que

00 0

§ (2% —a®) ((;5):/ §(x2—a2)¢(x)dx:/ooo5(x2—a2)¢(x)dac+/ § (2% — a®) ¢ (z) da.

— 00 — 00

= 2 — 2 a = 2 = 1 = 1 i
Agora observamos que se y = x* — a®, entdo x = ++/y + a? e dy = 2xdz, ou seja, dx 2\/y+7dy. Assim,

/Oooé(xzaQ)qS( )dx—/j25(y)¢(vy+a2) yldy—lgzb(a),

/0 §(2*—a® dm—/ d(y +a2)¥d —i¢(—a)
Y 2\/y + a? "2 .

— 00

Assim,
57— a?) () = 5 (6() + 9 (~a)) = 5 (5 +6-0) (9).
Logo 6 (22 — a?) = 5= (0 (z — a) + 6 (z + a)).
Exercicio 19. (D.K. ex. 10.1) (Composigdo de pushforward e diferenciagdo parcial) Considere um mapa C* de

um aberto X de R™ em um aberto ¥ de RP. Prove que para todo j = 1,...,n, a seguinte identidade de mapas
lineares continuos vale:

0,00;=) 0po®, 00 :E(X) > E(Y).

k=1
Exercicio 20. (D.K. ex. 10.6) (Teorema de Mudanca de Variavel) Seja ¥ : Y — X um difeomorfismo de classe
C* entre os abertos X e Y de R™. Mostre que xw(y) = ¥« (juxy) em D’ (X), em que jy := |det (D) (x)| e xa é
a funcao caracteristica do conjunto A.

Resposta: Seja ¢ € C° (X). Logo
V. (o) (6) =" (1) o) (6) = () (0 (6)) = xr (o 0) =
[ sov@laet (D) @)lde= [ 60 dy=xap @),
Y T(Y)
Exercicio 21. (D.K. ex. 10.7) (Composigao de pullback e diferencia¢io parcial) Considere um difeomorfismo de
classe C'*° dado por @ : Y — X, em que X e Y sado abertos de R”. Denotemos a inversa da transposta da matrix
Jacobiana de W por (¥jk);,_, , ou seja, (t (D\IJ(y)))*1 = (V)i (y)),),, para y € Y. Derive a seguinte propriedade
entre mapas lineares:
U009, = (Zm oak> oU*: D (X) =D (V).
k=1

Exercicio 22. (D.K. ex. 10.16) Mostre que 09 é uma distribui¢do homogénea de ordem —n — |a.



