LISTA DE EXERCICIOS 2 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.).

Exercicio 1. (D.K. ex. 5.1) Seja (fj)jeN uma sequéncia de fungdes nio negativas em L! (R™) (ou seja, tais que
fRn |fj (x)] dz < 00). Suponha que as funcoes satisfacam as seguintes propriedades:
a) Para todo j € N, temos [, f; (z)dx = 1.
b) Para todo r > 0, temos que lim; o[>, fr (z) dz = 0.
Prove que lim;_, f; = do em D’ (R™).

Exercicio 2. (D.K. ex. 5.2) Seja f € L' (R"). Definamos fe (z) = = f (£). Prove que

e—0Tt

lim f.=c¢§ emD' (R), em que c= f(z)dz € C.
Rn

(Dica: Uma maneira simples de se provar isto é fazendo a mudanca de variavel y = £ ao calcular f. (¢).)

Exercicio 3. (D.K. ex 5.3) Mostre que:
1) ﬁ m =PV (1) —iméy e que —L_ =PV (L) +indy. (Dica: O primeiro limite
foi provado em sala de aula. O segundo segue do mesmo argumento, sé6 mudando a regido da integracio complexa).
2) Usando o resultado anterior, mostre que

€T 1 . € /
Jm e =PV <x) e lm s = emDI(R).

= lim,_,o+ = lim._,o+

Resposta:
1) Seja ¢ € C° (R) com suporte contido em |—R, R[. Logo temos

L (rzﬁ):/jo 1.¢(x)d:c/R 1,¢(g;)dx:

T+ 1€ oo T 1 1€ _R T+ €

R
/ @) =6 (0), . [0,
_R T+ 1€ _R T+ €

[P L UV TR U

_r  THie _R T +ic Ret? + je Re®? + je

/R de + Mdz — /W Lo)iRemdQ =
T +1 I'r ' 0 ‘ ‘

i€ z + e Re®® + e

/I;er%(/ga 0x) d0>d + %ZE /ﬁ Re'dp,

em que I'p é o caminho fechado dado por [-R, R] U {Re’e, 0<6< 7r} em C. Pelo Teorema de Cauchy, temos que

#(0) ¢(0)
I'r z+ie z+1ie

L (4) = lim —— (¢) = lim /R /¢ (02)d6) d /”&-Rwd(g _
z+i0 7 S0z tie 0 R+ i€ z) v 0 Ret? ticC -

(/I; </01¢/(9x)d9> dx—i/oﬂ¢(0)d9> =PV (i) () — imdo () -

Para m%io, basta fazer o mesmo argumento com o caminho fechado dado por [-R, R] U {Rew, 0>60> —7r}.

2) Basta observar que
T 1 1 1
> 3 5 — + . .
T4+ € 2 \x+ie x—ie

1

dz =0, ja que z — ¢é analitica para todo z # —ie. Concluimos, assim, que
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Assim, vemos que

. x 1 . 1 1 . 1 1 1 1
lim —— = - lim — + — lim — = — — 4+ -
es0+t 22+ €2 250tz tie 2es0tx—d€ 2 \xz+i0  x—10
1 1 1 1
<PV (> *iﬂ'(SO‘i’PV <) +Z'7T(50> = PV <> .
2 x T T
Observamos agora que
€ 1 1 1
22+e€2 2% \xz—ie ax+ie)’
Assim, obtemos que
. € . 1 1 1 1 1 1
Im ——— = lim — — — - = — — — - =
0t 22+ €2 ot 21 \x —ie x4 ie 2t \z—1i0 x40
1

1 1
— (PV () +imdy — PV <> +i7750) = 7.
21 T T

Exercicio 4. (D.K. ex. 3.1) Prove que PV (1), 1 L

» 7140 © -0

sdo todas distribui¢oes de ordem 1. (Observagao:
A prova para PV(%) foi feita em aula. Para as demais, basta usar os mesmos argumentos ou usar o fato de que

PV (1) tem ordem 1 junto com os resultados do item 1) do exercicio anterior).
Resposta:

Para PV (%), fizemos em sala de aula. De fato, se ¢ € C$° (]—R, R[), entdo

v (D o|=|[ ([ ¢ a0)ar| <2Rm,0006 @) < 2Rl

Logo a ordem de PV (%) ¢ menor ou igual a 1. Suponha que seja igual a 0. Logo existe C' > 0 tal que

1
PV (1) @) = Clolln vo e €2 (0.2).
Seja ¢, € C2° (]0,1]) tal que 0 < ¢, < 1 e tal que ¢y, (x) = 1 para todo z € |

‘PV(i) (6n) —/j“@md;ﬂz/;l

—dr =1
—~dz=In ()]
Assim, para n grande, teremos In(n) > C. Logo |PV (1) (¢)| > In(n)[|¢]lco > C|¢[lco- Isto € um absurdo
Logo PV (1) tem ordem exatamente igual a 1.

Quanto a ——

%,1]. Logo [|¢n|lco = 1, mas

=In(n).

3=

—775, Sabemos que ﬁ =PV (1) —indy. Como PV (1) tem ordem 1 e &, tem ordem 0, entdo —
tem ordem < 1. Suponha que a ordem seja igual a 0. Assim, para todo compacto K C R, existe uma constante
Ck > 0 tal que

x+10
1 o0
5 @) < Cxlells o e CF ().

Portanto, obteriamos que
1

1
PV (3) @) = |55 @) + 160 (@) < Coc 6l + 710l cn = (o +7) ol

Logo PV (%) tem que ter ordem zero. Isto é um absurdo pelo que vimos anteriormente. Logo
1. O mesmo argumento vale para —

1

0 tem ordem
x—10"
Exercicio 5. (D.K. ex. 5.4) Seja {¢;},_,  a base canonica de R" (e1 = (1,0,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...) e seja
a € R™. Mostre que:
.1 n
th_% 7 (ba—te; — 0a) = 02,00 em D' (R").
Resposta: Basta observar que
liml ($a—te, — 82) (6) = lim ¢(a—te;)— o (a) — _lim ¢(a—tej)—¢(a) _
t—0 ¢ 7 t—0 t t—0 t
_platte)—¢(a) ¢ 99\ _
— %E}(l) ; 671'] (a) =0q _%j = (8xj6a) ((ZS)
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Exercicio 6. (D.K. ex. 5.5) Considere para ¢ > 0 a seguinte fungdo em R"

1 _le?
up () = ——e 4.
(4mt)>
Verifique que a equagdo acima satisfaz a seguinte equacdo (chamada equagdo do calor ou da difuséo)
d
—uy = Au.
et

Calcule os seguintes limites em D’ (R™):
a) limt*}(ﬁr Ut.
b) lim;_, ¢+ %ut.

- 2
Exercicio 7. (D.K. ex. 6.2) Seja u; como no exercicio anterior, ou seja, u; (x) = )T e~ 2 . Mostre que para
T
todo k € Ny, temos

1 k / n
tli%l?k Z Né = A% em D'(R).

Por que a notacdo u; = e*J é adequada para t > 0?

(Dica: Use Série de Taylor em ¢ para provar o limite e os resultados do exercicio anterior)

Exercicio 8. (D.K. ex. 5.11) Seja (a;),;y C R" uma sequéncia tal que lim;_,o [|a; = 0o. Seja (¢;) ;o € C uma
sequéncia arbitraria. Definamos as distribui¢oes ug, k € N por

k
U = g Cjlq;-
=1

Mostre que existe uma distribuicdo u € D' (R™) tal que limy_ o up = u em D’ (R™)
Resposta:

Vimos o seguinte resultado em sala de aula: Seja (u;)

)jen © D'(R™). Se para toda ¢ € Cg°(R") o limite
lim; o0 uj (¢) existe, entdo lim;_,o u; existe em D’ (R™). Além disso, u := lim;_, u; é tal que

u(9) = lim u; (6).

Seja entao ¢ € C° (R™). Logo existe R > 0 tal que supp (¢) C Bg (0). Como lim;_, ||a;|| = oo, entdo existe
Jo € N tal que se j > jo, entdo ||a;|| > R. Assim,

k k min{k,jo}
¢) = 00, (9) =Y cidla) = D ¢o(ay).
Jj=1 j=1

j=1
Portanto,

khm ug ( E c;¢ (aj)

Como o limite existe para todo ¢ € C° (R"), conclunnos, pelo resultado visto em sala de aula, que existe o
limite limy_, oo ur, em D’ (R™).

Exercicio 9. (D.K. ex. 5.12) Seja f uma fungio continua em R e definamos as distribuicoes uy, k € N, por

vl £

j=—k?
Existe u € D’ (R) tal que limy_, o ur = u? Se existir, qual é este limite? (Dica: Pense na integral de Riemann)

Resposta: Sim. Seja ¢ € C° (R). Logo existe n € N tal que supp¢ C| — n,n[. Assim, para k > n, temos
k’2

uy (¢) = ;j;gaf(i> (¢ ik: f( ) i ( QXH:k f( >¢<—n+i).
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Vemos assim, que estamos dividindo o intervalo [—n,n] em 2nk pedagos de tamanho % Como f e ¢ sdo fungoes
continuas em [—n,n|, a integral converge de f¢ Riemann existe. Logo
2nk .

. B . 1 ] j B n B o0
lim uy (6) —klggojz_:okf< "+k)¢< n+k) [ t@ewde= [ j@o
Note que temos a igualdade ffn = ffooo acima, pois ¢ se anula fora de [—m,n]. Assim, concluimos que

limg— o0 ur, = f em D’ (R) (f no sentido de distribui¢des, ou seja, Ty na notacdo de sala de aula).

Exercicio 10. (D.K. ex. 5.14) Seja (u;), .y uma sequéncia de medidas de Radon em €2 com a propriedade de que
para todo ¢ € Cg° (2), temos lim;_, o u; (¢) = u (¢). Mostre que para todo compacto K C € existe uma constante
¢ > 0 tal que
uj (#)] < c(sup,eq ¢ (2)]), Vi € NeVo € CF (K).

Prove que u é é uma medida de Radon positiva.

Por fim, mostre que, para toda f € C, (), ndo necessariamente diferenciavel, temos lim;_, o u; (f) = v (f).

Dica: Use o seguinte resultado visto em sala de aula. Seja K C € um compacto. Logo para toda func¢do
X € C*(Q),0< x <1, que seja igual a 1 numa vizinhanca de K, temos

lu (@) < u(x) l|dllco Vo € CZ (K),
em que [|¢f|co = sup,cq | (z)[-
Resposta:
Seja x € C () tal que 0 < x <1 e que seja igual a 1 numa vizinhanca de K. Logo
|uj (@) < uj (X) |9llco , Vo € CF (K).

Como lim; o0 u; (X) = u(x), concluimos que (u; (X)),cy ¢ uma sequéncia limitada em C. Assim, existe uma
constante ¢ > 0 tal que |u; (x)| < ¢ para todo j € N.Portanto

luj (@) < uj () 19llco < clldllco, Vi € NeVo € CF (K).

Agora vamos mostrar que u é uma medida de Radon positiva. Seja ¢ € C®(R) tal que ¢ > 0. Logo
u;j (@) € R para todo j e u; (¢) > 0 para todo j. Como lim;_, u; (¢) = u(¢), concluimos que Im (u (¢)) =
limj oo Im (u; (¢)) = 0. Assim, u(¢) € R. Por fim, u; (¢) > 0 para todo j implica que u(¢) > 0, ja que
u (@) = limj_ o0 uj (¢).

Seja ¢ € C° (R™) tal que ¢ > 0 e [¢(x)dr = 1. Definimos ¢, (z) = ¢ (£). Vimos em sala de aula que
podemos estender u; a C. (€2) da seguinte forma: Para f € C. () uma funcdo nio necessariamente diferenciavel,
definimos u; (f) := lime_y0 u; (f * ¢). Assim,

Juy ()] = lim [u; (F 6] < clim 1] % 6w < €7l o -

Portanto, dado € > 0, podemos escolher ¢ € C2° () tal que || f — ¢[|co < 5. Desta maneira, vemos que

2
uj () = w ()] < Juj (f) = w5 (@) + |uj (&) —uw (@) + [u(d) —u(f)] < §€+ |uj (@) —u(P)].
Sabemos que existe jo tal que se j > jo, entao |u; (¢) — u(¢)| < 5. Assim, para j > jo, obtemos que
uj (f) —u(f)l <e
Logo
lim w; (f) =u(f).

Jj—o0



