LISTA DE EXERCICIOS 1 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER
(MAP 5722-4)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/DISTRIBUICOES

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Duistermaat e Kolk (denotado por D.K.), do J. Hounie, do
M. W. Wong (An Introduction to Pseudo-Differential Operators) e da Gerd Grubb.

Exercicio 1. (Wong ex. 1.1) Ache os simbolos de cada um dos operadores diferenciais abaixo:

a) % 6372.
b & - &
c) 8%1 + 0872
d) 811 ‘Haaj :
e) (923'1 + 8:82'
) ox7 +x%86x§
Resposta:
Basta fazer a substitui(;éo Za— > ;.
a) P (z,§) = =& - 62-
b) P (x,€) = —&7 + &3.
C) P(.’E,f) Zgl 52
d) P (x,8) = i& —i&3.
e) P(xa'f) Zfl 52
f) P(x,&) = €& — 2763.

Exercicio 2. (Wong ex. 1.5 e 7.2) Seja x € R". Definamos ||z| = /2% + ... + 22. Prove que
a) 2| < ||z]|'!, para todo a € N7,
b) [|lz* < nV 37, _y [27], para todo N € N,
Resposta:
Sabemos que z; < ||z||, para todo j € {1,...,n}:
a)
2] < |23 .a2n | < |z | a1 <
n +otan
e e A

2N
N
|z = (\/x%+...+x%) = (2} + ... +22)

b)

Vemos assim que teremos n?¥ termos da forma 22 .22, com ji, ..., jn € {1,...,n}. Cada um destes termos pode
q J1 JN’ b b b) b)

. 2 2
ser escrito como z2Y = z7'...22" para algum v € N? tal que = N. Por sua vez, vemos que |z27| = |z
1 n 0 9
2 . .
> ly|=N |x7|”. Desta maneira, concluimos que

Y <™ D Ja7
[vI=N
Exercicio 3. (Wong ex. 7.3) Seja f € C*° (R™). Usando a formula de Taylor com resto integral, mostre que se
SUP,eprn [0 f ()] < 00, Va € N{j,

entdo para todo N € Ny, existe uma constante positiva Cy > 0 tal que

o“f (0
f(z)— Z %xa <Cy|z|V, Vo e R™.
la|<N
1
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Resposta:
Vemos que
fl@y=> aaf *+N Z / (1—0)N 1o f () do
la|<N la|= N
Logo
fl)y= > 7 0) ol < i 3 7/ — )N oo f (0z) )| 2| <
arw o= |

NS s, 007 @) 2l = (NS Ssupcqn |07 )] | el

o= N la|=N

Exercicio 4. (Hounie capitulo 1 ex. 1) Determine quais das fungdes abaixo sdo func¢oes teste (elementos de

C (R)): 1
S et O<e <1
a)f(x)—{ 0, z<0oux>1
cos(z), |[z| < T

1

(an2—22) us

o) f(x) = cos (z)e § ,ﬂ|m| <3
07 |$| - 9

Resposta:
Das funcoes acima, apenas a) e b) pertencem a C2° (R). Para a) basta verificar que

k

. d* ;1 d 1
lim ——r- (ew(l'*U) = lim — (e““”) =0,
z—0+ dx a—1- dak
para cada k € Ny. Basta mostrar que as derivadas vao ser somas de expressoes da forma
1 1
-
7 (x —1)
e lembrar que a exponencial decai muito mais rapidamente do que as inversas de polindmios
Para ¢) o argumento é o mesmo. No entanto aparecem termos sen (x) e cos (z) nas expressoes das derivadas

1
ex(z—1)

que, no entanto, nao interferem no limite tomado.
a funcdo b) nao é C™ ja que

d
lim —cos (z) = — lim sen (z) = —sen ( ) =—-1+#0.
=% AT =% 2
Exercicio 5. (Hounie capitulo 1 ex. 2) Quais das fungdes abaixo sdo fungoes localmente integréveis?
a) f(z)=1 em R.
b) £ (r,9) = st om 2

n

c) f(x) ”an_f em R

(Dica: Use coordenadas polares).

Resposta:
As fungbes em b) e em ¢) sdo localmente integraveis.

a) Nao é localmente integravel. Seja K := [0, 1]. Logo

1 1
/ ldx = lim lda: = lim In(z)} = lim (111(1) —1In (1)> = lim In(n) = cc.
0 " n—oo n n— oo

x n—oo [1 X n—00
n

b) e ¢) Vamos mostrar que ambas as fun¢des sao integraveis na bola unitaria:

1 2 1
/ dxdy = / / —rdrdf = 21 < oc.
B1(0) oJo T

|

1
/ ——d / / —— " drdQ = an " ldr =
B1(0 ||:EH §n—1 r" T2 §n—1 o r"z

T + 1y




LISTA DE EXERCICIOS 1 - TEORIA DAS DISTRIBUICOES E ANALISE DE FOURIER (MAP 5722-4) 3

1
/ dQ/ r~3dr = 2vol (S"71) < co.
Sn—1 0

Assim, seja K C R™ um compacto (n = 2 no caso b)). Logo se f é qualquer uma das func¢oes dos itens b) e ¢
J

acima, temos
[ @< [ f@ldes [ (i@l <,
K B1(0) K\B1(0)

pois fBl(O) |f (z)] dx < oo, pelo que vimos acima e fK\Bl(O) |f (z)| dz, j& que © € K\B1(0) — |f (x)| € uma funcio
continua definida no compacto K\ B;(0). Portanto, é limitada e integravel num compacto.

Exercicio 6. (Hounie capitulo 1 ex. 3) Dizemos que uma sequéncia de fungoes ((i)j)j em L],
1

loc

(Q), em que 2 C R”

é um aberto, converge para ¢ € L () se, para todo compacto K C €, temos

lim [ |6 ()~ ; ()] dw = 0.
K

j—o0

1
loc

Mostre que se f € L
fem L} (Q).

(€2), entdo existem uma sequéncia de fungdes teste (¢;); em C2° () tais que lim; o ¢; =

loc
int (K;41) e para todo compacto K contido em €, existe jo € N tal que se j > jo, entdo K C Kj.
Para cada j € N, vamos escolher x; € C° () tal que x; € igual a 1 numa vizinhanca aberta de K;. Logo

x;f € L'(Q). Sabemos que C° (2) é denso em L' (). Logo existe ¢; € C° () tal que |x;f — d)jHLl(Q) < %

Resposta: Seja f € L} (). Seja (Kj)jGN uma exaustao por compactos de 2, ou seja, 2 = U2 K, K; C

Vamos mostrar, por fim, que lim;_,o ¢; = f em L}, ().

Seja K C Q. Queremos mostrar que lim; o [ |f (z) — ¢; (z)|dz = 0. Mas, temos que

/ @) — & <x>\da::/ @) = fxy + Ixg — 6 (@)] da <
K K

1
J1r=pulde+ [ 10 -os@lde< 4+ [ 1f - plda.
K Q J K
Porém existe jo tal que se j > jo, entdo K C Kj. Assim, (f — fx;)|, = 0. Portanto [, |f — fx;|dz = 0 para
j > jo. Concluimos que para j > jo, temos [, |f (z) — ¢; (z)|dx < % Assim

lim [ |f (@) - 6, (@) dz = 0.
K

j—o0

Exercicio 7. (Hounie capitulo 1 ex. 6) Prove que T': C2° (R) — C dada como T (¢) = [*_ ¢’ (t) dt ¢ a distribuigéo
nula.

Resposta:
Seja ¢ € C2° (R). Logo existe um R > 0 tal que supp (¢) C |—R, R[. Assim,

[e%) R
T(¢)=[ ¢’(t)dt:[R¢’(t)dt:¢(R)—¢(—R):O—Ozo.

Exercicio 8. (Hounie capitulo 1 ex. 7) Quais das fung¢oes T : C° (R) — C abaixo definem distribuiges?

a) T (¢) = [ e (1) dt.

b) T (6) = %, | % (1) at.
C) T(¢) = lim, 400 [¢ (1 + %) —¢ (1)} -
Resposta:

Podemos ver que
a) E uma distribui¢io. De fato T = T, em que f(t) = e’ € C(R) C L. (R).

loc

b) Nao é uma distribui¢do. De fato, 7' ndo é linear. Se fosse linear, entdo teriamos T (—¢) = —T (¢). Seja
¢ € C°(R) uma fungdo ndo nula. Logo % também néo é nula, afinal se % = 0, concluirfamos que ¢ é uma
constante. Como ¢ tem suporte compacto, isto implicaria que ¢ = 0, um absurdo. Assim

6= [ | @)|dr>o0
= — (x)| dx > 0.
oo | dx

Poréem T (—¢) =T (¢) > 0e =T (¢) < 0. Logo T (—¢) # —T (¢).
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¢) Seja ¢ € C° (R). Logo

7()= tim (o (143) =0 = tim ‘1’(”5; 0 _ym=-Ls.

n—oo n—oo
Assim, T = ——(51 que sabemos que é uma distribuigao.

Exercicio 9. (Hounie capitulo 1 ex. 8) Prove que néo existe f € L}, (R) tal que [ f (x) ¢ (x) dz = ¢ (0) para todo
¢ € C (R). (Dica: observe que se isto fosse verdade, terfamos [ f (z) ¢ (z)dz = 0 para ¢ € C° (R\{0}). Isto
implicaria que f = 0 q.t.p em R\ {0}, e, portanto, também em R, ji que {0} tem medida nula. De fato, basta usar
os resultados vistos em sala de aula. Detalhe o argumento)

Exercicio 10. (Hounie capitulo 2 ex. 2 e 5) Calcule as seguintes derivadas no sentido das distribuigoes:
a) (% — a) (H(x)e™).
k
b) 4+ |z|. (Dica: Tente fazer os exercicios 20 a) e b) antes)

¢) (& +a?) (%)

Q) 5y (H (2) H (1).
Acima usamos que H (z) = { L,z >0

0.2 <0 é a funcado de Heaviside.

Resposta:
Podemos calcular as derivadas abaixo a partir da defini¢do:
a) Seja ¢ € C° (R). Logo

@ e @) = - e (L) = [ e P -

(ol - [T aemotwie) =o0) + [ am@e o = 6o+ o) ().

Outra forma de fazer isto é observando que e** é uma fungdo C*°. Logo e**H (x) pode ser visto como a
multiplicacdo da fungio e** pela distribuicdo H(x). Assim, vale regra de Leibniz pelo que vimos em sala de aula:

% (e*H (x)) = % (e*)H (z) + eaz% (H (z)) = ae™H () 4+ 6o = ae®* H (x) + dp.

d ; d? d* k—2)
b) 4& || = sign (2), {55 [2] = 200 e 455 [a] = 25 se k > 2.
c¢) Podemos novamente usar a definicdo como no item a) ou aplicar regra de Leibniz. Com a regra de Leibniz

(mais rapido) obtemos:
d 5\ cos (azx)
el P H (2) =
<d:v +a ) a (@)

ddm (cosiax)) H(z) + cosC(Lax) % (H (2)) +

cos (ax)

5 cos (ax)

—sen (ax) H (z) + do + acos (ax) H (z) =

cos (ax)

do + (acos (ax) — sen (ax)) H (x) .
d) Vamos usar a defini¢do. Seja ¢ € C° (]R2). Logo

o 5%
o (@) H () (9) = 1 (0) 1 ( My)

/(; ( 0 6m8y v Y /0 8y 0 855 ( )

/Ooosy(_qs(o,y))dy:qs(o,o) = 3o (¢)-

Assim 52 (H (x) H (y)) = do.

Exercicio 11. (Hounie capitulo 2 ex. 7) Mostre que se u € D’ (R) satisfaz % = dp, entdo existe uma constante

ceCtalqueu(z)=H(z)+c.
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Resposta:

Seja v = H(x), em que H é a funcio de Heaviside. Logo, se ¢ € C° (R), temos
d _ dp\ - o @ o B B B
i@ = (F) == [ L= lim ()~ 60)=6(0) =0 (0),

Assim, concluimos que -tv = §y. Seja u € D' (R) tal que -tu = §y. Concluimos, assim, que 4 (u—v) = 0.

Vimos em sala de aula que isto implica que v — v = C, em que C € C é uma constante. Logo u = H(x) + C.

Exercicio 12. (Grubb ex. 2.1) Seja I C R um intervalo aberto. Seja ¢ : I — C uma funcao analitica. Mostre que
se ¢ € C(I), entdo ¢ = 0.

Resposta:

Seja ¢ € C° (I) analitica. Seja N :={t € I : ¢\ (t) =0, Vj € Ng}. Como ¢ tem suporte compacto, existe um
aberto tal que ¢ se anula. Portanto, este aberto esta contido em N. Assim, N # (). Vamos agora provar que N &
aberto e fechado.

N é fechado.

Seja (tn),eny C N uma sequéncia e t € I tal que lim, o t, = t. Assim, para todo j € Ny, temos que

0= lim oY (t,) = (t).
n— oo
Logo t € V.
N ¢é aberto.

Seja tg € N. Como ¢ é analitica, existe € > 0 tal que |tg — €,to + €[ C I e, para todo ¢ € Jtg — €,ty + €[, temos

que
o0

1 . .
p(t) = Z WSD(J) (to) (t — to)” = 0.
=07’

Assim, <p|]t0_e_t0+e[ = 0. Logo todas as derivadas também se anulam nesta bola. Isto implica que Jto — €,to + €[ C
N. Assim, N é um aberto.

Como I é um conexo e A é um aberto e fechado ndo vazio contido em I, concluimos que I = N. Portanto,
p=0.
Exercicio 13. (Grubb ex. 2.5) Mostre que se p € C2° (R") e supp (¢) C Bg (0), entdo

SUpern | ()| < 2Rsup, cgn [0, ()] -

Dica: Expresse ¢ como uma integral de 0, ¢.

Resposta:
Como ¢ € C° (R) é tal que suppy C Bg (0), vemos que

(X1 ) = @ (X1, 0y Ty) — @ (=R, oy xp) = / O, (b, ..., xy) dt.
—R

Assim
R

|90($17...,£L'n)| S /R |8I1§0(t,a$n)|dyj § 2Rsupx€R" |8171§0(x)‘ .

Concluimos que
Supern | (2)] < 2R sup,egn [On, ¢ ()] -
Exercicio 14. (D.K. ex. 2.2) Seja ¢ € C° (R), ¢ # 0 e 0 ¢ supp¢p. Consideremos as seguintes sequéncias:
i) 6(x) = Lo(e — j).
ii) ¢(x) = j%, (jx), em que p € N.
i) ¢;(z) = e’ p(jz).

kg
a) Para cada uma das sequéncias acima, mostre que, para cada x € R e para cada k € Ny, a sequéncia (d & (:Jc)) 4
J

da*
converge para zero. Mostre que a convergéncia é uniforme no item ).
b) Determine quais das sequéncias acima convergem a zero em CZ° (R).

Exercicio 15. (D.K. ex. 2.3) Seja ¢ € C2° (R") uma funco tal que ¢ > 0, suppp C By (0) e [ ¢ (x)dx = 1.
Definamos ¢, (z) = % ¢ (£). Dado ¢ € C¥ (2), k € Ny, mostre que:

a) 0% (¢ * ¢e) = (029) * ¢, para todo || < k.

b) lim. 09 * ¢ = ¥ em C¥ ().
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¢) Conclua que C° (£2) é denso em C¥ (€2) no seguinte sentido: Dado ¢ € C¥ (), existe uma sequéncia (pj); C
C> () tal que lim; o ¢; = p em C* (Q).
Exercicio 16. (D.K. ex. 3.1 e 3.2) Considere a distribuicio u € D’ (R) definida abaixo:
d*¢
u(@) = —— (0).

a) Mostre que a ordem de u é menor ou igual a k € No.

b) Prove que a distribui¢do acima é de ordem exatamente igual a k € Ny.

(Dica: Seja 1 € C2° (R) tal que ¢ (0) = 1. Definimos @5 (z) = 2*¢ (%£). Suponha que a ordem de u seja menor
do que k. Use as fungoes ¢5 para obter uma contradi¢do. O argumento completo pode ser encontrado no exemplo
2.1.2 do livro do Hérmander)

Exercicio 17. (D.K. ex. 3.4) Verifique que u, v e w definidas abaixo sao distribui¢oes em R?:

i) (¢) 0102, 9(1,1).
= [ ¢ (t,0)dt.

111) w (qﬁ) = [ps e”xH ¢ () dz, em que ||z||* = 22 + 22.

Resposta:
i) u é linear, pois

u (a¢ + 51/]) = az1az2 (O‘¢ + ﬂ¢) (1’ 1) = aazla$2¢(17 1) + 689618127!}(1’ 1) = au (d)) + Bu ('l/}) .
u é continuo, pois

ii) v é linear, pois
vm¢+ﬁw:34@w+6w@ﬂﬁﬁ:a4¢aﬂwﬁ+54wamwﬂ:aw@+ﬂvw»

v é continuo, pois para todo K C R?, existe uma constante C tal que
[0 ()] < Cllgllgo, Vo € CF (K).
De fato, seja R > 0 tal que K C Bg (0). Logo se ¢ € C° (K), entdo

vszgwmﬂzjiMMMt

iii) w é uma distribui¢do. De fato, w = T, em que f : R? — C dada por f(z) = elzl” ¢ localmente integravel.
Logo T’y define uma distribui¢ao, conforme foi visto em sala de aula.

R
< [ lo0ld <28 [9]c.
—R

Exercicio 18. (D.K. ex. 3.5) Consideremos fungoes e distribui¢oes em R?:

a) Seja r : R — R dada por 7 (z) = ||z|| = /2% + ... + #2. Mostre que 1 e In (r) definem distribuicdes em R,
Qual é a ordem destas distribuicoes?

b) Definimos u (¢) = foﬁ (cos (t) Ox, + sen (t) Oz,) ¢ (cos (t) ,sen (t)) dt. Mostre que u define uma distribui¢do em
R2. Qual é a sua ordem7

¢) Definimos u (¢) = [ (—sen (t) 9z, + cos (t) Oy,) ¢ (cos (), sen (t)) dt. Mostre que u define uma distribuigao
em R2. Qual ¢ a sua ordem"

Exercicio 19. (D.K. ex. 3.6) Mostre que se f é uma funcdo continua e Ty é a distribui¢do que corresponde a f,
entao Ty > 0 se, e somente se, f > 0.

Resposta: Suponha que f > 0. Logo se ¢ € C° () é tal que ¢ > 0, entao

/f z)dx >0,

j& que estamos integrando uma func¢ao positiva. Logo 17 > 0.

Suponha que Ty > 0. Se f nao for ndo negativa, entdo existe xz, € Q tal que f(x¢) < 0. Como f é continua,
existem constantes ¢ > 0 e r > 0 tais que f(x) < —c para todo z € B, (zp). Desta maneira, escolhendo ¢ €
C2° (B, (%0)) tal que ¢ > 0 e [ ¢dx =1, concluimos que

/f dx—/BT(zo)f(a:)¢(x)da:§ —c/Br(zo)cﬁ(x)dx:—c<O.

Logo Ty nao é positiva. Assim, Ty > 0 implica f > 0.
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Exercicio 20. (D.K. ex. 4.1 e 4.2) Prove que:
a) <L |z| = sign (z), em que sign (z) ¢ a funcdo igual a 1sex >0 e a —1 se z < 0.
b) L |a] = 20.
¢) Ln(z) =PV (1).

Exercicio 21. (D.K ex. 4.4) Seja A€ Ce f: R — C a funcdo definida como
f(x):{ eM x>0

0,z<0

Prove que as derivadas de f satisfazem:
d" k - k—1—j &
=

Seja p um polinémio de grau m > 0 tal que p(\) = 0. E verdade que p(9) f = 0?7 Calcule a ordem de f.
Resposta:

Exercicio 22. (D.K. ex. 4.6) Sejap € R" e v; () = =, 1 < j < n. Verifique que v; sdo localmente integréaveis
em R" e que, portanto, definem distribuicoes em R™. Prove que

div (v) = Z Op,v5 = Cplp,
j=1

em que ¢, denota o volume da esfera S*~!.

Exercicio 23. (D.K. ex. 4.7) Para € R™\ {0}. Definamos
R S
E(z)={ @melal2 " #2
o Iz, sen =2

a) Mostre que existe uma constante c € C tal que J,, F' = cv;.
b) Mostre que AE = §, em que
n
2
A=) 02
j=1

Exercicio 24. (D.K. ex. 4.8) Seja I C R um intervalo aberto. Suponha que ¢, ..., ¢ € Cea; < ... <ay € R.
Ache as solugdes u € D' (I) de 2+ = ?:1 Cjla;-

Resposta: Seja H (x — a), em que H é a fungdo de Heaviside. Logo
d d > d
L H (@ —a)(6) = ~H (z — ) <¢> —- [ @

Il
<
—

S
~—

I

>
S)
—
<
~

dx dxr dxr

Assim, obtemos que %H (z — a) = 4,. Portanto,

d [ 9y q
. chH(x—aj) :ch%H(x—aj):ch(Saj.
j=1 j=1 j=1

Portanto, - (u - 23:1 c;H (z — aj)) = 0. Logo u = 25:1 ¢;H (x — aj) + ¢, em que ¢ € C, pelo que foi visto
em sala de aula. Assim, as soluc¢oes sdo todas desta forma.



