1. ConvoLugio DE FUuNgOEs L? (R™)

Problema 1. Vimos a defini¢io de convolugio entre as seguintes distribuigdes/funcdes: L], . (R") x C (R™),
D' (R") %« C® (R™), D' (R™) % & (R™), & (R™) x C> (R™), S(R™) xS (R"), &' (R™) * S (R") e S’ (R™) « &' (R™). No
entanto, nos exercicios apareceu a convolucao entre as funcgoes %(M) %ﬂm). Estas fun¢oes sdo ambas L? (R"),
mas nado sao integraveis. Qual é afinal a defini¢do de convolugdo entre estas duas fungoes? Vale a propriedade
F(uxv) = F(u)F(v), quando u e v sao L?(R")? Isto é importante, ji que esta propriedade foi usada no
exercicio. As demonstracdo da primeira proposicao foi retirada do livro de equacoes diferenciais de W. Arendt e K.
Urban.

Definicao 2. Sejam f € L? (R") e g € L? (R™). Definimos f % g : R® — C por
frg@)= | flz-y)g(y)dy.
Rn

E facil ver que a definicio acima faz sentido. De fato, para cada x fixo, a funcio y € R” — f (z —y)g(y) € C é
integravel, ja que, usando Cauchy-Schwartz, temos
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Em particular, a estimativa acima mostra que f* g € L (R") e que |f * gllpecmny < [Ifllz2n) 191 p2@n)-
Podemos provar ainda mais. De fato, a seguinte proposicao é valida:
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Proposigao 3. Sejam f e g fungées em L? (R™). Logo f*g é uma funcio continua tal que lim ;5o f* g (x) =0,
ou seja, fxg € Cy(R™) (fungdes continuas que vao a zero no infinito).
Demonstragdo. Sejam (f;);cy uma sequéncia de fungoes em C2° (R™) que converge a f em L?(R") e (95) e uma
sequéncia de fungoes em C2° (R™) que converge a g em L? (R™). Logo f; x g; € C=° (R™) C Cp (R™). Sabemos que
Cp (R™) é um espago de Banach com a norma do sup, ou seja, é um subconjunto fechado de L>° (R™). Assim, se
mostrarmos que f;  g; converge a f * g em L (R™), concluiremos que f x g € Cy (R™).
A prova da convergéncia em L (R™) é simples. Basta ver que
1fxg—=Fi*gillpoony =If 9= Fi*g+ fi*xg—fi*gjll poe gy =
I = Fi)* g+ i % (9 = 9l poe gy SN = F5) % 9ll oo @y + 115 (9 = 9i) | oo ) <
If - fj”LZ(Rn) ||g||L2(R") + HfjHLz(Rn) lg — gj”Lz(Rn) —0,J — o0.
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Como as fungoes em L™ (R™), em particular as fungdes em Cy (R™), definem distribuigdes temperadas, concluimos
que fxg € S’ (R™). Desta maneira, F (f * g) estd bem definido e pertence a S’ (R™).

Por outro lado, como f e g pertencem a L? (R™), concluimos que F (f) e F (g) também sdo fungoes que pertencem
a L% (R™). Portanto, vemos que F (f) F (g) € L* (R"), ja que, repetindo o argumento anterior, temos
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Portanto F (f) F (g) também define uma distribui¢do temperada, ou seja, F (f) F(g) € S'(R™). Tendo estas
observacoes em mente, podemos provar a seguinte proposicao:

Proposicao 4. Sejam f e g funcoes em L?(R"). Logo a distribui¢do temperada F (f x g) é dada pela fungdo
F(f)F(9)-

Demonstragao. Observemos que a inclusdo L (R™) < &' (R") € continua. De fato, se (f;),cy ¢ uma sequéncia em
L*> (R™) tal que lim;_, f; = f em L> (R"), entdo para todo ¢ € S (R™) temos
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Concluimos, assim, que lim,_,~ f; = f em S’ (R"™).

Sejam (f;) ;o uma sequéncia de fungdes em CZ° (R") que converge a f em L*(R") e (9) jen uma sequéncia
de fungdes em C2° (R™) que converge a g em L? (R™). Vimos que f; * g; converge a f * g em L> (R"). Portanto
também em S’ (R™). Logo, como F : &' (R") — &’ (R™) é continua, concluimos que

lim F(fj*g;) = F (fxg), em S'(R").
j—o00
Da mesma forma, como lim;_, f; = f em L?(R") e lim; .00 g; = g em L? (R™), temos que lim;_,o F (f;) =

F(f) em L?(R") e limj_ o0 F (g;) = F (g) em L?(R™). Isto nos diz que lim; o F (f;) F (g;) = F (f) F (g) em
L' (R™). De fato, temos

IF () F(9) = F D) F @)l pr@ny = I(F () = F (Fi) F (9) + F (f3) (F(9) = F ()l 1 gy <

IF () = F Ul ooy IF @l 2@ny + I1F (F)ll L2y 1F(9) = F (95)ll L2y = 0, 5 = 00
Vimos em sala de aula que a inclusdo L' (R™) < &’ (R") é continua, Isto implica que lim; o F (f;) F (g;) =
F(f)F (g) em S’ (R"). Como f; e g; pertencem a C (R™), temos F (f; * g;) = F (f;) F (g;). Logo

F(f*g) =j1Lrglof(fj*gj) ngrgof(fj)f(gj) =F(f)F(9).



