SEGUNDA PROVA - CALCULO V - MAP 0217 / MAT 0311 .

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

ExERcicIo 1
Considere a seguinte fungio f : R? — R:

_ ] EE s (2,y) #(0,0)
Jew) = { 0. se (2,1) # (0,0)

(1,0 ponto) a) Mostre que existe g—f} (0,0), para todo v € R%. Calcule g—{) (0,0), em que v = (v1, v2).

1,0 ponto) b) A igualdade (V f (0,0),v) = of 0,0) é sempre valida? Prove ou dé um contraexemplo.
g v

(0,5 ponto) ¢) A funcédo f é diferenciavel em (0,0)? Justifique.

EXERcicIO 2

Seja f: R™ — R uma funcao de classe C*°.

(1,0 ponto) a) Suponha que f (z) = 0 para todo z € S"~! := {z € R™; ||z|| = 1}. Prove que existe um ponto
critico de f em Bj (0) := {x € R™; ||z|| < 1}.

4

(0,5 ponto) b) Suponha que d*f (0) (v) = Dokl vaﬂ)kw > 0, para todo v = (vy, ...,v,) # 0. Mostre

que existe uma constante ¢ > 0 tal que d*f (0) (v) > ¢|[v||* (Dica: Use que S™~1 ¢ compacto e escreva v = ||v| ﬁ)
2 o2 23 .
(1,0 ponto) ¢) Suponha que f (0) =0, %fj (0) =0, Waka (0)=0e leiaxz (0) = 0 para todo j,k,l € {1,...,n}.
4

Suponha que para todo v = (vy,...,v,) # 0, temos d*f (0) (v) = Zi,j,k,l inv]’vkvl > 0. Prove que o
ponto 0 é um ponto de minimo local de f. Ele ¢ um ponto de minimo local estrito de f? (Dica: Use série de Taylor)

ExErcicio 3
Seja f : R® — R uma funcéo de classe C' e S? a esfera definida como 52 := {(z,y,2) € R% 2% 4+ y* + 22 = 1}.

(1,5 ponto) a) Seja f (z,y,2) = v+ y + 2. Ache os valores de maximo e de minimo de f|g., ou seja, de f na
esfera.

(1,0 ponto) b) Seja f (z,y, 2) = ax?® + ey® + gz% + 2bxy + 2cxz + 2fyz, em que a, b, ¢, d, e, f, g € R. Mostre que
os valores (z,y,2) € R? que correspondem ao maximo e ao minimo de f em S? sdo autovetores da matriz

QO o Q
~ 0 o
Q@ - 0

EXERciIcIO 4

Seja g : R* — R uma funcao de classe C' e F : R™ x R — R dada por
F(r,y) =y (1+y°) —g(z).
(1,0 ponto) a) Mostre que para cada x € R", existe um tnico y € R tal que F (z,y) = 0.

(1,5 ponto) b) Mostre que existe uma unica fun¢do f : R” — R tal que g (z) = f (z) (1 +f (a:)G). Prove que ela

é de classe C1.
1
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FOrRMULARIO.

Definigao 1. Seja Q C R™ um aberto e f :  — R uma func¢do. Dizemos que f ¢ diferencidvel em xo € Q se existe um
funcional linear df (zo) : R™ — R tal que

Tzo (h) := f (zo + h) = f (z0) — df (20) (h)

20" _ o Dizemos que f é diferenciavel, se for diferenciavel em todo x € Q.

satisfaz limy,_o 1

Proposigao 2. Seja f:Q — R uma funcdo diferencidvel em xo € 2, em que Q € um aberto de R". Logo:

1) Para todo v € R™, existe a derivada direcional g—{) (z0) := limy—0 w

. A derwada direcional satisfaz % (z0) =
df (o) (v). As derivadas direcionais c’?efj (z0), para j € {1,...,n}, em que e1 = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ... formam a
base canonica de R", sdo chamadas de derivadas parciais de f. Usamos a notagdo an (zo0) == (xo).

em que Vf( 0), também

2) O funcional linear df (zo) é dado pela expressio df (zo) (h) = 27, 2L (20) h; = (V.f (o),
0) s s 2L (20)).

j=1 Bzc
Proposigao 3. Seja f : Q — R uma fungdo, em que Q é um aberto de R"™. Se todas as derivadas parciais ezistem em todos
0s pontos de §2 e % : Q = R sao fungées continuas para todo j € {1,...,n}, entdo f € diferencidvel. Neste caso, dizemos
J

>
(=

denotado por grad(f)(zo), é chamado de vetor gradiente de f e tem a expressio V f (zo) = (aml

que f € de classe C".

Definicao 4. Seja f: Q — R uma fungdo, em que  é um aberto de R™, e k > 1. Se todas as derivadas parciais de ordem
ot

1...0m;;
dizemos que f é de classe C*. Dizemos que uma funcdo é de classe C° se ela for continua.

menor ou igual a k, ou seja, derivadas da forma 55— (z), z € Q el < k, existem e definem fun¢oes continuas em €,

Teorema 5. Seja f: Q — R uma fungdo de classe C°°, em que Q C R™ é um aberto. Logo, para todo k € N, z e x+v € Q,
temos

fl@+v) = +Zl,df ry (v),

L .
em que d'f (x) (v) =37 _) . 20, f%cila-fff)zil (@) viy vy, v = (v1,...,vn) € limyyo THTU(H? =0.

Definicao 6. Seja f: Q — R uma funcdo diferenciavel, em que Q é um aberto de R™. Dizemos que zo € 2 é um ponto de
minimo local de f se existir um aberto U C 2 tal que zo € U e f(y) > f(z0) para todo y € U. Dizemos que zg € 2 é um
ponto de minimo local estrito de f se existir um aberto U C Q tal que zo € U e f(y) > f(xo) para todo y € U\ {z0}. Um
ponto de méaximo local de f é definido da mesma forma, substituindo > por < e > por <.

Seja M C Q uma hiperficie. Dizemos que xo € M é um ponto de minimo local de f|,, se existir um aberto U C  tal que
xzo € U e f(y) > f(xo) para todo y € U N M. Dizemos que xo € 2 é um ponto de minimo local estrito de f|,, se existir um
aberto U C Q tal que o € U e f(y) > f(zo) para todo y € (UN M)\ {zo}. Um ponto de maximo local de f|,, é definido
da mesma forma, substituindo > por < e > por <.

Proposigao 7. Seja f : Q — R uma funcgdo diferencidvel, em que Q é um aberto de R™. Todo ponto de mdzimo ou minimo
local de f é um ponto critico de f, ou seja, satisfaz df (zo) = 0.

Proposigao 8. Seja f : Q — R uma funcao diferencidvel, em que Q é um aberto de R™, e M C Q uma hiperficie de
classe C'. Todo ponto de mdzimo ou minimo local de f|,, é um ponto critico de f|,;, ou seja, df (xo) (v) = 0, para todo
v € TpoM := {7 (0), v:]-6,8] = M € diferencidvel e~y (0) = zo}.

Teorema 9. Seja f: Q2 — R ep: Q — R fungoes diferencidveis, em que Q € um aberto de R™. Seja ¢ € R um ponto reqular
de ¢, ou seja, ¢ € um ponto da imagem de ¢ e, para todo x € Q tal que p(x) = ¢, temos dp(x) # 0. Seja M a hiperficie
@ (c). Logo x € Q é um ponto critico de [l se, e somente se, existe A € R tal que

{ p)=c
Vf(z) = AV (x)

Teorema 10. Seja f : Q@ — R uma fungio de classe C*, k > 1, em que Q C R™*' é um aberto. Seja (xo,1y0) € R™ x R
um ponto de Q tal que f(xo,yo) = c e g—?’: (zo,y0) # 0. Logo eziste uma bola aberta B = Bs (zo) C R"™ e um intervalo
J =1lyo — € yo + €[ com as sequintes propriedades: B

1) BxJCQe g—i(m,y)#()pam todo (z,y) € B x J.

2) Para todo x € B, existe um tnico y = & (x) € J tal que f (x,y) = f (x,€(x)) = c. A fungdo £: B — J ¢ de classe C*

o () = i (#6(2)) todo i — 1
e oz, x) = %(%E(ﬂc)) , para todo 3 =1,...,n



