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A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

ExXERcicIO 1

(1,0 ponto) a) Verifique que a fungdo d : R x R — [0, oo dada pela expressdo abaixo é um métrica em R.

_ 0,sex =y
d@wy_{1+w—thx#y

(1,5 ponto) b) Consideremos em R duas métricas. A métrica d definida acima e a métrica usual dy : RxR — [0, oo
definida como dy (z,y) = |y — z|. Seja f : R — R a fun¢do dada por

0,sex =0
f(x)—{ 1+ |z|,sex #0
Prove que f: (R,dy) — (R, dy) ndo é continua, ou seja, f ndo é continua na métrica usual de R.
Prove que f : (R,d) — (R,dy) é continua, ou seja, f ndo é continua quando o dominio tem a métrica definida
acima e o contradominio tem a métrica usual.
EXERcIcCIO 2
Seja K C R™ um conjunto compacto e conexo. Seja f: K — R" continua.
(0,5 ponto) a) Mostre que ¢ : K — R™ x R™ dado por ¢ (z) = (z, f (x)) é continua.
(1,0 ponto) b) Mostre que o conjunto graf (f) := {(z, f (x)); © € K} é conexo e compacto.

(1,0 ponto) ¢) Seja p € R™ um ponto que pertence a imagem de f. Prove que f~! (p) ndo é homeomorfo a R™.

EXERcICIO 3

Sejam (M, d) um espago métrico, X C M e Y C M subconjuntos de M.

(1,5 ponto) Prove que X UY = X UY e int (X NY) = int (X) Nint (V).

(1,0 ponto) Suponha que M = X UY, XNY # P e X e Y sdo conjuntos conexos. Mostre que toda func¢io
continua f : M — Q é constante.

EXERcicIO 4

Seja (M, d) um espago métrico e X C M.

(1,5 ponto) a) Seja x € M. Mostre que se y € B (), entdo |d (y,X) —d(x, X)| < e. (Lembre que d(z,X) :=
inf {d(z,y); y € X})
(1 ponto) b) Seja C C M um conjunto conexo. Mostre que para todo ¢t € R tal que inf{d(y,X); y € C} <t <
sup{d(y,X); y € C}, existe zy € C tal que
d (ZE(), X) =1.
(Dica: Conclua de a), que © € M + d (z, X) € R é uma fungdo continua. Use este fato.)
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FOrRMULARIO.

Definigao 1. (Espago Métrico) Um espago métrico (M, d) consiste de um conjunto M e uma fung¢ao d: M x M — [0, oo]
chamado métrica que satisfaz:

1) d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y.

2) d(z,y) = d(y,x), para todo z,y € M.

3) d(z,2) <d(z,y)+d(y,2).

Definig¢ao 2. (Fungio continua) Sejam (M, d) e (N, J) dois espagos métricos e f : M — N uma fungdo. Dizemos que f é
continua se qualquer uma das propriedades abaixo vale (qualquer uma das propriedades abaixo implica as demais):

1) Para todo z € M e € > 0, existe 6 > 0 (que pode depender de z e ¢) tal que se d(y,z) < 4, entao cZ(f (v), f(z)) <k,
ou seja, f (B3' (z)) C BY (f (z)) (B™ sao bolas em M e B" sio bolas em N).

2) Seja F' C N um conjunto fechado. Logo f~* (F) é um conjunto fechado de M.

3) Seja A C N um conjunto aberto. Logo f~! (A4) é um conjunto aberto de M.

4) Seja X € M. Logo f (X) C f(X).

Uma funcdo f: M — N é um homeomorfismo se for bijetora, continua e f~!: N — M for continua.

Defini¢ao 3. (Aberto/Fechado/Interior/Fecho) Seja (M, d) um espago métrico.

1) Dizemos que A C M é um aberto se para todo z € A, existe ¢ > 0 tal que B.(x) C A, em que Bc(z) =
{y € M; d(y,z) < €} é a bola aberta de raio € e centro z.

2) Um conjunto F C M é fechado se F° := M\F é um conjunto aberto. F é fechado equivale a: i) Se d(z, F) = 0,
entdo x € F. ii) Todo ponto de aderéncia de F' pertence a F. iii) Se (z,), é uma sequéncia convergente e x, € F, entao
limy, oo xn € F.

3) O interior de um conjunto X € M é o maior aberto contido em X. Isto equivale a: i) int (X) é a unido de todos os
abertos contidos em X. ii) z € int (X) se, e somente se, existe € > 0 tal que Be (z) C X.

4) O fecho de um conjunto X € M é o menor fechado que contém X. Isto equivale a: i) X é a interseccio de todos os
fechados que contém X. ii) x € X se, e somente se, x é um ponto de aderéncia de X, ou seja, para todo € > 0, Be (z)NX # 0.
iii) € X se, e somente se, d(z,X) = 0. iv) z € X se, e somente se, existe uma sequéncia (z,), com z, € X tal que
limn—oo Tn = .

Defini¢ao 4. (Conexo) Dizemos que um espago métrico (M, d) é conexo se o finico conjunto aberto e fechado contido em
M & o vazio e o conjunto M. Isto equivale a: Se M = AUB, ANB =0e Ae B sao abertos, entaio A = M e B = () ou
A=0e B = M. Dizemos que X C M é conexo se (X, d|XXx) é conexo.

Para conjuntos conexos valem as seguintes propriedades:

i) Sejam X,, o € A, conjuntos conexos. Se NpearXa # 0, entdo Uyep X € um conjunto conexo.

ii) Se X C M & um conjunto conexo, entdo X também é um conjunto conexo.

iii) Se f : M — N é uma fungdo continua e M é um conjunto conexo, entdo f (M) também é um conjunto
COnexo.

Definicao 5. (Compacto) Dizemos que um espago métrico (M, d) é compacto se dado uma colegao (Aq),cp C M
de conjuntos abertos tais que M = Uyepr Ay, entao existe o, ..., ap € Atal que M = A,, U...UA,, . Isto equivale
a: Toda sequéncia de (x,), de M tem uma subsequéncia convergente. Dizemos que X C M é compacto se (X, d|y, )
é compacto.

Para conjuntos compactos valem as seguintes propriedades:

1) A intersec¢do de compactos é um conjunto compacto.

2) A unido de finitos compactos é um conjunto compacto.

3) Se f: M — N é uma fungdo continua e M é um conjunto compacto, entdo f (M) também é um conjunto
compacto.



