LISTA DE EXERCICIOS 2 CALCULO V - MAP 0217 - MAT 0311

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/EDO2

Os exercicios a seguir foram selecionados ou inspirados no livro do autor Elon Lages Lima: Espacos Métricos,
Terceira Edi¢ao. (E.M.X.Y) indica exercicio Y do capitulo X deste livro.

ExErcicio 1 :
Sejam (M, d) e (N, d) espacos métricos e f : M — N uma funcdo. Suponha que existam fechados Fi, ..., F}, em

M tais que M = Fy U...U F,, e tais que f|Fj : F; — N sejam funcoes continuas.
i) Mostre que f é uma funcao continua. (Dica use a caracterizagio de fungdo continua com inversos de fechados)
ii) Mostre que se, ao invés de um nimero finito de fechados, tivermos um ntmero infinito, entdo ndo podemos
concluir que a fungdo f é continua. (Dica: Lembre que {x} é sempre um conjunto fechado)

ExErcicio 2 (E.M.2.2)
Sejam f,g : M — N func¢oes continuas no ponto a € M. Se f (a) # g(a), entdo existe uma bola aberta B de
centro a tal que f (B)Ng(B) = 0. Em particular, z € B = [ (z) # g (2).

ExEercicio 3 (E.M.2.3)

Sejam f,g: M — N funcoes continuas. Dado a € M, suponha que toda bola de centro a contenha um ponto x
tal que f(x) = g (z). Conclua que f (a) = g(a). Use este fato para mostrar que se f,g : R — R sdo continuas e
f () = g (x) para todo x racional, entdo f = g.

EXERcicIO 4
Encontre um exemplo de homeomorfismo entre dois espagos métricos f : M — N tal que f é uniformemente
continua, mas f~! é continua, mas nio ¢ uniformemente continua. (Dica: Considere f : ]1,00[ — ]1, 00[ dado por

ft) =V

ExEercicio 5 (E.M.2.17)

Dada f : M — N, se existem constantes ¢ > 0 e « > 0 tais que f cumpre a “condigao de Holder” d (f (z), f (y)) <
cd (z,y), para quaisquer x,y € M, entdo dizemos que f é holderiana. Mostre que se f é holderiana, entdo f é
continua. Mostre que se f: I — R é holderiana, em que I C R é um intervalo e o > 1, entao f é constante.

ExErcicio 6 (E.M.2.19)
Sejam dadas as funcoes f: M - Reg: M — R. Defina fVg: M -Re fAg: M — R por

(fVg)(x) =max{f(z),g(z)}
(fANg)(z) =min{f (z),g(x)} ’

para cada z € M. Prove que se f e g sao continuas em um ponto a € M, entao fVg: M —-Re fAg: M - R
também sao continuas em a. Conclua que se f e g sao continuas, entao fV g e f A g também sao.

ExEercicio 7 (E.M.2.22)
Seja M = AUB, Se f: M — N étal que f|, e f|g sdo continuas, entdo f é continua em cada ponto a € AN B.

ExEercicio 7 (E.M.2.23)
Num espago métrico M, sejam F := B, [a] e G = (B; (a)), onde 0 < r < s. Mostre que a funcio f: M — [0, 1]
definida por
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ExEercicio 8 (E.M.2.28)
Sejam fM — N continua e Y C N néo vazio. Se a € M é tal que d(f (a),Y) > 0, entdo existe uma bola B, (a)
tal que x € B, (a) implica que d (f (z),Y) > 0.

ExERcicio 9 (E.M.4.2)
Seja ¢ : M — N um homeomorfismo local. Dado o espago métrico X, sejam f,g : X — M continuas tais que
po f=pog. Mostre que se X for conexo, entdo f = g ou entdo f (x) # g (x) para todo = € X.

ExEercicio 10 (E.M.4.11)

Prove que um espago métrico (M, d) é conexo se, e somente se, toda fungio continua f : M — {0,1} é contante.
Use isto para demonstrar (novamente) que:

1) O fecho de um subconjunto conexo S C M também é conexo.

2) Se (Xoé)aeA sao subconjuntos conexos de M com um ponto em comum, entao Uyecp X, também é um conjunto
conexo.

ExEgrcicio 11 (E.M.4.12)
Seja f : M — R uma funcao continua. Se ¢ € R é um nimero estritamente compreendido entre o0 méximo e o
minimo de f em M, entdo f~! (c)® é desconexo.

ExERrcicio 12 (E.M.4.15)
Para toda fungio continua f : S' — R, prove que existe um ponto z € S! tal que f (x) = f (—z).

ExEercicio 13 (E.M.4.17)
Prove que, no circulo S', o complementar de um conjunto conexo ainda é conexo.

EXERcicIO 14

Seja (M, d) um espago métrico. Seja A C M um subconjunto de M.

i) Prove que a funcdo g : M — R dada por g () = d (z, A) é continua.

ii) Use item i) para mostrar que se ' C M é fechado e K C M é compacto, entdo d (K, F) > 0.

ExEercicio 15 (E.M.6.5)
Dada f : [0oo[ — R. Suponha que exista a > 0 tal que f|[07a] e f|[a so] S€jam uniformemente continuas. Prove
que f é uniformemente continua.

ExEgrcicio 16 (E.M.6.6)
Seja X C M um conjunto denso e f : M — N uma fun¢do continua. Se f|y é uma funcdo uniformemente
continua, entdo f é uniformemente continua.

ExEercicio 17 (E.M.6.11)

Mostre que um polindmio nao nulo p : R — R é uma fung¢ao uniformemente continua se, e somente se, tem grau
<1

ExErcicio 18 (E.M.8.2)
Sejam K C U C R", onde K é compacto e U é aberto. Prove que existe ¢ > 0 tal que se x € K, y € U e
|z —y|l <e entdo {x+t(y—z);te€[0,1]} CU.

ExEercicio 19 (E.M.8.3)
Sejam K C V C M, onde K é compacto e V & um aberto contido em M. Prove que existe r > 0 tal que
UZDEKBT (x) cV.

ExEercicio 20 (E.M.8.10)
Sejam K = Ny¢p K\ a interseccao de uma familia de compactos no espaco métrico M e U um aberto que contém
K. Prove que existem Ay, ..., A, € L tais que Ky, N...N Ky, CU. Se a familia (K),, for uma cadeia (para todo
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A € L, temos Ky C K, ou K, C K}), entdo K C U implica que K C U para algum A. Se K1 D Ky D ... e
Ny, K, C U, entao existe ng tal que n > ng implica que K,, C U.

ExErcicio 21
Seja (M, d) um espago métrico e K C M um conjunto compacto. Mostre que existem z,y € K tais que

d(z,y) = diam (K) = sup{d (21, 22); 21,22 € K}.

EXERcICIO 22

Mostre que:

1) R ndo é homeomorfo a R" (Dica: Tire um ponto de R e use conexidade)

2) % := {(w,y,2) € R* 2? + y? + 22 = 1} ndo ¢ homeomorfo a R?.

3) S! ndo é homeomorfo a S2. (Dica: Tire dois pontos de S! e use conexidade)

EXERcicIO 23

Resolva os exercicios do capitulo 1 (Topologia do Espaco Euclidiano) do livro Anéalise Real Volume 2 do Elon
Lages Lima. A sexta edigdo tem as resolugoes. (Alguns precisam de resultados sobre sequéncias que serdo dados
nas proximas aulas)



