MAPO0217 — CALCULO DIFERENCIAL
MATO0311 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL V

Exercicios da terceira quinzena
Solucoes

Problema 1
item i)
Dado (M, d) espaco métrico compacto, definimos em C (M, R) a funcdo || : C(M,IR) —

[0, +o0[ por
|7l = sup|feal .
xeM

Note que de fato ||f|| < +oo para toda f € C(M,R), pois M é compacto. Além disso, vale
que:
vxeM,0<|fx)|<|f] - ey

A fim de provar que |-|| ¢ uma norma em C (M, IR), é preciso mostrar as propriedades:
N1 (5 pontos). ||f|| =0=>f=0
Demonstragao. Seja f € C(M,IR) com || f|| = 0. Por (1),
VxeM,0<|f@)|<|f|=o0.
Assim, |f(x)| =0V x € M e, portanto, f(x) =0Y x € M. O
N2 (10 pontos). Paratodos A€ Re f e C(M,R), |Af] = IAl]| f]

Demonstragdo. Temos que:
||7Lf|| = sup|)tf(x)| =sup|A| |f(x)| = |/1|sup|f(x)| =|A| ||f|| ,
xeM xeM xeM

pois sabemos de Andlise na Reta que se @ =0, supa A = asup A. O
N 3 (15 pontos). Paratodas f,g€ C(M,R), ||f+ g|| < ||f|| + ||g||

Demonstragdo. Para todo x € M vale que |(f + 8)(x)| < | f(x)|+|g(x)|. Assim, (1) implica
que:
vxeM, (g0l =17 + gl o

e a cota superior do lado direito ndo depende de x. Portanto,

If+gl =81€113|(f+g)(x)|S 171+l -



item ii) (15 pontos)

Seja ( fn)nelN uma sequéncia de Cauchy em C(M,R). Veja que, para cada x € M fixado,
( fn(x))nelN é uma sequéncia de Cauchy em IR. De fato, por hipétese, dado € > 0 existe
no € IN tal que:
m,nzny = || fu—finl <e. (3)

Mas, por (1), isto implica:

m,n=ng = |fu(x) - fin(0)] <e. (4)
Assim, como R é completo, para cada x € M existe lim,,_., f;;(x). Defina f: M — R por:

SO0 = lim ().

Entdo, f automaticamente satisfaz a condi¢ao pedida.

item iii) (35 pontos)
Seja a € M. Vamos ver que:
Ve>0,36>0tal que |f(x)—f(a)| <esempre que d(x,a) <6,

provando que f é continua em a. Seja, entao, € > 0. Como ( fn) qey € de Cauchyem C (M, IR)
existe ng € IN tal que ||fn —fm || < €/3 quando m, n = ny. Em particular, se m > ny:

| Fin () = fin(@)| < | (%) = fro ()] + | Frrg ) = firo (@) | + | fno (@) — fim(a)|
<[\ fon = foro || + [ Firg ) = frg (@ | + || firg = fi|
£ E
<3+ fu @ = fu(@]+3

Agora, como f,, € C(M,R), f,, € continua no ponto a. Portanto, existe 6 > 0 tal que
| T (x) = fno(a)| < € sempre que d(x,a) <. Assim, se d(x,a) < 6 as desigualdades acima
implicam:
E € €
|[fm(0) = fm(@| <= +=+==¢.
Mas m > ny era arbitrério e o lado direito da desigualdade ndo depende de m. Portanto,

podemos tomar o limite m — oo, obtendo |f(x) — f(a)| < € sempre que d(x,a) <. Como
o ponto a € M era arbitrario, f é continua em M, isto é, f € C(M, R).

item iv) (20 pontos)

E preciso mostrar que, dado € > 0, existe ng € IN tal que | f, — f|| < € para n = ny. Como
(fn) ey € de Cauchy em C (M, R), existe ng € IN tal que | f» — fm| < € quando m, n = ny.
Assim, por (1), se m, n = ng:

VXxeM, |fmx) - falx)|<e.

Como o lado direito da desigualdade ndo depende de m, podemos tomar o limite m — oo,
obtendo:
VxeM, |f(x) - fal®)] e

Agora, como o lado direito da desigualdade nao depende de x, concluimos que, se n = ny:
| fn=f] =sup|flx) - fu0)| <.
xeM

Ou seja, de fato f,, — f em C(M,IR). Logo toda sequéncia de Cauchy em C (M, R) tem
limite em C (M, R) e, portanto, C (M, IR) é completo.
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Problema 2

item i) (25 pontos)

Seja {Uy}qe 4 uma cobertura aberta de K, isto é, K < Uyec4 Uy € cada U, é aberto. Entdo,
existe @ tal que x € Uy,. Mas x = lim, . x,. Logo existe N € IN tal que x, € U,, para todo
n> N. Além disso, para cada n € {1,..., N} existe a, tal que x, € Uy, . Logo,

N
KesJU,,.
n=0
Como {Uy} 4 4 €ra arbitraria, concluimos que toda cobertura aberta de K admite uma sub-
cobertura finita e, portanto, K é compacto.
item ii) (25 pontos)

H4 duas implicacdes a provar:

(=)

Suponha que lim,,_., X, = 00, isto é, (x,) < N30 tem subsequéncia convergente, e seja K
um conjunto compacto qualquer. Assuma que {n € IN : x,, € K} é infinito, digamos

melN:x,eKi={nm<nm<..<np<..}.

Entao, (xy,,) meny define uma sequéncia em K. Pela compacidade de K, tal sequéncia tem
uma subsequéncia convergente. Mas esta subsequéncia seria, também, subsequéncia
convergente de (x,),cn, contradizendo a hipétese. Portanto, {n €N : x,, € K} precisa ser
finito.

(<)

E preciso mostrar que se para todo K € M compacto o conjunto {n€ N : x, € K} é finito,
entdo x, — oo. Equivalentemente, vamos ver que se (x;),cny tem alguma subsequéncia
convergente, entdo existe um compacto K < M talque {n € IN : x, € K} é infinito. Suponha,
entao, que (xnm)melN € subsequéncia de (x,) ey com limy,_.o X, = X para algum x € M.
Tome K = {x,,, : meIN}u{x}. Pelo item i), K é compacto. Além disso,

neN:x,eK}={ny,no,....,0y,,...}
é infinito, por defini¢do de K. Isso mostra o desejado.
item iii)
H4 duas implicacdes a provar:

I = II) (25 pontos)

Sejam K < N compacto e L = f~! (K) € M. E preciso mostrar que L é compacto. Tome
(Xn) neiy S€quéncia em L. Entdo, ( f (xn))nelN é sequéncia em K. Mas, como K é compacto,
(f(xn) 1<y tem subsequéncia convergente. Segue que (x;) ,cy também tem subsequéncia
convergente. De fato, se nao fosse assim, por I) valeria que f(x;,) — co, uma contradicao.
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Em resumo, concluimos que (x,),cn tem uma subsequéncia convergente, digamos
(X10) ey €OM lim,, . X, = x € M. Agora, como f é continua e K é fechado (pois é
compacto), L é fechado. Portanto, x € L, pois € limite de uma sequéncia de elementos de
L. Isso mostra que toda sequéncia (x,) ,cy em L tem uma subsequéncia convergente a um
elemento de L. Ou seja, L é compacto.

II = I) (25 pontos)

Seja (xy) ,ely Sequéncia em M tal que lim,, .o, X, = co. E preciso mostrar que lim,, .o f(x,,) =
oo. Seja K < N compacto, arbitrério. Veja que o conjunto {n € IN : x, € K} é finito. De fato,

nelN:x,eKy={nelN: x,e fH(K}.

Mas, por hipétese, f~! (K) é compacto. Logo, o conjunto da direita é finito, pelo item ii).
Segue que {n €N : x, € K} também é finito. Assim, novamente pelo item ii), concluimos
que lim,_. f(x,) = c0.

Problema 3

item i) (20 pontos)

E suficiente considerar o caso de dois subespacos, e o caso geral segue por inducio. Sejam,
entdo, M, M, < N completos e M = M; U M. Tome (x,) ,eiy sequéncia de Cauchy em M e
defina:

Ji={nelN: x, e M}
Jo={nelN: x,eM}.

Ao menos um dentre ]y, J» € infinito. Suponha, sem perda de generalidade, que seja J;.
Entdo (x,),ej, € sequéncia de Cauchy em M, pois € subsequéncia de (x,),en. Mas M;
¢ completo. Logo, existe lim,¢;, x, := x € M;. Agora, lembre que se uma sequéncia de
Cauchy tem uma subsequéncia convergente, é ela mesma convergente. Assim, existe
lim;,—. X, = x € M. Portanto, M é completo.

item ii) (15 pontos)

Seja (x,) ey uma sequéncia de Cauchy em M. Entdo, para todo «a € A, x, € M,. Logo,
(Xn) nem € sequéncia de Cauchy em M, para todo a € A. Como cada M, é completo, para
cada a € A existe x, :=lim,,_.o, X, € M,. Pela unicidade do limite, existe um tinico x € M
tal que x = x, para todo a € A. Em particular, x € (Ngep My = M. Logo, M é completo.

item iii) (20 pontos)

Seja x € F. Entdo, existe uma sequéncia (x,,) ,ey €m F com x = lim,,_.o X,. COMO (X,) e
é convergente, em particular é de Cauchy. Logo, pela completude de F, (x,),cn converge
aum elemento de F. Pela unicidade do limite, x € F. Portanto, F <€ F e F é fechado.



item iv) (45 pontos)

Seja (y”)neIN sequéncia de Cauchy em f (IN) < P. Para cada n € IN, tome x,, € N tal que
f(x,) = yn. Entao, (x,) e € sequéncia de Cauchy em N. De fato, dado € > 0, existe ng € IN
tal que d'(y,,, ym) < Ce para todos m, n = ny. Assim, se m, n = ny:

d (X, xm) < CHd (fxn), fFxm)) = Crd (Y, ym) <€

Agora, como N é completo, existe x =lim,_., X;. Seja y = f(x) € f (IN). A continuidade de
f implica que y =lim,,_., ¥5. Assim, concluimos que toda sequéncia de Cauchy em f (V)
é convergente a um elemento de f (V). Portanto, f (V) é subespaco completo de P. Para
concluir, temos:

F < N fechado = F completoem N
= f(F) completo em f (V)
= f(F)fechado em f (V)
= f(F) fechado em P (pois f (N) é um fechado de P).



