CONSTRUCOES COM O COMPASSO

(texto de uma conferéncia)

Paulo Ferreira Leite

.. =me

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




CONSTRUGOES COM O COMPASSO

(texto de uma palestra)

PaurLo FERREIRA LEITE

Palestra apresentada por ocasiao do encerramento da
52 O0limpiada Brasileira de Matematica, em novembro

de 1983, na Academia Brasileira de Ciéncias, aos co
ordenadores regionais, estudantes premiados e pro -
fessores por eles indicados. O evento foi parte' do
Programa de Olimpiadas da Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM). .



§1
§2
§3
§4
§5
§6
§7

Indice

Introdugao .......cocu... R e 1
A regua e o compasso ....... teeescticcacecena 1
Construgoes euclidianas..........couveeunnn. ce 4
0 teorema de Mohr-Mascheroni ............... . 5
Inversao ............ vt asasesecsasens 6
Déﬁonstracio dos lemas 4.2 e 4.3 ........... 10



§1. Introducae

H3 mais de dois mfl anos as construcOes com regua e

. compasso constituem tema de continuo e renovado interesse para os
estudantes e estudiosos da Hafeaitica. Uma das principais razoes

 desse prestigio &, sem duvida, o fato de alguns problemas de cons
trucio estarem intimamente ligados a problemas de algebra e teo-
ria dos numeros '. Uma outra razao, muito importante do ponto de
vista pedagdogico, @ ser o assunto inesgotavel fonte de problemas
e exercicios de todos os niveis de dificuldade.

0 objetivo desta pxposigso e modesto. Apos rapida di
gressao historica, apresentamos, de maneira informal (n2o nos pre
ocupamos em formalizar a nogao d%~construtibilidade) as princi -
pais 1déias da demonstragao do teorema de Mohr-Mascheroni que a -
firma ser possivel diSpensar'o uso da rEgﬁa nas construgoes com
regua e cCompasso. -

Gostarfamos de acreditar que o material aqui apresen

| tado podera, alem de fornecer uma boa quantidade de problemas geo
metricos de nivel colegial, motivar o estudo de guestoes mais com
plexas como, por exemplo, a solubilidade ou nao de alguns proble-

mas com regua e compasso (ciclotonia, quadratura do circulo, etc)

§2. A regua e o0 COmpasso

2.1 A tradicio de utilizar somente mégua.e CQRRasso
nas construgdes geométricas remonta 3 antiguidade grega, mais pre

cisamente, a epoca da descoberta dos numeros irracionais por ab-

F

guem da escola de Pitagoras. Incapaz de compreender e conviver

com os incomensuraveis, a escola pitagorica, que pretendia funda-

! Exemplo notavel € o problema da ciclotomia, isto &, a divisdo
de uma circunferencia em partes iguafs.




mentar toda a ciencia, inclusive a Geometria, na Aritmetica, en -

trou em irremediavel crise. Era necessario encontrar novos cami -
nhoﬁ. Inspirados por P!atin; 0s matematicos gregos procuravam in-
verter a situagio tomando z Geometria como fundamentagao para a
Aritmetica sendo asﬁin-]evados a procurar uma base axiomatica pa-
ra a Geomeiria. Essa busca foi grandg-ente influenciada pelas i-
deias filosoficas de Platao. Seu sistema filosofico foi erigido
baseado na crénga da existencia de um mundo abstrato formado ape-
nas por ideias Q-E nele que toda a teoria que se pretenda cienti-
fica, como & o caso da Geometria, deve ser construida. Nio temos
porem, segupdo o filEsofo, livre acesso a esse mundo da razao; na
melhor da; hipoteses, nossos orgaos sensoriais podem oferecer di-
fusas imagens do que ai se encontra. Por outro lado, nao podemos,
sob pena de ter que fenunciar a possibilidade de qualquer especie
de conhecimento, negar a existencia no mundo das ideias de entida
des t3o simples e de concepcao tao clara como a reta e a circunfe
r?ncia. Sendo a regua e o compasso a materializagao neste mundo
em que vivemos das ideias de reta e circunferencia, devemos admi-
tir que tudo que pudermos construir com eles tera direito a cida-
dania no mundo platonico das idéias. Assim, as construcoes geome-
tricas efetuadas com auxilio da regua e do compasso adquirem, pa-
ra os antigos geometras gregos, um carater de teoremas de eiistég
cia e da7, sua importancia.

0 leitor encontrara respaldo historico para essas ex
plicagdes, bem plausiveis a meu ver, do tradicional uso da requa

e do compasso nas construgdes geométricas em (6) e (8).

2.2 Compreendida a razao e assimilado o habito de se

fazer construgdes com régua e compasso, ocorre-nos naturalmente a



pergunta:
Que tipos de construcao pedem ser efetuadas

com apenas um desses iastrumeatos?

Réqua -

A auseacia do compasso ¢ uma restricaoc real e muito
significativa.0 estudo sistematico do que ¢ possivel fazer wuwtili-
zando ipenas a regua mos conduz a Geometria Projetiva, assupto de
grande beleza e importamcia, mas gue nos levaria muito alem dos
objativos a que nos propusemos nesta exposicao.

0 leitor interess:do em Geometria Projetiva podera

consultar (4) ou (2).

Compasso

Aparentemente 2 restricao ao GSO'Ja regua griginou -
-se por razdes de ordem pritica como a dificuldade de se obter r@
gﬁas de boa gqualidade. Em razae jisso, desenhistas e coastfutores
do infcio do renascimento passaram a wtilizar, sempre que possi -
vel, o compasso em detriwmento da rEgua.

Ate 1928 supunha-se gue lLorenzo Mascheroni (1750 -
1800), poeta e geometra italiamo, tinha sido o primeiro a demons-
trar (7) ﬁue'o uso da régua era dispensivel nas comstrucdes geome
tricas. Nesse ano foi encontrado wusa livraria de Copenhague _0:
livro intitulado Euclides Danicus, cujo autor era um dinamrqués
chamado Georg Mohr. Com surpresa verificou-se que o livro, pudli-
cado em isrz. continha, com uma deibustra;io diferente, o resulta
do de Mascheroni. | '

A demonstragio que daremos, nos proximos parigrafos,
deste resultado utiliza o método de inversio e & icif@i“osienciil

mente a A.Adler.



§3. Censtrucoes tuclilianas

3.1 0 use da regus e do compasso mas comstrucdes
geometricas € regulamestado e sva stilfzacio sG ¢ permitida para

realizar as seguistes operacoes:
Regua

R;) Tragar uma reta uniade defs peatos distintos.

Compasso

€q) Tragar uma circunfereacia de ceatre dado e pas -
sando por um porto dado. o
'Cz) Tracar uma circunferencia de ceatro dado e raio

dado.

3.2 Definicao. Dizemos que wma comstrucio.e euclidi
ana quando envolver um numero finito de operacses dos tipos R‘,

Cis cz descritos acima.

3.3 E' importante observar que decorre imediatamen-
te da definigao acima que nas construgoes euclidianas os pontos
sao obtidos como interseccao de duas retas, iaterseccgio de duas

circunferencias ou intersecgio de uma reta com wma circunferencia.

3.4 Exemplo. 0s problemas abaixo podem ser resolvi-
dos através de comstrugdes suclidianas. Coavidamos o leitor a ten
tar resolve-los apenas com um compasso.

a) Dividir uma circunferéacia dada em § partes
iguais.

b) Dados o3 pontos A ¢ B achar wm ponto C na reta AB
tal que 8 seja ponto addio do segmento AC. Gemeralizar o exerc? -
clieo para obter wm ponto € dt tal forma que AC s mAB, m g ¥ .



£) Dados trés pomtes A, B, £ aao aliskades, ‘achar
simetrico de € em relagio 3 mh AB.
4) Dados dois pontos A ¢ 8 achar o

Loy R e RS

ponte siedio  do
A | PR
) Dada uma circunfereacia C de cewtrd @ = dlois pon-
tos A e B determinar fcase sxistam!) ps postos de intersecgan da
reta AB com a Circunferescia .

§4. O teorema de Nobr-Fescheroani
Como ja dissewss awteriormeate, este ¢ o ressltado

principal desta expusigao. WNeste paragrafe damos sew emunciado
preciso e cbservamos gue sua demonstragao decorre de duas proposi
goes auxiliares.

1.1 Teorema (Mokr-Mascheroani). Todo ponto v planc
obtido at.m'és de uma construcae esucliidiana peode ser :.m'il_lh * por
uma cowstrucao utilizando apenas 8 COmMpRSSO. .

E' uma consequencia imediata da observacas feita em

3.3 que a demonstragao do teorema 8.1 se reduz aes lemas:

4.2 Lewa. Sejam A, B, € e D pontos distintos do pla
no tais que as retas AB e CD 3530 concurrentes em X. Nessas condi
goes € possivel obter-se o pento X por wma comnstrucao utilizande-
Se apenas 0 COmpasso.

4.3 Lema. Seja C wma circeaferéncia de centro @ e
raio T e A e B deis pontos do plano tais que & reta AB imtercep
ta 2 circunferencia . ' possivel messas condigBes determinatr o5
pontos M & N de intersecgio de C com a reta AB wtilizeade-se ape-
nas UM COMPASSO.

Demonstraremos esses lemas a0 §6.



§5. Inversao.

A inversioc e uma- transformacac geewetrica que nos
permite atacar, de forma metodica e unificada, determinados ti -
pos de-prohienas.'Linitaremos a exposigao ao minimo de nossas ne-

cessidades.

5.1 Seja C uma circunferéncia de centro 0 e raio r.
Dado um ponto P-# O no plano definimos seu inverso (relativo a C)
como o ponto P' da semi-reta OP_satisfazendo.é.igualdade

W.OF = 2
A notagao OP indica o comprimento do segmento 0P.

A transformacdo do plano menos o ponto 0 em si mesmo
definida pela correspondencia que associa a cada ponto o0 seu in -
.verso chama-se inversdo de centro 0 e raio r. A circunferéncia c
chama-se circunferencia de inversio.

Dizemos que duas figuras F e F' s3ao inversas uma da
outra (ver 5.2 a) abaixo) quando podemos obter uma da outra por

meio de uma inversao.

5.2 Com as mesmas notagaeé utilizadas acima enuncia
‘mos algumas propriedades imediatas das inversoes.

a) Toda‘iﬁversio e uma involugao. isto e, se P' & o
inverso de P e P" o inverso de P' entao P* = P.

b) Se P @ um ponto da circunferencia € de inversio
entio P' = P, isto e, a inversao restrita a C & a identidade.

c) A inversa de uma reta r passando pgln ponto 0 & a
propria reta r.
Observe, no entantc, que a inversao restrita a r nao

e a identidade.




d) A inversa de uma reta r que nao passa pelo ponto

0 & uma circunferencia C* passandoc pelo pont&lﬂ.

k
d')'A inversa de uma circunferencia pasSando pelo
ponto 0 e uma reta que nao passa pelo ponto O.
As figuras sao obviamente as mesmas do item d).
e) A inversa de uma circunferencia C; que nSo’passa

pele ponto 0 & uma circunferéncia C', que nao passa -pelo ponto 0.

As demonstracgdes dessas propriedades nao sao difice®
e o leitor podera supri-las ou entao consultar (v), (2). (3), (5)

(6) ou qualquer outro livro que trate do assunto.



5.3 _Agora que j3 expusemos alguns fatos basicos re-

lativos a 1nversaa. temos condigGes de informar ao leitor 2 estra
tegia que pretendemos Seguir. Uma vez que desejamos wtilizar ape-
Ras o compasso, o0 plamo e ysar 2 inversao para transformar prnhle
mas de interseccao entre duas retas ou de intersecgao entre uma
reta e uma circunferencia em problemas de interseccaoc de duas cir
cunferenc1as. Para retornaruos 40 problema original, wvamos preci-
sar construir os inverses de determisades pontes em relagans a cir
cunferenc1as conhecidas. Portanto, para poder termar a ideia efe-
tiva, vamos precisar saber résoiver alguns preblemas de inversao

utilizando apenas o compasso. E' o que faremos a seguir.

5.4 E' conveniente convencionarmos gque, deste ponto
em diante, a menos de mencao explicita em contrario, TODAS AS

CONSTRUGOES DEVERAO SER EFETUADAS UTILIZANDO-SE APENA3 O COMPASSO-

5.5 Achar o inverso de um ponto P em relacaoc a uma
circunferﬁncia t de centro 0 e raio r. |

Solugdo |
‘Ha dois casos a distinguir.
a) P esta no exterior de C.

Betermtnan-se

'os pontos R eS de inter -

sec;ao da circunferencia ¢

com a circunferéncia  de
‘centro P e passando por 0,

| 0 ponto P* {inverso de P) € obtido como a interseccao
dhs circunferencias de centros Re $ respectivamente e que passam

por 0.
A prova de que P' & o inverso de P utiliza a semelhan



g2 dos triisgules ORP ¢ ORP’.

®) P esta me interior de C.

Utilizando-se o exempleo 3.8 ») deternina-se sn ponto
T 42 sesfi-reta OF tal que T esteja mo exterior_it Cel®T = P pa
ra algum matural =. _

Constroi-se o inverso T° de T e wsando-se o fate de
que a BT = OP" determima-se P°.

Exercicio. Dados os pontes A ¢ B ¢ um samere matural
a, determine um poato C na reta AB tal que = AT = !l' {confreate
com 3.4 d)). '

5.6 Suponka dados dois pontos A & 8 ¢ mma circuafe-
réncia C cujo ceatro 0 nao esteja ma reta AB. Coastrua a circunfe
rencia iaversa da reta AB em relagio a C.

Solugao A

Como a circunfereacia pfncurada passa pelo ponto O
{(ver 5.2 4) bdasta determimar seu ceitre U. Seja 0 o simetrico
de 0 em relagio 3 reta AB. Afirmamos que U (demonstracio a carge
do leitor) & o imverso de 0' em relagio a C. J3 que sabemos ob -
ter 8° (ver 3.4 ¢) ¢ ¥ (ver 5.5) a construgie esti termimada.



§6. Demonstragao dos Lemas 4.2 e 4.3

Para salor comodidade do leitor repetiremos os enun

‘ciados.
' Lema 4.2. Sejam A, 8, C ¢ B pontos distintos do pla
no tais que as retas AB e CD sejam coancorrentes em X. Nessas <on

di;oes 2 possivel obter-se X por uma construgao com o0 compasso.

Demonstracae \
5 X
Por um ponto 0 fora 8 - V. ¢
: -
das retas AB e €D constreoi-se u- 4.« - C “C
ma circunferencia Co de raio ar- _ - “

bitrario e a sequir, pelo proces
50 descrito em 5.6, as circunfe-
rencias C; e C, inversas das re-

tas AB e CD (respectivamente) em

relacao a Cy- As circunferencias
C, e C, se cortam no ponto 0 {5.2 d) e, em virtude das refas AB
e ”cn serem concorrentes, nuk ponto Y. O ponto Y € o inverso (em
relacgao a circunferencia Cy) do ponto X procurado. (Just%fica -

¢20 a cargo do leitor).

Exercicio. Construir uma circunfergncia passando

por tres poantos dados, nao colineares.

Lema 4.3. Seja ¢ uma circunferéncia de centro 0 e
raior e A e B dois pontos do plano tais que a reta AB intercepte
'@ circunferencia. E' possivel nessas coandigOes determinar os pon-
tos N e N de iaterseccao de C com AB utilizando-se apenas um com-
passo.

Delonstra;ie



M

B

Por um ponto U fora de C e da reta AB constroi-se u-
ma circunferencia H de raio arbitrario. A seguir construeﬁ-se as
circunferencias C; e C, inversa§ (coﬁ relagao a H), respectivamen
te, da reta AB e da circunferencia C. Para construir C, utiliza -
mos 5.6 e C,, 0 exercicio acima. Em virtude da reta AB intercep
tar C, C, e C, vio se interc:ptar nos pontos X e Y que sao (jus -
tificacao pelo leitor) inversos dos pontos M e N procurados. Fica

assim, demonstrado o Lema.

E' importante observar que a demonstragao que demcs
do teorema de Mohr-Mascheroni e construtiva, isto E; descreve um
processo que nos permite efetivamente fazer a construcgao. Por ou-
tro lado, embora esse processo seja de grande simplicidade concei
-;ual. e excessivamente complicado (no sentido de exigir um numero
exageradamente grande de operagoes) para poder ser aplicado na
pratica. Nesse sentido, a demonstragao que demos do Lema 4.3 aci
ma e particularmente ruim. Na secgao de exercicios damos ao lei -
tor indicagoes de como conseguir construgoes mais simples. (Veja

exercicios 10, 11, 12).



§7. Exercicios

7.1 Resolver os problemas abaixo utilizando apenas

0 compasso e realizando o menor numero de operacoes que for capaz.

1. Dados tres pontos ndao colineares A, B e C, construa um ponto D

tal que as retas AB e CD sejam perpendiculares.

2. Dada uma reta r e um ponto P fora de r, construa um ponto Q

tal que a reta PQ seja paralela ar.

3. Dados os pontos A e B construa um ponto P tal que as retas AB

e AP sejam perpendiculares..

4, Dados tres pontos A, B e C nio colineares, construa um ponto D

tal que as retas AB e CD sejam paralelas.

5. Dados os pontos A e B e 0os naturais positivos m, n, determinar

um ponto C sobre a reta AB tal gue %.If = KB.

6. Dados os pontos nao colineares A, B e C, determinar o ponto Q,

pe da perpendicular a reta AB tracada por C.
7. Dividir uma circunferencia em n partes iguais, n = 3, 4, 5,
.8. Recuperar o centro (perdido!) de uma circunferencia.

9. Dados uma circunferencia C de centro 0 e um ponto P externo a

C, achar os pontos de tangencia das tangentes a C por P.

10. (Caso simples do Lema 4.3). Considere uma circunferencia C de
centro 0 e dois pontos A e B tais que a reta AB intercepte C
mas nio seja diametro de C. Construa os pontos M e N determina
dos pela interseccao da reta AB com C. (Sugestao: considere 0°,

simetrico de 0 em relagao a reta AB).

11. Resolva o problema anterior no caso em que AB e diametro de C



(caso mais complicado do Lema 4.3). Sugestao: reduza o pro -

blema a bissectar um arco e veja o exercicio 12.
12. Bissectar um arco de circunferencia de centro conhecido.

'2<R Sugestao: olhe com atengao a fi

' gura ao lado.

A"T\B

os arcos da figura tem centros

P\‘m___,a><\5‘__,,ra em 0, A e B.
: 0

13. Dados os pontbs A, B, C e D construir um ponto X pertencente

a reta AB e tal que AX = AB + CD

14. Bissectar o angulo A0B formado pelos pontos A, 0 e B.

7.2 Use o conceito de inversao para resolver os pro

blemas abaixo.

1. Se ABCD & um quadrilatero convexo entao
BC.AD + CD.AB > BD.AC
A igualdade vale se e somente se os pontos A, B, C e D estao

numa circunferencia.
2. sen (a+b) = sen a.cos b + sen b .cos a.

3. Tragar uma circunferencia tangente a tres circunferéncias da-

das.

7.3 Suponha que voce 4°spoe de uma regua e de um
compasso muito pequenos ( a abertura do compasso e o comprimento
da regua nEo u]trapaséam 10 ¢cm) e sao dados dois pontos A e B no
plano a uma distincia de 1 metro um do outro. Trace uma reta 1li-
gando o ponto-A ao ponto B. Assegure-se que sua construgao e eu-

clidiana!l
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