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FUNÇÃO EXPONENCIAL

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

1. EQUAÇÕES DE CAUCHY-RIEMANN E DIFERENCIABILIDADE

Exercı́cio 1. Verifique se as funções a seguir satisfazem as equações de
Cauchy-Riemann:

• f(z) = x3 − 3xy2 + i(3x2 − y3)
• f(z) = e−y(cosx+ i sinx)
• f(z) = e−x(cos y − i sin y)
• f(z) = ey(cosx+ i sinx)

Lembrete. Sejam G ⊂ C aberto e f : G → C. Então f é diferenciável
em z0 ∈ G se, e só se, u, v são diferenciáveis no sentido real em z0 e u, v
satisfazem as equações de Cauchy-Riemann em z0.

Exercı́cio 2. Determine os pontos onde as funções abaixo são diferenciáveis:
(A) f(z) = |z|2.
(B) f(z) = <(z)
(C) f(z) = z
(D) f(z) = z2

Exercı́cio 3. Seja f : A → C uma função holomorfa no aberto A ⊂ C, e
denote com A− ⊂ C o aberto:

A− =
{
z : z ∈ A

}
.

Prove que a função g : A− → C definida por

g(z) = f(z)

é holomorfa em A−.
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Exercı́cio 4. Considere a função

f(z) =
√
|xy|

(A) Mostre que f satisfaz as equações de Cauchy-Riemann na origem.
(B) Mostre que f não é diferenciável na origem.
(C) Os ı́tens anteriores são contraditórios?

Exercı́cio 5 (Cauchy-Riemann na forma polar). Prove que as equações de
Cauchy-Riemann em coordenadas polares se escrevem

r
∂u

∂r
=
∂v

∂θ

∂u

∂θ
= −r∂v

∂r

2. FÓRMULA DE GREEN NO PLANO

Exercı́cio 6. Seja F : R2 \ {(0, 0)} → R2 o campo vetorial definido por:

F =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
.

(A) Calcule a integral de linha
∫
γR

F, onde γR é o cı́rculo de raio R > 0

centrado na origem de R2, e orientada no sentido anti-horário.
(B) Calcule

∫
∂V

F, onde ∂V está orientada no sentido anti-horário para
cada V abaixo:
(a) V1 = {z ∈ C : 1/2 ≤ |z| ≤ 1}
(b) V2 = {z ∈ C : |z| ≤ 1, <(z) ≥ 0}

3. FUNÇÃO EXPONENCIAL

Exercı́cio 7. Calcule:

(A) exp
(

5+πi
4

)
(B) exp

(
7+3πi

2

)
(C) exp

(
−1−5πi

6

)
Exercı́cio 8. Determine a região onde a função abaixo é diferenciável:

f(z) = exp(z)

Exercı́cio 9. Determine os números z ∈ C para os quais vale:

exp(iz) = exp(iz)
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Exercı́cio 10 (Funções trigonométricas). Defina

cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
sin z =

1

2i

(
eiz − e−iz

)
(A) Mostre que essas funções são holomorfas e calcule suas derivadas
(B) Dê essas funções na forma u+ iv

Exercı́cio 11. Determine
(A) <

(
exp(iz2)

)
(B) =

(
exp(i sinx)

)
Exercı́cio 12 (Funções hiperbólicas). Defina

cosh z =
1

2

(
ez + e−z

)
sinh z =

1

2

(
ez − e−z

)
(A) Mostre que essas funções são holomorfas e calcule suas derivadas
(B) Dê essas funções na forma u+ iv
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