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Objetivos

O objetivo deste exercicio-programa é resolver sistemas de equagoes nao lineares
pelo Método de Newton e determinar a bacia de atracao de cada raiz encontrada.
Usaremos imagens para representar a bacia de atracao, e veremos que com isso é
possivel construir fractais. As analises, resultados obtidos e as imagens devem ser

organizados em um relatério.

Instrucoes

e O exercicio deve ser feito em Python 3.x (0 mesmo usado nos cursos de MAC,
veja mais detalhes em https://panda.ime.usp.br/panda/python).

e O exercicio pode ser feito em duplas, sempre com alguém da mesma turma.

e Apenas um aluno deve entregar o exercicio, destacando no relatério e codigo o
nome de ambos os alunos.

e A entrega deve conter o relatério (em .pdf), contendo a anélise do problema
estudado, e o cédigo usado para as simulagbes computacionais (arquivos .py).
A entrega pode ser feita em um arquivo compactado tnico.



O seu codigo deve estar bem comentado e estruturado. A entrada e saida devem
ser feitas de forma a ajudar o usudrio a executar o programa e deve facilitar a anélise
dos resultados. Inclua qualquer arquivo adicional necessario para o seu programa no
arquivo compactado a ser entregue.

O Método de Newton 2D

Considere o problema de se encontrar uma solu¢ao para um sistema de equagoes nao

lineares
flzy) =0
g(z,y) =0

Analogamente ao caso unidimensional, o Método de Newton bidimensional é dado

pela recorréncia
af oaf 171
Tl | _ | Tk oz Oy J(zr, ) 9
- | 99 9g ’ ( )
Yk+1 Yk 9z By 9(Tk, Yr)

(1)

A convergéncia da sequéncia (xy, yx) para uma solugao do sistema nao linear é de
andlise delicada, diferente do caso unidimensional. Em geral, a aproximacao inicial
(x0, yo) precisa estar razoavelmente préxima da solucao para que o método funcione.

Neste programa voceé vai usar 2 critérios de parada para o Método de Newton:

e Numero maximo de iteragoes ITMAX € N

e Limite inferior para a variacao relativa ¢ > 0. Onde a variagao relativa sera
dada por

VR =V (@rs1 — 21)> + (ka1 — i)’ (3)

As derivadas parciais serao calculadas numericamente com diferengas finitas cen-
tradas, descrita a seguir. A inversao da matriz sera feira explicitamente, afinal de
contas, é uma matriz 2 x 2!

Aproximacao numérica da derivada

B) —
Dada uma fungao f(z) diferencidvel, sua derivada é o limite f'(z) = }Lir% fla+h) = f(@) :
—

Trocando h por —h, a derivada é escrita também como o limite f'(x) = lim

h
fx) = flx —h)
h

h—0



de modo que temos também a féormula de diferenca central

iy J(@+h) = fla—h)
fiz) = Jim 2h

Logo, podemos aproximar a derivada em um ponto x como

fle+h) - flz—h)
2h

f'(x) =

Representacao de imagens em arquivos texto

Esta secao descreve alguns formatos de representagao de imagens em arquivos de
tipo texto. Tais formatos, apesar de nao serem tao populares como os formatos
binarios que ocupam muito menos espaco, sao usados por uma série de programas de
conversao e sao convenientes para serem usados como formatos intermediarios para
salda de programas. Originalmente este formatos eram usados para transmissao de
imagens por correio eletronico.

Estaremos interessados nos chamados formatos PNM (portable anymap), em par-
ticular no tipo PPM (portable pixmap file format), que permite imagens coloridas.

A definicao de um arquivo PPM ¢ a seguinte:

Um “nimero magico” para identificar o tipo de arquivo. Um arquivo PPM usa
os caracteres “P3”.

Espaco ou troca de linha

Uma largura, em caracteres texto decimais.

Espaco ou troca de linha

Uma altura, em caracteres texto decimais.

Espaco ou troca de linha

O maéaximo nivel de componente de cor, em caracteres texto decimais.

Largura®*Altura triplas de niveis de cor entre 0 e o valor méaximo especificado
separados por espago, comecando do canto superior esquerdo da imagem. Cada
valor das triplas corresponde, respectivamente, aos niveis de vermelho, verde e
azul. O valor 0 significa que a cor nao aparece enquanto que o valor maximo
significa que a cor estd no nivel maximo.



e Linhas que comecam com “#” sao comentdrios e portanto sao ignoradas.

e Nenhuma linha pode ser mais longa que 70 caracteres.

Por exemplo:

P3
# The P3 means colors are in ASCII, then 3 columns and 2 rows,
# then 255 for max color, then RGB triplets

3 2
255
2566 0 O 0256 O O 0 255
255 266 0 2565 265 255 0 O

corresponde & imagem (ampliada) l

Para evitar problemas com o nimero méaximo de caracteres por linha vocé pode
imprimir cada pixel em uma nova linha.

Ha diversos programas que abrem imagens PPM, para o Windows vocé pode usar
o software gratuito chamado IrfanView (http://www.irfanview.com/).

Bacia de atracao de uma raiz

Considere um sistema de equagoes como em (1). Dizemos que um ponto (zg, yo) esta
na bacia de atragdo de uma solugao (z,y) se a sequéncia correspondente do Método
de Newton (2) for convergente a (z, 7).

Dado um sistema (1) e um retangulo R = [a, b] X [¢, d], 0 objetivo deste exercicio-
programa ¢ mapear a bacia de atracao das solugoes do sistema em R. Usaremos
cores para diferenciar as bacias para cada raiz.

Para isso voceé devera escrever um programa que cria um arquivo de imagem
colorida PPM de tamanho N x M correspondente ao retangulo R. Assim teremos
os pontos (x;,y;) dados por

ri=a+(b—a)(i—1)/M,

gy = e+ (d— ) — 1)/N.

Vocé deve associar a cada raiz obtida com o método de Newton uma cor. Cada
ponto de malha (z;, y;) serda um chute inicial do método de Newton, e deve ser pintado
com a cor relativa da raiz para qual o método converge com esse chute inicial.

Pinte de preto o pixel que tiver:



e Chegado em erro no método de Newton por excesso de iteracoes

e Chegado em erro no método de Newton por zeros na matriz de derivada (de-
terminante nulo)

e Levar a pontos fora do retangulo

Para podermos identificar mais facilmente as raizes, pinte de branco RGB =
(255,255, 255) os pontos muito perto das raizes (2 ou menos pixels de distancia).

Os outros pontos podem ser pintados com o esquema que voceé preferir, mas tente
nao usar cores muito parecidas. O nivel maximo de cada componente deve ser 255.
Como sugestao, vocé pode usar a tabela abaixo. Acrescente mais cores se vocé achar
necessario.

Raiz RGB Cor
1 (255,0,0) | Vermelho
(0,255,0) Verde
(0,0,255) Azul
(255,255,0) | Amarelo
(255,165,0) | Laranja
(159,95,159) | Violeta

O O =W N

Para que a figura fique mais interessante, vamos pintar os pixels de forma pro-
porcional ao niimero de iteracoes do método de Newton. Logo voceé deve multiplicar
a cor (cada uma das componentes) por um fator que serd dado por

ITMAX — IT
A= —ITMAX (4)

onde I'TMAX é nimero méaximo de iteracoes definida para o método de Newton, e
IT é o numero de iteragoes obtida para aquele chute inicial (pixel). Note que se o
método atingir o nimero méximo de iteragoes (o método diverge), entdo o fator serd
zero, e logo a cor serd preta.

Testes

Para as derivadas numéricas, utilize h = 107*. Para o método de Newton, use
ITMAX =40 e e = 107°. Considere o retangulo com N = 800 x M = 800.
Teste seu programa para:



2> =3z’ -1 =0
3y — o =0

no retangulo [—0.7,1.1] x [—1,1].

2t —62%2+yt—1 =0
4y — dxy? =

no retangulo [—3, 3] x [—3, 3].

{cos(BxZ)y =0

cos(3y*)z =0
no retangulo [—1,1] x [—1,1].

4. Experimente outras fungoes. Observe e comente sobre a relacao do que foi feito
nos testes anteriores com o descrito neste site: https://en.wikipedia.org/
wiki/Newton_fractal . Construa pelo menos um Fractal adicional aos itens
anteriores.

Entrada

O seu programa deve ler os os parametros de uma arquivo de entrada, demoninado
“entrada.txt”. este arquivo deve conter as seguintes informacoes, nesta ordem e por
linhas:

e Nimero do teste (funcao a ser testada)

e Os extremos dos intervalos de defini¢do da funcao (a, b, ¢, d), onde f esta
definida em [a, b] X [c, d]

e O espagamento para a derivada discreta (h)

e O nimero maximo de iteragoes (ITMAX) e a tolerancia (¢) do método de
Newton

Numero de linhas e colunas da imagem

Um arquivo de exemplo para o teste 1 é:



1 # Numero do teste (funcao)
-1.0 1.0 -1.0 1.0 # a, b, ¢, d (caixa do problema)

le-4 # Espacamento para derivada discreta
40 1le-5 # Num max de iteragles e tolerdncia (Newton)
800 800 # Num linhas, num colunas

Saida

A saida do seu programa deve conter uma impressao de um cabecalho com seu nome
e nimero usp, e para cada teste, a impressao de cada uma das raizes encontradas e
qual a cor que serd atribuida a ela. Além disso, o seu programa deve gerar a figura,
em formato PPM, correspondente ao teste executado (ex: saida.ppm).

As imagens obtidas terao caracteristicas bem interessantes, sendo que os dois
primeiros testes geram fractais. Um exercicio interessante é rodar o método para
sub-retangulos da imagem, e verificar que os padroes se repetem infinitamente (pode
ser preciso ajustar os parametros para ver os detalhes dos sub-niveis do fractal).
Fique a vontade para usar sua criatividade e criar outras imagens além dessas!

Dicas

e A principio vocé nao conhece o numero de raizes de cada problema, portanto
vocé deve ir armazenando em uma lista (vetor) cada nova raiz encontrada.
Vocé pode assumir que o seu método acha no maximo 20 raizes, para poder
definir um tamanho maximo inicial para essa lista.

e Para saber para qual raiz o seu chute inicial convergiu, vocé pode testar se a
distancia do ponto para o qual vocé teve convergéncia até uma das raizes ja
encontradas ¢ suficientemente pequeno. Pode usar uma tolerancia de ¢ = 107°.

e Voceés podem mostrar suas imagens na monitoria ou em aula para verificar se
seus resultados fazem sentido.

Bons Estudos!



