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Analise Multivariada
_ nxp
Yosp = (Yij)E R
Estatisticas Descritivas Multivariadas
Jg Vi
) ) e~ ) ) /7708
Distribuicdo Normal Multivariada ©

Distribuicbes Amostrais

Regides de Confianca, Testes Multivariados, MANOVA, IC Simultaneos,
CorrecOes para Mdltiplos Testes

Analises Multivariadas Classicas (n>p, iid): CP, CoP, AC,AF, AD, AAgr, CC

Analises Multivariadas Esparsas (n<<p, iid): CP, AD, CC, PLS

= Componentes Principais em Observacdes Correlacionadas

= Aprendizado de Estruturas — Modelos de Grafos Probabilisticos
(Modelos de Equacdes Estruturais)
Propriedades de Markov



Matriz de Dados

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Yy Yip
2 Y21 Y2 Y Yap
I Yin Yi Ylp
n Y1 Y2 Ynj an

: : Jg v;
= Amostra Aleatoria Simples de n-Vetores em RP Vé’”OS Vériog
id Obsgp,. 2 @ form .eSU/tados
nxp p Vagse. - a/’Zag~
YnXIO eR";, Y eR ~ (,u;Z) S Independao de

Casos
mais o | -
gerais: " Amostra Aleatoria de G-Matrizes em R (g :1""’6’29 n, =n)

(AAS,)



Variaveis Aleatorias Multidimensionais

= Matriz aleatoria (Gupta and Nagar, 2000): \aG0e®
orrny W Ko
a\\eﬁ\a

Vo =(Yi ) €R™% ¥~ N, (M;¥®3);  vec(Y), | ~ N,, (vec(M); ¥ @)

nxp

— 4 . 7 .
Mnxp —1n/1px1 - matriz de médias

vec(M )nloxl =1, ®u,, :vetorde médias de n observagdes em p variaveis \
o flexive

(‘ann ®prp)npxnp : matriz de covariancias Form“\?g giferente® .
3 n
P node'29®

Matrizes de covariancia Estruturadas: entre individuos (V) e entre variaveis (%)

Ng +’Olnglng’:|; ZZ(G“):

Observagoes e Observag0Oes independentes Correlag&o uniforme Correlacéo néo
variaveis e correlacao uniforme entre entre observacoes estruturada
independentes as variaveis agrupadas em G entre variaveis

grupos



Matriz Aleatoéria

= Amostra Aleatoria de n-Vetores em ‘RP
iid
Yoo ER™P; Y, €RP ~(142)

G
= Amostra Aleatéria de n-Vetores em RP tal que n=> n,
g=1

Jg Vime

0s/

Considere Amostra Estratificada MAS com
Correlacao entre Observacoes dentro dos Estratos (Grupos)

Grupos Unidades Variaveis
amostrais 1 2 j p Yn><ID =
Y11 Y12 Yy Yip
1 Y21 Y22 Yo Yap
i Yir Yiz Yij Yip Yg (Ngxp)
NI IR B T
n —
nl n2 nj np n= Z ng
g=1
nxp n p><1‘:":*-iid ’ug (ng px1) _l”g ®’up><1
Yoo €R™P Y, =Y, e R~ (10,
P 9 Ng <P 9’'""g =
’ QQl(ngpxnglo) Y, 02,




Matriz Aleatoria

L - Ngxp _ : _
= Amostra Aleatoria de G-Matrizesem R ° " (g _1,...,6,29 n, =n)

'\/"-CI\\I H (n, px1) :1n ®/Ll;)><1
nxp. . n, px1 \I:I:_/ . 9 (Ng g
Yoo €R™P Y, =Y, e R (15:9,) {Q v @3

l

Py =Dy (1ng ® u;xl) = (@élllng )®ﬂ;x1

Q. =®°,0, =0°, (¥, 8%, )=(05,¥,)ox

g (ng pxngp)

Yn><p - (/unxp;anxnp)‘

npxnp g g=1 pxp




Matriz Aleatorias — Componentes de
Covariancias em RPxp

= Amostra Aleatoria de G-Matrizes em R™™" ( . G; Z n, =n)
iid /ug (nyxp) :1n ®/u;)xl
nxp. _ ngXp _ . g g

Y”Xp R Yg _Y”gxp R (,ug,Qg) Qg(ngpxngp) =¥ @2,

i . G ’
Y _ ( 10 ) Hnp = (®g=11ng )®zupx1

nxp /jnxp’ npxnp /7 s s

i Qo = Py (LPg ®prp) (G_)g:l\Pg )®szp
Decompor RP*P em T e =25 T2y

Componentes de Covariancias

l l

Qo =(O5,F, )02 = Q=(0°,¥,)®%, +1,0%,

npxnp

25 componente da covariancia entre as p-variaveis,
associado a covar. entre as n-observacoes



Componentes de Covariancias em RPxP

npxnp —

Xy +

®%,

A matriz de covariancia X €& decomposta em dois componentes, um

(Zg:

associado a suposicdo de correlacao entre observacdes do mesmo grupo
matriz de covariancia ENTRE grupos) e outro associado a

independéncia condicional entre observa¢gbes dado o grupo (Z,,; matriz de

covariancia DENTRO de grupos)



Componentes Principais em Modelos de
Componentes de Covariancias

Cov(Y,)=Q, =¥, ®%,+1, ®T,; Zy+3, =1

aX,a o L o
PCg = max, , — : dire¢do com maxima variagao entre grupos
~ aa
ax,a . L .
PC, = max,, , — : direcdo com maxima variagao dentro dos grupos
aa

ax.a
B - ~ 7 - - ~
Vol = : direcdo com maxima variacéo entre e
e g g

aX.a
PCH = max, ,, ——8 = max
w minima variacao dentro de grupos

Ve g’y a

g Obter estimativas dos Componentes de Covariancia!

e e

2p, 2y




ANOVA — Efeito Fixo e Aleatorio  con,e: i,

aljy,
as
R Vars,, -les
Ygl My + egl GCOrdandanC/a? de
=u+7,+e.; 1=1..n,9=1..G OOCaso
g g|l yrrry gl yr ey 0:7
Modelo de Efeitos Fixos Modelo de Efeitos Aleatoérios
o (o) amse, Lo
g
g-1 e; ~(0; 00 r, Le, te de
» g ( w) g g 2. 6C ponen \,ar'\énc‘a
e ~(O 02) yariancia ©
=Y, ~(,u o =G§+GW)%
id og+oy; 1=1"9=0'
=Y, (’ug ; ) Cov(Ygi;Yg,i,): ol i=zi,g=0'
0 izi',g=#qg’
o’ c; 0 O | 1 p 0 O]
> 0 0 0] o o2 0 0 p 1 0 0
0 o> 0 0 Covl¥na)=| 4 o177 0 o P
COV(Ynxl): :O_Zln 2 Z
0 0 0 0 0 o o*| |0 0 p 1
2 2
00 0 o7 0= Os Coeficiente de correlacéo

2 2 .
oz +0y intraclasse



Modelo de um unico Fator
Aleatorio (componentes de
variancia), sob Normalidade:
Re
. 2 wor Qndoy
My = H1+T, ~N(,u,O'B) p=7 =
i u “
Distribui¢&o ; H . 9
condicional de Y:
(1:53) -
= Y4 19~ N (4 ; on
N~
| |
Yll lul le... Ygi | g=1
/ Ow
| |
Y, Hoov,. Yo lg=2

Sob H,, os modelos de ANOVA

. 2 . _ ~ com um fator aleatério ou um fator
HO - GB o O g HO . /ug =H ~ fixo séo equivalentes (mesma

~ tabela ANOVA)




Tag:,gdo 0 Casg
Tabela de ANOVA ,,, tivag,,NOuq >~
0s ¢ Par.
H:0:=0 & H,:u = O Uy € Um o O
0 B 0 lug H dlor a/eat 'OI' ﬁXO
FV. gl SQ QM F
_ QMGr
Grupo G-1 Sb = Z r (Yg _Y )2 QI\/IGI’ = Sb /(G _1) QM Res
Residuo G  S,=>.(Y,-Y,)” QMRes=S,/(n-G)
gi

TOTAL 1 Sp=2 (YY)’
gi

N, = I - Dados balanceados

E(QMRes)=0,, = 6, =QMRes

- F~F
E(QI\/ITI’) =0, +ro, = Ge = QMTr - QM Res (G-1).(n-G)
r




Componentes de Covariancias em RPxP
Estruturas para ¥ em $R™n

= Correlacéo Uniforme entre Observacoes (Simetria Composta ou Equicorrelacao)
(Konish and Rao, 1992)

nxp . ng P id . /ug (ngxPp) :1ng ®/Llé px1
Y”Xp €N ! Yg :Y”gxp e R N ('UQ’QQ) (@) :Tg ®prp

g (ng pxng p)

(2=3,+%, se g=¢’,i=1i
COV(Ygi,Yg,i,)(po) = ZB se g= g’, i’ -
0 se g=q,i=l

¥, =11
DEDIEDM

“

=cov(Y,) =0, =(1ng1ng’)®zB +1, ®F,

Ng Pxng P

iid

=Y, - (1%@#;;99 =1, 1, )2 +1, ®zw)

nxp

=Y, ~ (O5L, ®u); Q=050



_ Equivaléncia analitica
Estimadores MANQOV A entre MANOVA com
iid um Fator Fixo ou um
=Y, ~ (1ng ® 1,0, = (1,1, )z +1, ®F, ) Fator Aleatorio
(sob equicorrelacao)
Tabela de MANOVA:

F.V. g.l. Matriz de SQPC
Tt G1  H,,=Yn, (V,-V)(Y,-Y) =5,
g=1
Residuo  n-G Ep = ii(Ygi Y, )(Yy -, )’ =S,
g=1 i=l
TOTAL  n-1 H+E= i > (Yi=Y)(Yg-Y )'
g=1 i=1

Sob H, g =u, 9=1..,G

S S
E =X, E b_ 1=, +n.> _
(n—Gj v (6—1) v =TT




Componentes de Covariancias em RPxp
Sob Correlacao Uniforme entre Observacoes




Componentes de Covariancias em RPxp

Sob Correlacao Uniforme entre Observacoes

Konishi and Rao, 1992; Oualkacha et al., 2012)
iid R

’r. _ 4 . _3 S
:>Y9 (1ng ®:ug ’Qg o (:I'ng:l'ng )EB + Ing ®2W )’ prp _EBpxp +2prp
PC, = max, 2 a'a=1 Direcdo com maxima variacdo Entre grupos
a's,a , L . -
PC, = max, ——, a'a=1 Direcao com maxima varia¢ao Dentro de
aa grupos
a's a a'|:28+iw:|a . . —
PC, = max, =max, : a'a=1 Dire¢cdo com maxima variagdo Total
a'a a'a
| a's.a a's.a .
. PCH=max, ——————=max,—=—, | a'Z,a=1 Djrecio com maxima variacio
| a'lX, +2, |a ax,a , .
. 12 B W W |
L a0 . Entre grupos e minima

variacao Dentro

de
o™ ot 1qde < e <
prifC i < R
(



Componentes Principais em Modelos de
Componentes de Covariancias

iid e

=Y, ~ (1ng ® 1,0, = (1,1, )Z +1, @zw)<**>

__________________________________________

: Componentes Principais de Herdabilidade
| a’i a . (direcdo com maxima variacao Entre e
e W minima variacdo Dentro de grupos)

« n—| > n’/n
S, . n 1{ S, S, } (Zg: | ] OSPC
W 2 nO_

= G_1 Col’re/ ) ded

Obter os autovalores e autovetores (V) de i;vlf]B — PCH =VYV




Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Solucoes Regularizadas

Direction between families
\ -
et a

//’J\.J—_ Jﬁl_ﬂ g e
N ”\/\ S
/ ’J +"’” r//_’( x'l -
rﬂ1 \_/ a’"\
ﬁ v, ’ﬁ",/** Y/A ’
|
\ f—— Direction within families (Wang 2007)

Elipse vertical: corresponde a variabilidade dentro dos grupos (familias)
Elipse maior: corresponde a variacdo entre grupos (familias)

a'iBa a'iBa Solucéo
PCH, = max, ,_, = 7 =MaX, 10 — T2 T Regularizada
a'$,a+Alq a'| Sy +al,Ja

A=0: solucédo néo regularizada do PCH
A=00: solucdo do PCH proxima a solugao para Xg.(maximizagao entre grupos)



Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Solucoes Regularizadas

Algoritmo de obtencéo do parametro de regularizacao A

Passo 1: Particao dos grupos em dois sub-grupos: Grupo 1 e Grupo 2.
(Repetir L=50 vezes)

A -1/2
Passo 2: Grupol: para 1=0.01, obter o j-ésimo autovetor V&' de (ZW + 1 p) .
Sera necessario substituir os autovalores negativos por “0” (Amemiya, 1985).
GrupoZ2: obter as estimativas EAJ(BZ)', ZAZ\(,\?' ;

Passo 3. Repetir para A = 0.01, 2, 4, ..., 1000. O parametro de regularizacao é estimado
como:
OI'$ @y O
Vjﬂ, ZB VJ/1 . , aliBa
, PCH, =Ya;max, —
! a'[ZWJr/%CVIp]a

1 L

Aoy =argmMax, =
cV A " A
WIS (2N 7 @



Componentes Principais-Componentes,,gtre Covariancias
~ .y 1z
Correlagdo Familiar vz
erg e”frei,gsais

Y . Observagdes correlacionadas devido a estrutura Modelo de Componenfes de
X g . -, A H
P familiar (grau de parentesco entre individuos) Covariancia
Familia Unidade Amostral Y, Y, Y, ( )_ _ Q
1 1 Y111 Y112 Y11p .
matriz de parentesco \
1 2 Y121 Y122 Y12p
1 2 3 4 5 6 7
1 N, Yoo Yo Yoo 1|11 0 % % % 0 Y
Médias da Familia 1 Y Yo Yip 2 |0 1 % % Y% 0 Y
Yip g 3 |ror 1 mom 0w
G 1 . 15 1o 9 4 |l w» w 1 % 0 Y%
G 2 Yo Yen Yozo 5 [ % % % 1 0 %
6 [0 0 O 0 0 1 %
G Ne Yo, Yeng, Yane, 7l v v v w1
Médias da Familia G Yer Ygz YGp
Vetor de Médias Geral \f \F Yo @ 2

Familia g

3 @ é)—,—ﬁ

7 -




Componentes Principais-Componentes de Covariancias
Correlacao Familiar

Estimadores MANOVA do Modelo de Componentes de Covariancia: sao funcoes
lineares de S, e S, (Oualkacha et al., 2012)

& _ S, /(G-1)-S,/(n-G)
* (r,-7,/n)/(G-1)—(r,-7,)/ (N-G)

A 1 (z,—7.)

> = S — >
Y (n-G) " (n-G) °
G G G G 1
nzzng, Ta_zz-ag1 Tb:ZTbg’ Tc:Zn_Tbg
g=1 g= 9= g=1 g
n n



Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Correlacao Familiar

=-0.05 0.00 0.05

-0.10

(de Andrade et al., 2015)

Aplicacao: Projeto Coracdes de Baependi (MG)
n=1.109 individuos de G=80 familias e p=8.764 variaveis genéticas (SNPs)

: a' Ra aR.a
PC sob Independéncia: PC = max,,_, —— PCH = max, ,, , . —— \S
s R 7R, G
ﬁ(\\\)qa AN\ a
k=) AN
. o 202°
& 985 ) 0 -
— 00 r ] 5 Yo
%gc @ g& Q@O@J o — o) % o)
;;:,po v ° ° ?fpg C% o O@@of;} ?O‘O f’%zo (@)
o ifor g o & “ooc(,),.’ 2%
. &?%@ %@@ o] o | o > v 6(@ . 7 g‘fo
C‘;\c' | a® o OO o %\b
g o o8 g° ®
ﬁ "“I-) = OQ&)@) 8o
B | I T l T T | T
-0.05 0.00 0.05 0.10 -40 -30 -20 -10 0
Proporcéo da variancia explicada pelos PC1 e PCH1
CP 1 2 |13 4 5 6 7 8 9 10
R 0.022 | 0.014 i[).OOS 0.0069 | 0.0068 | 0.0061 | 0.0059 | 0.0055 | 0.0053 | 0.005
Ry Rg 0.086 | 0.070 i[).035 0.031 | 0.028 | 0.026 | 0.0255 | 0.0249 | 0.0246 | 0.0239



Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Correlacao Familiar

PCH1 x PCH?2
=
m pu—
VDo
= 0@0?%' 5
@ @ B
[To) ca
i i 0‘%?00"%8%«0 :
o o o C
= © ﬁ’} oOoo
] fes " Orfb °] %b
) o ®
B ;
L 50 (@O
T T T T T
40 =30 =20 10 0




Componentes Principais-Componentes de Covariancias
Correlacao Familiar

Aplicacao: Projeto Coracoes de Baependi (MG)
Componentes Principais da Sindrome Metabdlica (doenca multifatorial: p=6)

Calcular o PCH1 (variavel latente da SM)

. : . . . /
R Obesidade Truncal Glicose; Yg -~ (1ng lng ,‘Pg ®ZB + In ®ZW )
e = c a'Xga .
g‘ !—‘ T T T T 1 ’ g r T T T 1 maxa o B PCH - a Y6><1
=1 1 ) 14 1 . = . 1 2 . 4 l
6:0 &80 00 20 0 &0 o oo 00 300 00 a ZW a
8 _:_ Var. ObTr Glic Triglic HDL SBP DBP PCH1
: S J2) 0,16 0,12 0,35 0,30 0,18 0,13 0,36
g = e O O O O O p(Y,PCH1) -0,23 -0,34 -0,93 -0,28 -0,35 -0,39
PA Diastoli:ca 62 ~
- | _ B Coef. de correlacao
S g 2 2 i
- L8 o+ oy intraclasse
s s
g g




Componentes Principais em Dados de Familias

Minicurso: Oficina - R

covariancia conhecidas (p=2)

Y, ~(1ng 4/ ;¥ @5, +1, ®2W)

= Obter as estimativas das matrizes de covariancia e os
seguintes Componentes Principais (a’Y):

a'>.a
"a'y,a

Max

Exemplol: I, e X, com correlagdes positivas (0,30 e 0,25, respectivamente) e fenotipos com

herdabilidade moderada (0,40 a 0,70)

Exemplo 2: %, e £, com correlagdes de sinais opostos (0,30 e -0,25, respectivamente) e

fendtipos com herdabilidade moderada (0,40 a 0,70)

Exemplo 3: £, e £, com correlagdes negativas (-0,90 e -0,80, respectivamente) e fendtipos

com herdabilidade moderada (0,40 a 0,70)

Vis

D_

o0

30 familias de tamanho 20 e p=2 variaveis

o

11

& O b a o

2

b

15

Yal;>
do PC
= Gerar dados com estrutura familiar aleatéria e vetor de médias e matrizes de




fendtipo 2

Componentes Principais em Dados de Familias
Oficina - R

Exemplo 1 Exemplo 2

Fendtipos com dependéncia de familia

Exemplo 3

Fendtipos com dependéncia de familia

Fendtipos com dependéncia de familia

30-

=
20~

-
=

fendtipo 2
fenétipo 2

o

-10-

-20-

fendtipo 1 fendtipo 1

fendtipo 1

Preto: reta de MQO Vermelho: CP maximizando a variabilidade ENTRE familias
Azul: Componente Principal de Herdabilidade (PCH)




Componentes Principais em Dados

Correlacionados s
e e 1@
O
= Alternativa 1. Componentes Principais Discriminantes (PCH) e
i . . . a'liBa
Yo~ (1, 450 )i Q=¥ ®Z +1, ®%,; max, , — PCH =YV
a'x,a

= Alternativa 2: Componentes Principais sob Transformacao Espectral em R"™"

. . . 12 o !
Ynxp - (lunxp’anxnp LP ®szp) Lann _UnAn Un — i Z _UnY

n obs correlacionadas

COV(AMU ry ) — | ®Y transformadas_gm n
NN " novas variaveis
independentes!
transformar Y em n Obter os Componentes
observacoes Principais Classicos de ¥

independentes



Analise Multivariada

_ nxp
Y., =(Y,)e® L

. . o - og
Estatisticas Descritivas Multivariadas: ©

Distribuicdo Normal Multivariada:
Distribuicbes Amostrais:

Regibes de Confianca, Testes Multivariados, MANOVA, IC Simultaneos,
Correcoes para Mdultiplos Testes

Analises Multivariadas Classicas (n>p, iid): CP, AF, CoP, AC, AD, ACC

Analises Multivariadas Esparsas (n<<p, iid): CP, AD, ACC For

e

v' Componentes Principais em Observacdes Correlacionadas

= Aprendizado de Estruturas — Modelos de Grafos Probabilisticos
Modelos de Equac0Oes Estruturais
Propriedades de Markov



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

Ynxp — (Yij )E RP Aprender/Estimar a Estrutura de Dependéncia
entre Variaveis RPxP

Dados multivariados com observacdes
independentes (n>p; pT)
iid

fecR

Y, eRP ~(1;Z)
> diagonal N >
(independéncia) N&o Estruturada

Estado da Arte: aprender a estrutura de

dependéncia usando teorias de:

» Modelos de GRAFOS +

» SEM (Modelos de Equagdes Estruturais)
+

g0 = Propriedades de Markov

Grafo Gaussiano de Independéncia Condicional
(p=87 variaveis em E. coli.; Drton and Maathuis, 2016)




Aprendizado de Estruturas
Correlacao x Causa

Padré\o‘Ouro

= |nferéncias “Causais’ : obtidas de Ensaios Clinicos Controlados e Aleatorizados
= Desafios: - Extrair Inferéncia Causal de Estudos Observacionais
Relacao entre Variaveis: Correlacao (é simétrica) versus Causa (€ assimétrica)

X —Y X =Y
X« Y

Estabelecer suposi¢cbes que possam capturar a assimetria das estruturas causais.

Sistemas de 2 variaveis (X e Y) nao podem inferir estruturas causais.
Ao incluir uma terceira variavel (X, Y e Z) é possivel inferir estruturas causais, sob
certas suposi¢coes (Haussman, 1984, Papineau, 1985)




Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

Como os sistemas respondem a intervencgoes ?

Ensaios Controlados Aleatorizados X Estudos observacionais
(padrao ouro de inferéncia causal) (podem conter muitos “ruidos/vicios)
Xy
. ~ ~ ) ) ., ) Cryrs . "~Co
Avaliar padroes de dependéncia entre trios de variaveis: a,ggif/o % 0’7?0/3%8
a.g /7@/7[«6 ~deo,o
Caso 1 Caso 2 Caso 3 ‘o <

, L e L Z e efei mum

Z é causa comum Z é efeito intermediario (colisgoeneég)c(::c?neléta da)

Z é confundidor X tem efeito indireto sobre Y

(unshielded collider)
@ @ @ ©
\
®/ O, ®/ \®

| }
. ! Modelos Probabilisticos
(X LY) associados

Equivalentes Grafos Diferentes
(X LY |Z) independéncia condicional (X LY|Z) dependéncia
condicional

(X LY) independéncia



Aprendizado de Estruturas — Trios de Variaveis

Caso 1 Caso 2
Z é causa comum Z é efeito intermediario (X 1Y Z)
Z é confundidor X tem efeito indireto sobre Y

Independéncia condicional

@ @ Mesma relagao de
/ \ / \ independéncia (mesma
@ @ @ @ distribui¢&o conjunta) MAS sob
diferentes Grafos.
P(X|1Z)P(Y|Z)P(z)  P(X)P(Z|X)P(Y|Z)
\ )

|
P(X,Y,Z)
P(X|Z)P(Y|Z)P(z)=P(X,Z)P(Y|Z)=P(X)P(z|X)P(Y|Z)
Como quebrar a equivaléncia de distribuicdes (geradas de “grafos” diferentes) ?

= Condic¢bes para que o modelo probabilistico determine unicamente o grafo:
— Teorema da Identificabilidade (ou da descoberta)



Aprendizado de Estruturas — Trios de Variaveis

Correspondéncia entre Grafos e SEM (Modelos de Equactes Estruturais)

Caso 1 Caso 2
Correspondéncia entre
Z é causa comum Z é efeito intermediario “Grafos” e “SEM”
Z é confundidor X tem efeito indireto sobre Y

Cada efeito € uma funcéo
@ @ arbitraria (linear ou n&o) de
B Vi sua causa direta e de um
; i Z % termo de erro. A fungcao nao é
@ @ @ @ tdo importante quanto a

independéncia dos termos de
erro (Spirtes,1994)

P(X1Z)P(Y1Z)P(z) P(X)P(ZIX)P(Y|Z)
Considere SEM lineares e com erros independentes: Sob termos de erros
independentes, tanto a
Y=82Z+e, Y=06,Z+¢e, representacdo SEM como a
representacao por Grafos
X =pL+ey, L =X +e, permitem identificar a

“independéncia condicional” entre
(X LY|Z)= e, Ley, (X LY |Z)< ey, Loy, as variaveis.



Aprendizado de Estruturas — Trios de Variaveis

Na correspondéncia entre SEM e Grafos € importante que o modelo probabilistico

seja Fiel ao Grafo.

(X J_AY|Z)

\

r
Caso 1

Z é causa comum (confundidor)

@
ﬂ/ B,
® , ®

Y 2,322 +:B3X +eY|Z,X
X =p7Z +€y;
Y = ,Bzz +ﬂ3(ﬂlz +eX|Z)+eY|Z X

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Efeito total nulo
O modelo probabilistico &

infiel ao grafo

182 = _131:83 -

Caso 2

Z é efeito intermediario
X tem efeito indireto sobre Y

ﬂ/ \/‘fz
®

Efeito X — Y = Efeito direto + Efeito Indireto

Y = ﬂzz +183X +esz}

Z=p[X+e,
Y Zﬂz(ﬂlx +ez|x)+ﬂ3x +eY|Z,X

=(Bs+ BB)X + BoByix + €z x

B, =—PfB, = Efeito total nulo
O modelo probabilistico &

infiel ao grafo



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

1 ”»

Componentes da Inferéncia e do Aprendizado de Estruturas envolvendo “p” variaveis:

1. Fatoracao da Distribuicao de probabilidades conjunta (Lauritzen, 1990, 1996)
Independéncia condicional e
Propriedades de Markov (M-Pares de Variaveis, M-Local, M-Global)

2. Modelos de Grafos Probabilisticos (Pear, 1989; Verma e Pear, 1990)
d-separacéao (estrutura de colisdo nao-conectada: X—>Y<«Z)
Fidelidade

3. Modelos de Equacdes Estruturais (SEM) (Boolen,1989)
Equacdes de Mensuracéo e Equacdes das variaveis latentes
Linearidade
Erros independentes



Grafos: Diagramas de Representacao “Causal’

Grafo € um conjunto de veértices (V) e arestas (E): G=(V,E); E < VxV

V: variaveis (biométricas, de sobrevivéncia, espectros de imagens, fenotipos, genotipos,
expressao génica, etc)

E: arestas representam “dependéncias” (ndo independéncia condicional) entre variaveis

= Grafo N&o Dirigido (UDG): X—Y —Z

Definem Vizinhangas: nbg(v)={w € V; {w,v} € E}

= Grafo Dirigido (DAG, aciclico): X—>Y —> Z
Definem estruturas de Pais e Descendentes: pag(v)={w €V, {w,v} € E}

deg(v)={w € V; w=v ou v—... »w em G}



Grafos: Diagramas de Representacao “Causal

= Grafos dirigidos: G=(V,E); E < VxV

= DAGs: Grafos Aciclicos Dirigidos

/ \ SEM recursivos: com termos de erros nao

correlacionados e sem relacionamentos ciclicos
Matriz de Adjacéncia “B” é triangular inferior (arestas
conectando variaveis/Coluna causando Linha)

/@\ » DCGs: Grafos Ciclicos Dirigidos
@ @ SEM néao recursivos: matriz “B” geral mas sem

elementos na diagonal (n&o ocorre self-loops)

Termos de “erro” e efeitos ndo sao indicados no grafo (como acontece na
representacao de SEM).



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

= SEM para variaveis “observadas” de um sistema (nao ha variaveis latentes).

EquacOes de Mensuracao A correlacdo entre as p-
variaveis esta modelada em B

iid
Yi px1 = Bp><pYi px1 + Xipququl + ei px1? ei - Np (O’z o I po-

. . . . ao
B,.p : Matriz de Adjacéncia (0 e 1’s; B;=0) ;I//af/'/C/a/ de Grafog
Efeitos causais diretos entre as variaveis V?O/U”a Causango linh
1 -B|=1 para DAGs 'Ce-versa) aou

Objetivo da inferéncia: Estimar B e 3
Modelo na forma reduzida:

Y (1-B)= X8 +e; Yi:(lp_B)_l Xif + (ID_B) S ma?n-ZnBC’;apena.

1
20°

arg max , {nln\l —B\—n—zpln(zyzg?)_

¥(1-8)-x ;- Al |



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

= SEM para variaveis “observadas” de um sistema (nao ha variaveis latentes).

Equacles de Mensuracao
iid

. . 2
Yipa = BooYipa + XipaBpa +€pas & ~N, (GZ=1,0%)

i px1 pxp i px1

Bpxp - Matriz de Adjacéncia (0 e 1’s; B;=0)
I -B|=1 paraDAGs

Modelo
reduzido ] l T _
Y. :(lp_B) X.p ! (|p_|3) e : Mistura de erros

: independentes
J

Matriz de covariancia imposta pelo SEM: Cov(Y;)=%, =(1-B)™" X (I-B)™
Objetivo da inferéncia: Estimar B e 3

id

Y, ~ Np( 1, —Bpxp]_l XiB:0%[ 1, —Bpxp]‘l[lp —Bpxp)]”)



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

p= 5 variaveis 885/14@0

B matriz de Adjacéncia: coluna causa linha Danrgy, o .
coluna — linha

X=Q matriz de efeitos genéticos: cada variavel é 08

afetada por um unico “Fator Genético” @

yl y2 y3 y4 y5 0.8
yl 0.0 0.8 0.0 0.0 0.8 0.8

B= {2 00 00 00 00 08 D

y3 0.0 0.0 0.0 0.8 0.0

0.8
y4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 o8 @ 08
0.8

ys 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.8

gl g2 g3 94 @5
Q= . 08 00 00 00 00 @

~  y2 00 08 0.0 0.0 0.0
0.8

y3 0.0 0.0 0.8 0.0 0.0
y4 0.0 0.0 0.0 0.8 0.0

ys 0.0 0.0 0.0 0.0 0.8

Algoritmos de Geracéo de| Erd6s—Rényi (1959): atribui as arestas aleatoriamente
Grafos Aleatorios Barabasi-Albert (1999): segue modelos biologicos



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

&M 5

p= 5 variaveis O-rg
B matriz de Adjacéncia: coluna causa linha DCG C"’S/vo
coluna — linha 0.8
X=Q matriz de efeitos genéticos: cada
variavel é afetada por um unico “gene” @
0.8
iy 0.8
VI y2 y3 y4 5 ()
B — yl 0.0 0.8 0.0 0.0 0.0
y2 0.0 0.0 0.8 0.0 0.0
y3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.8 0.8 @
y4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 ‘ 05 08
yo 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0
gl g2 93 g4 @5 @
Q: yl 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0
y2 0.0 0.8 0.0 0.0 0.0 0.8
y3 0.0 0.0 0.8 0.0 0.0 A

y4 0.0 0.0 0.0 0.8 0.0

y5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.8



Propriedades de Markov

V: Vertices, nb(v): vizinhanca de v, A, B e C subconjuntos disjuntos em V

Independéncia Condicional para Pares de variaveis: (XV 1L X, XV\{V,W})

X Iﬂb(V))

Independéncia Condicional Local: (XV L XV\{nb(v) ’

Independéncia Condicional Global: (X, L X5 |X¢)

m
1—-2—3—4-—-5
Modelos Gaussianos:

M-Pares: X, L X, |(X,,X,, Xs) X; L X [(X,,X,,X,) avaliacdo de >t

Xy, L X, [ (X, Xg, Xg) X, L Xg [(Xy, X5, X,) Xy L X [(Xy, X5, X,)

Modelos Gaussianos: a variavel

M-L |
ocal: X, L (X X[ (Ka, Xs) - Xy L(Xy Xo, Xo) [ X, pode ser predita de seus
vizinhos (regresséao LASSO)

M-Global:  (X,, X.) L (X, X,)| X, X, LX,|(X,,X,) Distribuicoes conjuntas
decomponiveis: avaliar fatoracoes

da densidade



Grafos Dirigidos (DAGS)
Concelto de d-Separacao

= Definicdo: Critéerio de d-separacao (Pearl, 1988, 2000)

(X 1Y | Z)G . X eY estdo d-separados dado Z se para qualguer caminho
(aresta) U entre X e Y,

v" U néo contém colisdo ndo conectada, e entdo Z € U (Z é efeito intermediario ou

causa comum), ou
v U contém uma colisdo ndo-conectado, e entdo nem o colisor nem seus

descendentes < Z.

X —>Z —>Y (efeito intermediario) . X = Z < Y N
(efeito comum, colisao nao conectada)
(X LY |Z), (X LY|Z).

X € Y estao "d-separados’ dado 2 X e Y estao “d-conectados” dado Z



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

= Notacao:

(X LY Z)p . X é condicionalmente independente de Y dado Z sob P
P(X=x|Y=y,Z=2)=P(X=x|Z=2z), P(Y=Yy,Z2=2)>0

(X 1Y Z)L . X & condicionalmente independente de Y dado Z em um SEM
( linear com erros iid)

(X LY |Z)UDG . X éseparado de Y dado Z em um Grafo nao direcionado UDG

(X 1Y Z)G . X é d-separado de Y dado Z em um Grafo direcionado G (DAG ou DCG)

M-Global

(X LY|Z), Z (X LY[Z),; (X LY|Z), L satisfazendo py,, =0

Fidelidade

Resultados bem estabelecidos para os Modelos de Grafos Gaussianos
(sob distribuicdo conjunta Normal Multivariada e observacoes independentes,
estruturas podem ser aprendidas via testes de Independéncia Condicional)



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

Os Algoritmos de Aprendizado de Estruturas s&o principalmente baseados em
Testes de Independéncia Condicional.

= Passo 1. Iniciar com carestas entre todas as variaveis

= Passo 2. Aprendizado do Grafo Nao Direcionado (UDG - relacdes simétricas)

Testes de independéncia condicional entre Pares de variaveis dado as restantes
X LYV \{X,Y}
Inferir o Esqueleto do Grafo

= Passo 3. Aprendizado do Grafo Direcionado (DAG — relagdes de causa/efeito)

No UDG algumas variaveis podem estar d-conectadas devido a V-estrutura X— Z <Y

Avaliar todos os trios de variaveis e orientar os casos de colisdo

Passo 2 —»



Modelos de Grafos Gaussianos

Passo 2. Aprendizado do Grafo n&o dirigido (UDG)
Testes da Correlacao Parcial Nula

S=V\{X,Y} XLY|S < p(X,Y[S)=0
iid

Modelo Normal Multivariado: V; ~ N (upxliﬁpxp)

Alternativa 1: Aprendizado de um UDG via Matriz de Precisao

iid

VAN, (0T )i T =K=(ky)  p(X.Y]|5)=

Teste da Correlacdo Parcial Nula: Estatistica z de Fisher

Hy Py =0 1 (1+p o
= n| —/—£XS8 |- /in+|S]-3 ~ N(0:1
{Hl Pxyz #0 Exrs " 0 \/'n ' ‘ ‘ ‘ZXY.S‘ ( )

Situacdes mais gerais: n?



Modelos de Grafos Gaussianos

Alternativa 2: Aprendizado de um UDG via Ajuste de Modelos Univariados

Oxx  Oxv  Zxs 5 _(Gxx.s GXY.SJ
XY.s —

_ Distr. Condicional

Zox  Zsr s _(Gxx GXYj [szjzl(z > )
- o ss \ ~sx Sy

Oyx  Oyy 2ys
. e, — e —————— |
Modelos Univariados: :p(X v |S)= \/ Oyy s _ —Kyy :
: Oxx sOvy s K Kyy I
e Y =1+ 'S+e,; e ~N(0 0l ! co ;
ma = Hyis T Ps vis» Sy ( YIS) ! - Cov(eX|S;eY|S)_ B Oxs |
: : .2 N XIS I
n X = Hy s + f¢ S +€xs1 Exs T N (O’ O'X|s) : x1s9vis o I

YIS
aYig = Hyix s +IBX|S ‘X +133|x 'S T&xsr Syxs ~ N (O; 0'\3|x,s) }

Método das Vizinhancas(Meinshausen and Buhlmann, 2006)
Encontrar a vizinhanca de cada vértice: nb(Vj ): §/i;,b’\\,/”"S =0, J=1(J),1=1,..., p)}

Incluir arestas se: E = {X,Y); X enb(Y)A\vY enb(X)}  critério AND/OR



Aprendizado de Estruturas — Inferéncia Causal

Os Algoritmos de Aprendizado de Estruturas s&o principalmente baseados em
Testes de Independéncia Condicional.

» Passo 1. Grafo Completo
. . N E/i’rl/'na
» Passo 2. Aprendizado do Esqueleto (UDG - relagOes simétricas) aresl‘as r

Independéncia condicional de Pares de variaveis dado as restantes

= Passo 3. Aprendizado do Grafo Direcionado (DAG — relacoes de causa/efeito)
Orientar as arestas: encontrar V-estruturas X— Z <Y
Realizar testes de Independéncia Condicional de Pares de variaveis dado todo

possivel subconjunto condicionante.

3.1. X e Y n&o conectados
3.2. Pesquisar por Z; (X L Y|2)
3.3.SendoexistirZ = | x—7 <«—v

Algoritmo IC Implementar um teste de independéncia condicional
Algoritmo PC Oréculo da d-separacéo



Simulacao de Grafos: “UDG”

Entrada: Matriz de Correlacdo Parcial

> data.pCor

[,11 [,2]1 [,3]
[(1,] 1.0 0.6 =-0.5
(2,] 0.6 1.0 0.0
[(3,] -0.5 0.0 1.0

#Gerar dados N3
#Aprender a estrutura

#Estimar as arestas via Método das Vizinhancas
#Teste z de Fisher

gso ¥

Adéle Ribeiro, 2018

> nei out$pCorSestimates

V1 V2 V3
V1l NA 0.64450169 -0.48553853
V2 0.6445017 NA 0.04922369

V3 -0.4855385 0.04922369 NA

> nei outSpCorSp.values

V1 V2 V3
V1l NA 1.825967e-118 2.817058e-60
V2 1.825967e-118 NA 1.198066e-01

V3 2.817058e-60 1.198066e-01 NA




Simulacao de Grafos: "DAG”
p=3 Variavels  asie ribeiro, 2018

id
id
id
id
id
id

Possible types:

chain: V1 -> V2 -> V3
collider: V1 -> V2 <- V3

fork: V1 <- V2 -> V3

triangle: V1 -> V2 <- V3 <- V1
independent: V1 V2 V3

Estimated CPDAG - Collider

@

#Gerar dados via Modelos de Mensuracéo (SEM)
#Entrar com os Betas: no exemplo, Beta=0 e 0.8
#Testes de Independéncia Condicional com

# p-valor=0.01 e Correcao de Bonferroni

Estimated CPDAG - Triangle

@




Simulacao de Grafos: DAG

—1

P_\J

Possible types:

Variaveis

#
# - chain: V1 -> V2 -> V3
# - collider: V1 -> V2 <- V3
# - fork: V1 <- V2 -> V3
# - triangle: V1 -> V2 <- V3 <- V1
# - independent: V1 V2 V3
Estimated CPDAG - Fork
w

Adéle Ribeiro, 2018

# Chains and forks have the same joint distribution
# they cannot be statistically distinguished from each other.

Estimated CPDAG - Chain




Simulacao de Grafos: "DAG”
p=5 Variaveis  Adele Ribeiro, 2018

. Tt

Possible types:
- multichain
- multicollider: V2, V3, and V4 are colliders and sink/terminal vertices;
V1l and V5 are source nodes;
- multifork: V2, V3, and V4 are source nodes;
V1l and V5 are colliders and sink/terminal vertices.

Estimated CPDAG - Multichain
Estimated CPDAG - Multicollider Estimated CPDAG - Multifork
) @
@ @ @ @ @
® ©
@
@ (&) )




Aprendizado de Estruturas em Observacoes

- Yp;angxp~(1 ot W ®%, ®2prp); S =3 4%,

n

Aprendizado de COMPONENTES de Covariancia do Grafo

Passo 2. Aprendizado dos Grafos UDG (n&o orientados)

Alternativa 2.1. Testes de Correlacéo Parcial Nula a partir do Ajuste do Modelo de
Componentes de Covariancia

=242, X, Xg, iw Estimadores MANOVA
(Oualkacha et al., 2012)

_ Oxy s _ —Kyy

Como obter testes validos de correlagéo parcial? p(X,Y|S)= \/ =
OxxsOvyws Kyx Kyy

Matrizes de Precisao
Limitacao: Estabelecer o tamanho amostral
efetivo (n.) na formulacao da estatistica z de

A Fisher.
: -1
Grafo Residual (Dentro de Grupo) — ZW Solucao proposta: uso do denominador das

A_q estimativas MANOVA de cada matriz de
Grafo Total (Efeito Combinado) —» 2+ covariancia.

Grafo do Efeito de Grupos — 3!




Aprendizado de Estruturas em Observacoes
Correlacionadas

Alternativa 2.2. Teste de Correlacédo Parcial Nula a partir do Ajuste de Modelos de
Componentes de Covariancias

Yo =u+pB'S+g+e 0~ Nn(O;\Pgaé); e~ Nn(O; Inaj,);

Efeitos 2 g
aleatdrios Cov{g} :( nxnOB fxn j; Y=l ®‘{’g

e 0 | o

nxn

Ajuste de Modelos Univariados de Componentes de variancia
- Cov(eyeieys)

Como obter testes validos de correlagao p(x Y |5) __ Oxs
parcial? \/O'xx.so'w.s

OxsOvis

Yoa = Hygs + 5 'S+ Ovs T€s: OGys ~ N (O;qjaéws); & ~ N (O;LPGV%/WS)

X = Hys + 5 'S T Oxs TC€xisr Oxps ~ N (O;Taéxw); Cxis ~ N (O;lPO-V%/MS)




Aprendizado de Estruturas em Observacoes
Correlacionadas

Alternativa 2.2. Teste de Correlacédo Parcial Nula a partir do Ajuste de Modelos de
Componentes de Covariancias

Yoa=p+f'S+g+e g~N,(0;¥,08); e~N, (051,05 );

¥ _oi O C
Cov| ¥ |=| " mae T Y=1®Y, va'/?mO Oby
€ On><n InGW Jo /dOSOI erfesf
f“arcia/h,\e Col'lbles
. o s Mpe A oy THCE
Ajuste de Modelos Univariados de Componentes de variancia 'Oonen,«e “Qqy "0

= Erro Marginal: §:Y—E(Y):g+e — f’(X’Y|S)T:

(Talluri and Shete, 2014) \/Vélr(‘fsx ar(fg)
| A Cov(&;€))
= Erro Condicional: e:Y—E(Y | g) —— PA(XY]S), = — —
| (Valente et al., 2010 sob SEM) \/Var(es var (es )

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,




Aprendizado de Estruturas em Observacoes
Correlacionadas

Como obter testes validos de correlagao parcial para cada Componente (e e g)?

= Componente de Erro Condicional:
Cov(&;65 )
AX AY Limitacdao: Residuo condicional
\/Var(es JVar (é) s . o
(€ ,6 ) eo efeito aleatodrio
predito ( §¢, 4L ) estdo
confundidos.

[)(X,Y|S)W =

= Efeito Aleatorio:

Cov(§s; 65 )
\/Var(gsx Jvar (G2 )
Solucao para reduzir o confundimento nas estimativas: uso do procedimento proposto por
Loy and Hoffman(2015) — obter uma aproximacao de baixa dimensao, para os efeitos

aleatodrios rotacionados bem como para os residuos condicionais, gue minimize o
confundimento.

p(X.YIS), =



Modelo Multivariado
Matriz de Precisao

Modelo Univariados
Solugdes Rotacionadas

Algoritmo PC

Grafo-Entre Grupos

Grafo Residual

Grafo Total
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Aplicacéo

Projeto Coracodes de
Baependi (MG)

SubGrafos (UDG e
DAG) das variaveis da
Sindrome Metabdlica:

Circunferéncia Abdominal
Glicose

Triglicérides

HDL

SBP: pressao sistélica
DBP: pressao diastolica

Relag&o causal conhecida
(validada): Circunferéncia
abdominal como causa
direta da pressao



