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Matriz de Dados: Estatisticas descritivas multivariadas

Y .S R.__.S*

px17 = pxp? " Tpxp! T pxp

- Definidas no espaco das colunas (p-vetores n-dimensionais):

2 2 2
- Definidas no espaco das linhas (n-vetores p-dimensionais): Din = (dij )’ dPij’ dMij
-Propriedades em espacos duais: NS =(HY) HY =VAV’ HY CUAY " H =1 —n11
B,..,=HY (HY) =UAU’ | " "
Regides (elipsoides) de Concentracdo de Observacdes:

R(Yi):(Yi eR"; df (V) =(Y, —\7)' S.H(Y,-Y)<chc? =;(§(a)j

Matriz Aleatoria: Propriedades distribucionais
Voo = (Y ) € R™P5 Yooy ~ Nov (12203 Ry = Wi ®Z, ) (vECY) |~ Ny (1, ® 41,5 Q)

nxp

iid Va2 .
- Estimadores e DistribuicBes Amostrais: Y, ~ Np(ﬂiz) Yoa =N, (1£2/n)
nS,., ~W, (n-1%)

- Regibes (elipsoides) de Confianca para p.
- ’ - n-1
R(ulY)= {,u eR”; n (Y —,u) S, (Y —y) <c’ e =TS (@)= (( )P o (a)}

n—-p)



Inferéncia — Analise Multivariada

Por que realizar Testes de “vetores” de médias?

Testes Multivariados x Testes Univariados

(H01:/11:O

iid

Yipxl = (:U;Z)1 H, Mg = Opxl X )

\Hop 7 =0

» H4 interesse na analise conjunta de multiplas variaveis

= Realizar inferéncias mais “precisas” devido a incorporar a informacao da
covariancia entre variaveis

» Realizar comparacfes entre os parametros associados as diferentes variaveis:

construir contrastes entre medias das variaveis

Bonferroni, FDR



O Problema de Decisao: Rejeitar ou Nao-Rejeitar a Hipotese Nula?

Testes de Hipoteses

. . A 1 A p - pPXp
Y: fY (y | 9) . Inferéncias sobre o parametro 6 € RP ; 6 € R

cardinalia';;,de
Hipotese Simples: |©;]=1

Hipoteses: H,:#€®, x H,:0€0,;, 0=0,U0, Hipotese Composta: |@,|>1

P
et Qﬁ‘fa%“")\{o 0 oly) 0 néo rejeitar H,
esle. —
P Y 1 rejeitar H,

Regido Critica: R, = {y e Q,; g/)(y):l}: (p‘l(l) Regido de rejeicdo de H,
Regido de Aceitacdo: R(Y) = {y eQ,; qp(y) = O} = (0_1(0) Regido de confianca

. Tipo I: Rejeitar Hy | Hy V ; P(erro I) = a: Nivel de significancia
rros
Tipo Il: Nao Rejeitar Hy| HyF;  P(erroll) =

) 1)6 @,
Funcéo Poder:z,:@ —»[0,1]; 7,(0)= P(g(y)=1|6) :>{ (;?}E)y) . ; ;@ ) )1,8

Poder do teste



Teste da Razao de Verossimilhancas

4 iid

Yn><p :(Yl""’Yn) : Yipxl - in (yl |0)’ HZ(IIJ,Z)
H,:0e®, x H,:0e0,;, 0=0,U0,

Definigao: A estatistica da Raz&o de Verossimilhangas para testar Hy x H; , com
L(6]y) a funcao de verossimilhanca, é:

*

ou, equivalentemente, —2In A = 2(In L —In L’;): 2(I1 —~ IO)

/I(y): Supee®o L(Ql y)
SUP,.0, L(O1Y)

@ R, ={yeQ,; Aly)<c) c, sup,e P(yeR |0)=a
R.={yeQ,; —2InA(y)>c}; c, sup,e P(yeR.[10)=c

|—l_>(- ol_*

Teorema: Se 0,€R’ e ©,R" é uma sub-regido de 0, , entdo sob condicdes de
regularidades satisfeitas para f, para cada 6@, ,
n—o0 ) Ho ., =0; S eRPP
-2InA -~ Zq—r =q-r=(p+p(p+D/2) —(p(p+1)/2)=p



Teste da Razao de Verossimilhancas
Uma Unica Populacao

' iid
Yoo = (YooY ) 5 Yo ~ N (162) H,:u=u, ; = conhecido
1 1 N iz U2 tr(= s Jen(Y—p) £ (Y —4)
L(e,Z2|Y)= npI2 1< n/2 eXp{__Z(yi —,u) 2 l(yi - )} ‘(Zﬂ)p /2 [ (=)
(27[) |E| 23 |

Estatistica da Razao de verossimilhancas:

—2ina=2(nL-InL;)=2(; -1

l; =InL(;2) = (~1/ 2)nIn|27 = — @/ 2)ntrs S — @/ 2)n(Y — g ) ZHY - 45)

; =InL(Y;2)=(-1/2)nIn]27 = - (1/ 2)ntrs 'S

@ —2|n/1=n(Y_—,uo)l Zl(Y_—ﬂo)anolzldo ~Z§

> y%(a)= Rejeitar H,

Regra de Decisdo: nd? (Y,
) (7] {c.c. = N&o Rejeitar H,



Teste de Hipoteses para o Vetor p
Uma Unica Populacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

' iid

1° Filho 2° Filho . ]
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro Y25><4 — (Yli""YZS) ' Yi4X1 - N4(/u’ Z)
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152 ;e .
3 181 148 185 149 Estatisticas Descritivas:
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
!
° o o To e Y =(185,72 15112 18384 149,24)
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
> oo oo o o 91,481 50,753 66,875 44,267
12 183 147 174 147 52186 49,259 33,651
13 174 150 185 152 S =
14 190 159 195 157 96,775 54,278
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130 43,222
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150




Teste de Hipoteses para o Vetor p
Uma Unica Populacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

' iid
1P Filho 2° Filho . i
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro Y25><4 = (Yli""YZS) ! Yi4X1 - N4(,Ll, Z)

1 191 155 179 145
2 195 149 201 152 e ) _
3 181 148 185 149 D|Str|bU|(}aO marglnal.
4 183 153 188 149 » p o o
5 176 144 171 142 ) . - M|« | On 13
6 208 157 192 152 Yan’YiM - (Yil’Yi3) N{,u _( j,Z _[a o D
7 189 150 190 149 Hy 13 3
8 197 159 189 152 - .
9 188 152 197 159 Hipoteses:
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148 o (182} . [100 0 J
12 183 147 174 147 - M= ) =
13 174 150 185 152 182 0 100
14 190 159 195 157 o
15 188 151 187 158 Estatistica LR:
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158 . _ . _
18 o o 173 " 2In A4 =4,31= p—-valor=0,1159
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137 P(;(z2 < 5,99): 0,95
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147 . y ; o
23 176 139 176 143 Conclusao: Nao ha evidéncia
24 197 167 200 158 . .
o5 190 163 187 150 amostral para rejeltar HO




Teste de Hipc’)teses para o Vetor u
Uma Unica Populacio

Ynxp:(Yl,_,_,Yn); Y. ~Np(ﬂ;2) H,:u=u, ; X desconhecido

SobH, : A:Y, >=S
» £uNngao crescente de
e :
_ | _
@: —2In1—2(|1 I) nln(1+d S d) (n-1)d, S, ~ T2,
n -
pdo S 1d0 F

Teste T2 de Hotelling para uma Populacéo



Teste de Hipoteses para o Vetor p
Uma Unica Populacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

' iid
1P Filho 2° Filho i i
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro Y25><4 = (Yli""YZS) ! Yi4X1 - N4(,Ll, Z)
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152 Distribuicao marginal:
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149 ” p
5 176 144 171 142 ) _ - | M|« _|Ou O3
6 208 157 192 152 Yz Yile - (Yil’Yi3) N{,u - (ﬂ j x= [0 o D
7 189 150 190 149 3 13 3
8 197 159 189 152 .y i
9 188 152 197 159 Hipoteses:
10 192 150 187 151 _ 182 .
11 179 158 186 148 0 M= ;2 desconhecido
12 183 147 174 147 182
13 174 150 185 152 _ _
14 190 159 195 157 Estatistica de Hotelling:
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130 — P '
17 195 155 183 158 d,Sd, =128 = p—-valor=0,2971
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137 P(F(2 23y < 3,44)2 0,95
21 192 154 185 152 ’
22 174 143 178 147 . N ) Cm
23 176 139 176 143 Conclusao: Nao ha evidéncia
24 197 167 200 158 .
o5 190 163 187 150 amostral para rejeltar HO




Teste de Hipoteses para o Vetor u
Uma Unica Populacao

' iid

Ynxp:(Yli---iYn); Yixl ~Np(1u’z), Zempxp

p

EMVS u EMVS 11
Teorema: SobH, = 4, SobH;, = Y . Entao:

EMVS X EMVS £

SobH, = S+dyd,; do=Y —f; SobH, = S=nY (v -V)Y,-V)

Estatistica da Razao de Verossimilhancas:

4

» Para X conhecido: —2InA=n(Y — 1) =Y — 1)~ #° Sob
- Distripy,; " lidag,
i 1)d,sd, ~12 =D "%8S exaty
= Para X desconhecido: (n - ) 0 o~ lpny = ?p (p:n—p) as
'o- 2 (n-1)p
nd, S, 1d0 ~ T(p;n—l) - A |:(IO:n—IO)

n—p




Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Correspondéncia entre as Estatisticas de Teste
dos casos Uni e Multivariado

Y —uf - gy
t- ( 82/;) N n(Y —ﬂ)(sz)l(Y —ﬂ) ~ oy =Fie
— ~ /)
_ Y — i f Pode ser calculada
@ Hotu=p, = t'= ( Sz/nO) > oy :Fl,(n—l)(a) para cada variavel
T2 _nd's;'d =n (7 - ) 5.7 )~ (WU
u u (h—p) PO
- ~ /)

- 7 _ ) sy n-1 Teste conjunt
ot = T2 =l 5207 ) TR, () Teste conunto para



Teste de Hipoteses para o Vetor u
Uma Unica Populacao

4

Y = (Yl """ Yn) ) Yi

nxp

RGNS
Oa\\e‘(\a

iid

LN (%)

p

Ho o=

> desconhecido

Estatistica Lambda de Wilks:

[/ n_ !
T? = (n_l)do S_1do ~T(i;n—1); P d S_1do - I:(|o;n—|o)

p
, > |(n-1
T2=nd, S, "dy~T2, ,; T?= O(A )
' 5
@ N ) n/2

5. > -v v, -Y) & ]m
A2/n =L A ) i=1 §

> Y, =11 \Yi = i) %

—(n-1)=A*"(n-1)—(n-1),

Estatistica Lambda de Wilks



Teste de Hipoteses para o Vetor u
Uma Unica Populacao

Estatistica de Hotelling e Estatistica Lambda de Wilks

' iid

Yoo =Yoo Y)Yy =N (15%)  Hg:u=u, ; = desconhecido

p

> 2 \7? n-1) =
AZ" = =(1+ ! j T2=( )( 0‘—(n—1)

)

T22T2 (@)

Regra de Decisao: Rejeitar H, { )
A<c)

—H, é rejeitada para valores “pequenos” da estatistica Lambda de Wilks e

valores “grandes” da estatistica de Hotelling



Teste de Hipoteses para a Matriz ¥

Vd

Uma Unica Populacao

Yoo =(Y1,...,Yn); Yi o~ Np(u;Z) H,: =%, ; u desconhecido

p

Estatistica da Razao de verossimilhancas:
SobHy:a=Y, 2,=%, =1 =InL(Y;Z,)=(~1/2)n{n]2z £,|+trs;'s |

SobH, : =Y, £=5 =1 =InL(Y;S)=(-1/2)n{n]2z S|+ p|

//Qa /QQ
@ ~2In2=2(; -1; )= ntrz;'s - nlnls;s| ~np
— np(a— Ing —1) Distribuic&o desta variavel ndo é

e .. Simples = uso da teoria assintética
a: média aritmética dos autovalores de X, S

g: média geométrica dos autovalores de ;'S

Ho,n—)@

@ Na Regra de Deciséo: —2In4 ~ Zs(pﬂ)/z



Teste de Hipoteses para a Matriz ¥
Uma Unica Populacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

1P Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150

Distribuicdo marginal:

id
Yieas Vi, = (Yil’Yi3)~ No| = (ﬂl];z = (Gﬂ Glsj
Hs 05 Ox

100

Hipotese: H, :2=£ 0

0
; 1 desconhecido
100

—2In A =17,70 = p —valor =0.0005071

Conclusao: Rejeitar H,

100 50

Hipotese: H,: = =
50 100

J;ﬂ desconhecido

—2In4=391= p-valor=0.2713

Conclusao: Nao ha evidéncia para
Rejeitar H,



Teste da Uniao Interseccao
\ndepe;%ég\\gsade id

' iid
Yoo =Yoo Yo) 5 Y, = Np(u;lpﬁf or® leRP; 1Y, ~N(I';11)

@ id id
Hotu=py = Xy =1 ~Ny('e; 1) = Ho o X~ Ny (g 5 11)

N

H,=nH A hipotese multivariada € verdadeira
para todos os vetores | €RP
)?_I’,Uo 4 { : { D52 2 }
Testede H, =7z, = T N,(02) R, =1{z; |z|>2z(al2)}=1z; 22> 2% (al?2)

A hipotese multivariada é rejeitada
para pelo menos um vetor | RP tal
que z; € R

Rc = UI I:\)cl

Desigualdade de Cauchy-Schuarz ~ gsferas

, s
: ©

= N0 Rejeita H, < max, 27 <22(@/2) max,z¢ ~max, "Vl =)l i)

<7%(al2)



Teste da Uniao Interseccao

Importancia pratica: Quando a hipotese multivariada é rejeitada ha interesse
em gual componente das possiveis combinacoes lineares foi responsavel

@ pela rejeicao.

O Teste da Razao de Verossimilhanca nao tem esta propriedade, exceto
guando ambos os testes RL e Ul conduzem ao mesmo critério de teste.

’ iid
~N,(1Z)  Hy:iu=u, ; = desconhecido

pxL

iid
X, =Yl X, ~N(g =Vwo? =13l

nx

4

_ X, =ty s I'(Y_—,UO)(Y_—,UO)I e_SteSL
N TR (o) I'SI Oincigeyy,, © VI
max, t2 = (n—1)Y — 1) SHY — 1z, )= (n—1)d, 5, ~ T2 P4 s, ~F

nd, S‘ld

(pn 1)’

(p;n—p)



Inferéncia sobre Componentes do Vetor

Comparacdes Simultaneas de Componentes do Vetor de Médias u

' iid

Vo =WV Vo SNG2) = gty = ottty

p

Zi =1"Y; =LY, + LY, +..+ 1Y 1=12,...,n

4 _
Z=1y st=l's| _2-Tn_,
id | s, //n "
Z =", ~N(w; 'z A STy
t = '(Y ‘ﬂ):j> |c(|'y)a100(1—a)%=[|v¢tn1(a/2) . j ’
I'S,1/n | Jn

u h 1

_ L il |

limitacéo

1=(0,0,...1,...,00)=| 4, -t _,(a/2) V\SFkk L+t —V\Fk Intervalos delcc_)nfianga a 109(1-oc)%
n n ) para cada media = qual o nivel de

posicdo kT confianca global ?



Inferéncia sobre Componentes do
Vetor de Médias

Comparacoes Simultaneas de Componentes do Vetor de Medias u

Intervalos de confianga Simultdneos com coeficiente de confianga “coletivo” 100(1-a)%:

4 ' iid
Yn><p :(Yl""’Yn) : Yionl - Np(:u’z)

< iid

Z, =Y, =LY, + 1LY, ++ LY, Z,=I'Y, ~ N(lu;I'=1)

Ip’

: |c:s(|'u)a100(1—oz)%{m?—\/(”‘1)'O Foo@ ;W+\/(n—1)p Fp,(np)(a)@]

(n-p)

________________________________________________________________________________________________________________________________

O Principio da Uniao Interseccao garante um coeficiente de confianca coletivo igual

a(l-a) paratodo | eRP = t7<T?*<T?

Para garantir um nivel coletivo igual a (1-a) para todo | €RP os intervalos
simultaneos tém amplitude (tamanho) maior que os intervalos individuais.



Intervalos de Confianca Simultaneos para U

_________________________________________________________________________________________________________________________

Ho 0 =0  érejeitada = devera existir pelo menos um vetor | € RP para o

gual o correspondente ICS para /’u ndo contém o zero.

Para a variavel k = adotar a combinacao canodnica:

(0,010..0] & {Y—k_ J@FW)(@)& .+ JMF _ (amJ

(n-p) n (n—p) > n

Comparagdes entre Médias das varidveis: (quando ha interesse!) |;1"Y :\7j -Y,

N\

Incorpora informacé&o das covariancias

—~
>
I
=
~
©
—~
>
I
BN
~
©




Inferéncia sobre Componentes do
Vetor de Médias

-

_ e (V) e 1V z_(n—l)p Regiao de
S e e LN O] ke

I.C.S(I'y)alOO(l—a)%:[IV—\/wF (o) 2! ;W+\/(n—1)p F(p,np)(a)@J

(n—p) @ 0 n
N

@ Para tamanhos amostrais “qrandes’” (n » o«: N-p » )

p
= R(Y):{,u e R";n (Y_—,u)’Su_l(\?—y)S ;(ﬁ(a)}

—1.C.S.(1I'u)a100(1— o )% = (I'Y_—\/;(§(a) IS,H/n 1Y+ 22(a) I'S,1/n )

\



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Taxas de acucar, sodio e potassio
sanglineas em 20 mulheres adultas

— Ry 20-1
Indiv. Acucar Sodio Potassio R(Y): {/‘ < SRp; n (Y —,u) Su l(Y _/‘)S Q F(3,17)(a)}

1 3,7 48,5 9,3 o (20_3) D
2 5,7 65,1 8 ~
3 3.8 47,2 10,9 a=010=818 «a=0,05=10,72
4 3,2 53,2 12
5 3,1 55,5 9,7 " , 450 10
6 4.6 36,1 7,9 = = ( )
7 2,4 24,8 14 o-H =t P
8 7,2 33,1 7,6 -/
9 6,7 47,4 8,5 H, = Ho .
10 5,4 54,1 11,3 =0,10—
Reje;
11 3,9 36,9 12,7 5 — " (o Jeitg 1
12 4,5 58,8 12,3 T°=n (Y —,Uo) S, (Y —,Uo)= 9,74 0
13 3,5 27,8 9,8
14 4,5 40,2 8,4 _ :
15 15 13,5 10,1 Calcule os intervalos de confianca
16 8,5 56,4 7,1 : A _ 0 Adia-
17 se 16 82 simultaneos a 100(1-a)% para cada media:
18 6,5 52,8 10,9
19 4,1 44,1 11,2
20 55 40,9 9,4 i 19*3 S . 19*3 S
Média 4,64 454 997 = 'Y, _\/— Fs 1 (05)ﬂ Y+ =5 Fas (O‘)ﬂ
S 2,879 17~ 20 17 - 20
10,002 199,798

-1,81 -5,627 3,628




sanglineas em 20 mulheres adultas

Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Taxas de acucar, sodio e potassio

Intervalos de confianca simultaneos a 90%:

Para Agucar = 4,64+ 8, 18% (3,56 ;5,73)

199,798

=(36,36 ; 54,40)

Para Potassio = 9,97 + /8 18 3558 (8,75;11,19)

Concluséo: As medias populacionais nao diferem

Para S0dio — 454 + \/8,18

Indiv. Acucar Sodio Potassio
1 3,7 48,5 9,3
2 5,7 65,1 8
3 3,8 47,2 10,9
4 3,2 53,2 12
5 3.1 55,5 9,7
6 4,6 36,1 7,9
7 2,4 24,8 14
8 7,2 33,1 7,6
9 6,7 47,4 8,5
10 5,4 54,1 11,3
11 3,9 36,9 12,7
12 4,5 58,8 12,3
13 3,5 27,8 9,8
14 4,5 40,2 8.4
15 1,5 13,5 10,1
16 8,5 56,4 7,1
17 4,5 71,6 8,2
18 6,5 52,8 10,9
19 4,1 441 11,2
20 5,5 40,9 9,4

Média 4,64 45,4 9,97
S 2,879

10,002 199,798
-1,81 -5,627 3,628

dos valores de referéncia MAS existe alguma
combinacéo linear entre as medias, /’x, com
diferenca significante (a 10%).

Note que pode nao ser de interesse encontrar
tais combinacdes lineares!



Inferéncia sobre um Vetor de Méedias

Intervalos de Confianca Univariados e Simultaneos

1.C(1, ) a 100(1- )% = (Yk —tn_l(aIZ)\/% Y, +tn1(a/2)ﬁj

Sob independéncia = P(todos os p intervalos conterem 0s ,'s)=(1-a)"

(1-)=095 , p=4,n=15 = P(coletivo)=(0,95)'=0,81 t, (a/2)211’2’1145)

s aimnt-apo-[% - (0 00e, @)% e B Be )

(n—=p) P77 n (n-p) n

Nivel coletivo igual a (1-a) = intervalos simultdneos sao mais largos que os individuais:

(1-a)=095 n=15 p=d= [V VP () l414°
(n-p) " T
mais largos



Inferéncia sobre um Vetor de Méedias

O Método de Bonferroni para Comparacoes Multiplas

— P (todos os p intervalos conterem o0s , 's)=P(todas hip6teses H, serem verdadeiras

=1-P(pelo menos uma Hser falsa)

p
>1-) P(Hy, falsa)=1-(a, +a, +..+ a, )
k=1 -

J
~
Controle da taxa de erro total independente da
estrutura de covariancia = muito conservador
V2 Sll ava S11
1—'[n_1(05/2p) _1Y1+tn—1(a/2p) — o _
n n O critério de Bonferroni para

_ S.. _ S correcao de multiplos testes é
Y, _tn—l(alzp)\/%;YZ +t,4(er/2p) rzf] conservador

Bastante utilizado para

S--- s comparacoes de subconjuntos de
[ —tn_l(a/2p),/%;\7p +t (al2p), |2 ] médias (m<p)

P n
= a/2m



Intervalos e Regioes de Conflanca

Intervalos de Confianca Univariados e Simultaneos

IC(z, ) @ 100(1- )%

= (ﬂ Fto(af 2)@}

Everitt, 2002

!

T =n(V—p) s*(-u)

ICB(z, )a100(1— %

= [Y_k Ft,.(a/2m) S
n

|

Y1l

ICS (1, )a100(1—a )%

(n_ p) p.(n-p) N

— Compare as analises multivariada (Regidao de Confianca, ICS) e univariada

(IC e ICB).

— Comente sobre as decisbes tomadas para os pontos P e Q sob analises

univariadas e multivariadas. Justifique.



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Um educador em Musica testou 96 estudantes Finlandeses quanto as
suas habilidades na musica nativa. A média e desvio padrao dos
escores obtidos estdo apresentados na tabela a sequir.

Score

Aptiddo Musical Média d.p.
Y1: Melodia 28,1 5,76
Y2: Harmonia 26,6 5,85
Y3: Tempo 35,4 3,82
Y4: Métrica 34,2 512
Y5: Verbalizacao 23,6 3,76
Y6: Balanco 22 3,93
Y7: Estilo 22,7 4,03

= Construa intervalos de confianca para os verdadeiros escores medios de cada tipo
de aptidao = considere os intervalos univariados e os intervalos simultaneos.
Comente sobre os niveis de confianca coletivos em cada caso.



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Para grandes tamanhos amostrais:

= 1.C.5.a90% = (IV—\/Xﬁ(OJO) 'Sl ;1Y +./x2(010) 1'Sl/n )

Score |.C. Simultaneo

Aptiddo Musical Média d.p. L.I. L.S.

Y1: Melodia 28,1 5,76 26,06 30,14
Y2: Harmonia 26,6 5,85 24,53 28,67
Y3: Tempo 35,4 3,82 34,05 36,75
Y4: Métrica 34,2 5,12 32,39 36,01
Y5: Verbalizacéo 23,6 3,76 22,27 24,93
Y6: Balanco 22 3,93 20,61 23,39
Y7: Estilo 22,7 4,03 21,27 24,13

= O vetor de aptiddes médias de um certo grupo de estudantes é:
(31, 27, 34, 31, 23, 22, 22). Ha evidéncia de que trata-se de

estudantes Finlandeses?



Inferéncia sobre um Vetor de Médias

Comparacoes Multiplas

K

P (pelo menos uma Rej.)=1—P(nenhuma Rej.) =1-] [ P(p, > 2)=1-(1-a) = 1

=1

B<-10000

minpval <- replicate (B,

min (runif (10000,0,1))<0.01)
mean (minpval>=1)

P (pelo menos uma Rej.) =1—(1—t)K =a = t=1-(1-«a)



Inferéncia sobre um Vetor de Médias
Comparacoes Multiplas

Correcdes para Multiplos Testes

Rejeitar Hy; se:

Método

P <al/K

Correcédo de Bonferroni para multiplos
testes

Py <al/(K—j+1)
para todo j=1...k

Correc¢do de Holm (Controle “forte” da taxa
de erro para os multiplos testes)

Py <jalK

para algum j=>k

Correcdo FDR  (Taxa de  Falsa
Descoberta): Benjamini-Hochberg

Controle menos conservador da taxa de
erro para os multiplos testes)

K: numero total de testes a; nivel de significancia global fixado
P ;¢ nivel descritivo (p-valor) ordenado, p, < p,) <...< P,




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes
Generalizar os resultados do Caso Univariado para o Multivariado

Caso Univariado — Amostras Pareadas Reco

rdan
id id PN o - Ocas, do
s Nlaiofk Vous Ntk (%) T=L2n Unn?

=H,:u,=0; ol>0= 5=12Di; s2=——3Y'(D,-D
n4s .

Caso Univariado — Amostras independentes
iid iid

Y/lvnlxl’Yli - N(M;O'12> ngle’YZi = N(ﬂz;(Tzz) Y LY,

=D=Y,-Y, ~ Nl(luD = I — 1,30, :012/n1+0§/n2)

=H,:u;=0 ;6/=0; = D=Y,-Y,; t= t

5 ~
g2 — (n, _1)312 +(n, _1)522 Se i + i
i n,+n —2 \n, N,

ng+n,—-2




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado

Amostra Pareada = respostas multivariadas sao avaliadas na mesma unidade
amostral em “duas” condi¢des diferentes (Ex.: Antes e Depois de uma intervencao)

e acses it Yirpa = (i iz Yoo YanoiYona =Van VoY) i=12,0
Yy ox < Np(lu“l;zl) Y2ip><1 : Np(ﬂz;zz)
Uma Dy =Yy —Yy 1=12,...,p, 1=12,...n &
ropuiacae D, =(Dy DDy ) =N (5= it~ 11:%,) i=12...n "%f/oa(
”70/ AT
Hy:6=6, = T2=n(D-6,)5,*(D-5,) - ((r;_li)E’Fp,np o

Elipsoide de Confianga: R(Y,,Y, )= {5 = — i, €R"; N (5—5), SD_1(5—5)3 Ci}



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado — Amostra Pareada

iid iid

Ylip><1~ Np(lu’l;Zl) Y2ip><1~ Np(IUZ;ZZ)

r iid N

Y,, = D,,=(D0Dy..Dy) ~N(5=p4—1,,%5) i=12,...n

D, =Y,

i ij

Hy:6=6, = T2=n(D-6,)5, (D=5, - ((r;]__li)flrp,n_p

= ICS (51') a 100(1- )% = ﬁk + M |:IO o) (a)\/SDkk Intervalo de (_Zonfifjlnga
(hn—-p) " n Simultaneo

=Y Spj Int lo de Confianga com
| —\% =D + om). |20 ntervalo de Confiang
= ICB(§‘) a 100(1-a)%=D; 1, ,(cr/2m) n correcédo de Bonferroni




Teste de Hipoteses para Vetores de Medias
Duas Populacoes

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

iid

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetrg
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150

Y., ~ Ny (25:2,)ig =12
iid

D = Yirihor — Yirino2 ~ N (/UD : ZD)

mul=(185.72 151.12 )’
mu2=(183.84 149.24 )’

mud=(1.88 1.88)"

S, Co Pe
Co |56.78 11.98
Pe 11.98 29.28

:=5Wb:?3142
_ ) 24%2 ¢

Conclusao?




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes - Homocedasticidade

iid

' iid '
Y. :(Yll’YIZ’""Ylnl); Y1i - Np(/u’l;zl); Y2n2><p :(Y11’Y12’---1Y1n2); Y2i - Np(/uZ;ZZ)

Inxp

- J \, J
Y ~N 1
_ 1 M _ N _ N, . N
Yo S = Z(Yli =Y Yy _Y1) Yo S = Z(YZi =Y \Yz _Yz)
n1 -1 i=1 n, -1 i=1
Y, LY,
T Hp =0 = 1 — [, T
- D)
Dpxl =Y, =Y, ~ NP(IUD;ZD :_1“"_2)
n N
Hipotese
Ho: =0 x  Hyip,#0, X, =%,=X condicionada a

suposicao de
homocedasticidade



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes - Homocedasticidade

iid

' iid '
Ylnlxp :(Yll’le""’Ylnl); Yi ~ Np(/u’l;zl); Y2n2><p :<Y11’Y12’---’Y1n2); Yo ~ Np(luZ;ZZ)

T Yo LYy pp = — 1 T

Ho:u, =0, x H,:u,#0, 3,=3 =y Hipotese
condicional sob

_ 1 1 Homocedasticidade
— Dpxl - Np :uD12 _+n_

Z(Yli _Y_l \ft _Y_l) "‘Z(Ym _Y_ZXYZi _Y_z) _ (n1—1)8u1+(n2 _1)Su2

cpxp _9

n+n,—2



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes - Homocedasticidade:
iid iid

Ylnlxp;Yli = Np(lLLl;zl); Y2n2><p;Y2i = Np(ﬂz;zz)

— 1 1
=D . ~N Y —+— a
" p[,uD [nl n, J] Matriz de covariancias
/ comum ao0s grupos

n N ! _1)
| - - ' 2 - - ' (Com denom‘nador "
Z(Yu Y, \Y, Yl) + (Y2i Y, XYzi Yz) (n,-1)S,, +(n,-1S,, .

S — =l i=1 —

‘ n +n,—2 n +n,—2 ’
Os te te
Poden, > da R o
oM funeas! Simpiif
, -1 de Hoz? “0 03 g4 ‘Cados
T°=(D-4,) 1 s.| (D-4,) ~ 0+ 1, ~2)P Fp (e, -p-1) Slling, ~ ~Alisticq
n. n, (n1+n2—p—1) e

-1
Elipséide de Confianca: R(Y,,Y, )= {5 = 1, — 11, € R%(D - 6) KniJrnijSC} (D-¢) < cj}
1 2



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Amostras Independentes:

' iid . iid
Y, = (Y11’Y12’---’Y1n1) , Yy ~N p(lul;zl) Y, = (Y211Y22’---’Y2n2 ) , Yy ~N p(IUZ;ZZ)
~ N - ~ N
Y_l S, Y_z S, S

Intervalos de Confianca Simultaneos
I,(Y_l_Y_Z)i (n1+n2_2)p |:(p(n +n,—p-1)) i+i I’Scl
(n1+n2—p—1) T n, n,

Intervalos de Confianca de Bonferroni (correcao para multiplos testes)

VAR 1 1
(Ylj _YZJ' )i t(n1+n2—2) (a/2m) \/ (—4‘—}51]

n.n




Inferéncia sobre Vetores de Médias

de Duas Populacoes
Dados dos Pardais X1 X2 X3 x4
mul= 157.38 241.00 31.43 18.50
bird grup X1 X2 X3 X4 X5 Mu2= 158.13 242.07 31.42 18.47
1 0 156 245 31.6 18.5 20.5
2 0 154 240 30.4 17.9 19.6 n1=21 n2=28
3 0 153 240 31.0 18.4 20.6
. mud= -0.75 -1.07 0.01 0.03
19 0 155 236 30.3 18.5 20.1
20 0 163 246 32.5 18.6 21.9
21 0 159 236 31.5 18.0 21.5 S1 X1 X2 X3 X4 §2 X1 X2 X3 X4
X1 1]11.05 9.10 1.56 0.87 X1 114.27 15.06 2.00 1.89
22 - 155 240 31.4 18.0 20.7 X211 9.10 17.50 1.91 1.31 X2 115.06 34.35 3.12 3.07
23 1 156 240 31.5 18.2 20.6 X3 1.56 1.91 0.53 0.19 X3 | 2.00 3.12 0.73 0.54
24 1 160 242 32.6 18.8 21.7 X4 0.87 1.31 0.19 0.18 X4 | 1.89 3.07 0.54 0.51
40 1 163 249 33.4 19.5 22.8 Sc X1 X2 X3 X4
41 1 163 242 31.0 18.1 20.7 i; ?;gi g;g% i-;ﬁi-gi
42 1 156 237 31.7 18.2 20.3 o | 220 520 090 o 1
X4 | 2.01 3.21 0.54 0.51
059
0
T2 146~ (21+28-2)4 o?5% Qual é a hipétese HO?

(214 28— 4—1) (4,(21+28-4-1))

Conclusao?




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Medidas de produtividade e altura de plantas de duas

variedades

Variedade A Variedade B
X11 X12 X21 X22
5,7 2,1 4.4 1,8
8,9 1,9 7,5 1,75
6,2 1,98 5,4 1,78
5,8 1,92 4,6 1,89
6,8 2 5,9 1,9
6,2 2,01

= Teste a igualdade do vetor de médias das duas variedades, sob homocedasticidade.

= Obtenha os intervalos de confianca simultaneos e de Bonferroni.



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B B 51 —6.6_556 =104
X11 X12 X21 X22 D=|_
5,7 2.1 4.4 1,8 D, =1,985-1,824 = 0,161
8,9 1,9 7.5 1,75 ~ ~
6,2 1,98 5,4 1,78 S,= 1,4200 -0,0504
5,8 1,92 4,6 1,89 \-0,0504 0,0051 )
6,8 2 5,9 1,9 - ~
6,2 2.01 s,=| 1,543 -0,087
Média 6,6 1,985 5,56 1,824 -0.037 0,0045 |
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045 ~ ~
g = 1,4745 -0,0442
¢ \-0,0442 0,0049

y
=Hoiuy—p,=0 ;2 =%,=%

-1
TZZ(Y_l_Y_Z)’KniJrnijSC} (V,-Y,)=30584 = p=0,0027
1 2

Conclusao?



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B | =06-5°6=104
X11 X12 X21 X22 D, =1,985-1,824 = 0,161
e I
5,7 2,1 4,4 1.8 s = | 14200 -0,0504
8,9 1,9 7,5 1,75 17 1.0,0504 0,0051
6,2 1,98 5,4 1,78 N J
4 I
5,8 1,92 4,6 1,89 « [ 1543 -0,087
6,8 2 5,9 1,9 27 1-0,037 0,0045
6,2 2,01 ~ g
Média 6,6 1,985 5,56 1,824 4 h
) : ’ ! 1,4745 -0,0442
S.=| = !
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045 ¢ 00442 00049
I’(E)i (nl + n2 - 2) p Fp (hy 1= p-1) i + i |'SC| =
(n1+n2—p—1) D n1 nz

1,04 +./(18/8)4,46(1/6 +1/5)1,47 =1,04 + 2,33 = (—1,29;3,37)

0,161+ ./(18/8)4,46(1/6+1/5)0,0049 = 0,161+ 0,134 = (0,027;0,295) Conclusao?



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Variedade A Variedade B D= El =6,6-556 =104
X11 X12 X21 X22 D, =1,985-1824 = 0,161
e N
>/ 2,1 4.4 1.8 .= | 14200 -0,0504
8,9 1,9 7,5 1,75 17 1.0,0504 0,0051
6,2 1,98 5,4 1,78 ~ ~
5,8 1,92 4,6 1,89 ( A
6,8 2 5,9 1,9 S,=| Jrod 0,037
: : ’ -0,037 0,0045
6,2 2,01 - J
Meéedia 6,6 1,985 5,56 1,824 4 R
’ ’ ’ ’ 1,4745 -0,0442
Se=| '
Var. 1,42 0,005 1,543 0,0045 <~ | .0,0442 0,0049

- ~

ICB(1, — 115, )a100(1— )%=V, - Y, )% t, .. ,(0,05/4) \/ (i+iJsjj
1 2 nl n2

1,04 +2,685./(1/6 +1/5)1,47 =1,04 +1,97 = (- 0,93;3,01)

0,161+ 2,685./(1/6+1/5)0,0049 = 0,161+ 0,114 = (0,047:0,275) Conclus3o?



Teste da Igualdade de Matrizes de Covariancia

Comparacéo de Vetores de Médias - Amostras Independentes

iid

Yinwps Vi ™ Np(lul;zl) Y. Yo

Inyxp? 2n,xp’?

iid

- Np(IUZ’ZZ)

=>Hyiwy—p, =0 2, =%,=%
E uma Hipotese condicional.
Logo a homocedasticidade

deve ser verificada.

= Teste Mde Box: = H,:Z =%, u, €R’

G

—2InA=nlInS, —Z[”g '”\SQH
i[(ng _1)

g=1

REs 2p°+3p-1
_Lz(n —ﬂL(pﬂ)(G—l)}

M = (1—0){51(”@1 —1)}'”\%“

g=1

4

-

1 & _ '
DR EATEE

i=1

S

ug

. (nl _1)Su1 + (n2 _1)Su2

S
" n+n,—2

S (com divisor n), S, (divisor n-1)
Para p=1 o teste de Box equivale ao
teste de Bartlet.

] _ 2
"9 } X SP(PHIG-D)

Critério “pratico” de
heterocedasticidade sugerido
em Johnson and Wichern 1992:

Oy =40y



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes — Heterocedasticidade

Teoria Assintotica
iid iid

Ylnlxp;Yli - Np(/u’l;zl); Y2n2><p;Y2i - Np(/“lZ;ZZ)

— — X, X
Dy =Y =Y, ~ NP(IUD =0 = — [y, X5 :(1"'1}}

nl n2
: : x Hipotese condicional sob
=>H.:6=0, X eR”P g=12 .
0 0 g € J heterocedasticidade.
'S S B 21_—%:2
oo Ses ) 0-a) T 2
nl n2

< Elipsoide de Confianca: \

-1
R(Yl,Yz)z{éz,ul—,uz eR% (D -0) (%+%) (D-0) saj}
1 2



Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes

iid iid

Yin o Vi ™ Np(lul;zl); Y2n2><p;Y2i ~ Np(ﬂz;zz)

Inxp?

_ _ DYDY
Dy =Y, —Y, ~ Np(ﬂD =0 =y — ;X5 :£1+1J]
n, n,

Problema de Behrens-Fisher: Testar a
igualdade dos vetores de médias “SEM”
suposicoes sobre as matrizes de
covariancias

—H,:6=06, x H,:0#0,

Estatistica da Razao de verossimilhancas:

SobH, : g, =Y,, £, =S,

A A_ A_ _1 A_ VA A— VA < ’- A
Sob I_Io U= (nlzll +n2221) (nlzllYl +n2221Y2) 29 - Sg +dgdg ’ dg :Yg _:?’

T
Algoritmo: (1) Estimativas iniciais 3% =S _, g=12 USara distrip, ,:
(2) Obtenha 2° ) - - assingsy, Uiego
(3) Usando 2° calcule X =S, +(Y, —2°)(Y, - 2°); CStatistie,, , 3 da

(4) Retorne ao passo (2) usando =} Omay decl.p?fa




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de "Muitas” Populacoes

Comparacoes de Duas Populacbes = Comparacoes de Muitas Populacoes

Populacao 1 Populacéao 2 Populacao G
Populacao
estratificada | Np(Hs2) N, (12:2,) N, (i)
Amostra Y11’ Y12 ""’Ylnl Y21’Y22 ""’Y2n2 YGl ’Yez ""’YGnG
_ < y N ~ Y, - ~ y
V1 S, V2 S, VG Se
:)HOH:L:HZ::HG:M ’ZIZZZZZZGZZ

Hipotese condicional de igualdade dos vetores de médias sob suposicao
de homocedasticidade. MANOVA




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de "Muitas” Populacoes

!
Yig = (Yigl,Yig12 ,...,Yigp): vetor de observagdes da unidade i no grupo g
avaliada em p variaveis

Modelo distribucional adotado:

iid

Yo~ Ny (1:%, )i 1=12.n0=12,. G;n:ing
g=1

Matriz
aleatoria

Ynxp e R™P; Ynxp = Nnxp(ﬂnxp :@Szl(lng /ug’;) € pnp = dlagg 1( ®29))

1, 14 |, ®3, 0 0

1, 44 o 0 I, ®=, - 0
I T 0 0 - 0

1, 4 0 0 e, ®3g




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de "Muitas” Populacoes

Y.

!
'9 px1 = (Yig]_!Y Y ): vetor de observacoes da unidade i no grupo g

ig27*"*? "igp
id
Modelo distribucional: Y, ~ Np(,ug;Zg)

Ho

Ynxp e R™P; Ynxp ~ Nnxp(ﬂnxp = ®§=1(1ng /ug’;)anxnp = diag§=1(| Ng ®29 ))

Hotth=p, == lg; 2y=X
HO
nxp. 4
Yn><pESR p’ Ynxp~Nnxp(:un><p:1n/u anxnp:|n®z)
Y7 > 0 o)
e 0 = 0
:}ﬂnxpzlny: :>Q:|n®2: O O O
' O O >




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Muitas Populacoes

iid

~condicional
HO:ILL_I.:lLlZZ"':ILlG; zg:E |
EMVS sob H;:
EMVS sob H,: !
r — ( v - )
Y=1/nY1; n=n+.+ng " Yo 9=1..,G  ow®
=1, 18,0 _ RS :><i—S - nS; +..+n;Sq
zzspxp:HZZ(Yig -Y)(Ye-Y) =5 -
L g=1 i=1
NS =T Matriz de Soma de Quadrados e Produtos Cruzados TOTAL .
“\\\\‘(\\(\
nS, =W  Matriz de Soma de Quadrados e Produtos Cruzados DENTRO de GRUPOS o0
N
oet

G '
B=T-W = Z n (\7 _Y_XY_ _?) Matriz de Soma de Quadrados e Produtos Cruzados ENTRE
= ’ GRUPOS



Fontes de Variabilidade

Grupo U.a. Y, Y, Y, oY)

1 1 §Y111 Vi - Yllj - Y11p \’a('\ab‘\\‘\da

O pent®

1 n Yn111 Yn112 : Ynllj Ynllp |

kv-ll Lvﬂ Y-li kY-lp Ya

2 1 Yo Y Yo j Yio p

2 n2 Yn2 21 n, 22 n,2j Yn12 p

Y_.21 Y_.zz Y_.Zj Y_.2p Y,

G 1 Yier  Vieo Yie j Yle

G nG YnGGl YnGG 2 YnGGj nsGp

Y_.Gl Y_.GZ Y_.Gj Y.Gp Ye.




Inferéncia sobre Vetores de Médias
de Muitas Populacoes

Dy =Y, —Yy 1=L2,..,p, 1=12,..,n

Hotpy ===y, 2,=%

Estatistica da Razao de Verossimilhancas (Estatistica de Wilks):

n/2
A= ISl ) pen g I0SL_ W] =[Tw|= | \|+W g = 1+/1)
ng| ns| [~ |T] B+W|[

baseada nos autovalores de W B

Teste da Uniao-Interseccao: Os testes LR e Ul conduzem a

estatisticas diferentes mas se
baseiam na mesma
decomposicao espectral

Estatistica da ANOVA descrita por
combinacgdes lineares do RP

A

S (YY) Xl (T, -Y)(Y, ) '{Z <v‘g—v‘><v‘g—v‘>'}I

SQEntre o =}

G G N
SQDentrO Z (Yig _Y—g)Z anlrsgl I,|:i ngSg:||
: g=1 =

<7

*



1 ", pare d\)Z'\(mOS
Lembrando “ANOVA”: 1ntro

P\\\\O\’P\
Delineamento Completamente Aleatorizado
N(g;0%) N(gyi0?) o N(g;0°) Populagao

T1 T2 L TG Amostra
Y Y21 . YG1
' o v Normalidade
Y 1n1 Yon2 ... YGn, v/ Variancia constante
n1 N n. v" Independéncia
Y, Y, £
S, S, S




Formalizacao Matricial
Modelo ANOVA - Modelo Linear Geral

eNaQ
post@ go 0%
S
%3@9‘“"0 °
Modelo Estrutural: ~ Yj, = 4, + € Parametrizacao de Médias
= U+ Tg + eig : ng =0 Parametrizacéo de Desvios
g=1
H

= Parametrizacédo de Casela
ILL_I_-I_Tg; g :21---;6 de Referéncia
Forma
matricial:

Ynxl — anG ﬂle T en><1

vetor de Matriz de vetor de vetor de erros
observacoes Planejamento  parametros



—
o & S SR N NN
R, _ |
SR
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Fontes de Variacao

Considere a seguinte identidade (decomposicao util para
se obter as fontes de variacao envolvidas no modelo):

yig :y_l_(yg _y)_l_(yig _yg)

Yig ~

\“<I

(yg Y)+(Yi, =Y, )

_
/ -
Y N Y
SQTotal SQTratamento SQResidual
corrigida “Entre” “Dentro”

( Z(yig —V)2 ;ng Yy =YY Z(yig_yg)z

g,



Tabela de ANOVA

HO:’LLJ-:ILlZZ"':lLlG:ﬂ

RV, gl SQ QM F  valor-p

ENTRE  G-1 2N (¥,-V)* SQEntre/(G-1) QME/QMD
g

DENTRO n-G Z:(yig—yg)2 SQDentro/(n-G)
g,

TOTAL -1 Sy, -y)
g,

QMEntre sob: Yy = Ny (115307
~ F(G-1,n6G)

- QMDentro

normalidade
homocedasticidade
independéncia



Modelo MANOVA T
o NE
0V e
o I?Ap\e&a‘“eg (e
o
G'\ £l o
, (
Yig = (Yigl,Yigz ,...,Yigp): vetor de observagdes da unidade i no tratamento g
Efeito Aleatério
,,,,,,,,,,,,, Fixo l G
Modelo estrutural: — 1+ —
Vigpa =¥ Ty 6 5 27, =0
g:

Modelo distribucional: €, < Np(O;Z ):> Yiy : p(,ug ) )

Suposicoes: independéncia entre observacdes (tanto Entre grupos como Dentro
de grupo), Distribuicdo Normal p-variada, Matriz de Covariancias homogénea



Modelo MANOVA
Yigpa = (Yigl,Yigz,...,Yigp), Vigoo =HF T+ grg =0 € < N, (O; Z)
|ldentidade util para descrever as fontes de variacao:
@ Yigpx1:y+(yg_y)+(yig_yg)
-

G / . . .
H = Z n, (yg — yXyg _ y) matriz de SQPC devido ao efeito do tratamento

-1 (Entre Grupos) - Notacao: H=B

G N '

E= Zzg:(ylg )(yig_yg) =(n,-1)S,, +..+(ng ~1)S,, *Matrizde SQPC

01 i1 devido ao erro (Dentro
de Grupos)

G N , Notacao: E=W
H+E= Zz(yig — yXyig — y) : matriz de SQPC total corrigida pela média
N 9= 1= Notacdo: H+E=T




Tabela de MANOVA
H:p=p= .= =u < Hit=1,=..=1,=0

F.V. g.l. Matriz de SQPC
G /
Trat G-1 Hop = an (yg —7)(79 _y)
g=1
G Ny '
Residuo n-G E=ZZ(yig —Vg)(yig —Vg)
g=1 i=1
G Ny /
TOTAL — n-d H+E= ZZ(ygi —V)(ygi -y)
g=1 i=1
E _ gt istica lambda de Wilks (critério basead
N =T e st b de ik (o paseac

independéncia e homocedasticidade)



Distribuicao da Estatistica A*

iid

#Var. #Grupos Distribuicdo Amostral (sob Y, ~N (x,:% ) )

N-—g\1-A
N

N - g —1j 1-vJA"
JA
1-A
—

J ~ Fognom-gn

- Fp,N—p—l

p
p
N-p-2)1-VA |
D \/f 2p,2(N-p-2)

Caso assintotico: —

‘E‘ N — o0
P+0 (n-p) =0
N-1- 2 j In [H + EJ - zi(g—l)(a)



Exemplo

Suponha que duas variaveis sdo avaliadas em unidades amostrais
submetidas a 3 tratamentos (T1, T2 e T3)

T1 T2 T3
Y11 Y12 Y21 Y22 Y31 Y32
9 3 0 4 3 8
6 2 2 0 1 9
9 / 2 /
38 4 1 2 2 8

Médiageral= (4,5)

Exemplo didatico (nUmero de réplicas muito pequeno)

Teste se existe efieto de tratamento considerando o vetor de resposta bivariada.

Faca suposicOes necessarias para a validade do teste de hipotese adotado.



H:p=p,=p,=p < H :71272:1'3:

F.V. g.l. Matriz de Soma de Quadr e Prod Cruzados
—12
Trat 3-1 10 ‘ SQ da ANOVA
Residuo 8-3 E =‘7Soma de Produtos Cruzados
1 (24)
TOTAL 81 Hepo| 8 M
) -1 72
) = _ N-p-2)1-+/A"
A = ‘ ‘ = 10(24) -1 - =0, 85 :[ P } — |~ Fypan-po2) (0‘ = 0101)
[H+E| 88(72)-(-11) p JA"

Concl.?

— / I
YT
8,19 7,01



Estatisticas Multivariadas

Critério Estatistica Aproximacao F

1 rt—2f \(1- A"
- H 7 |~ Feacean
H+El 4 1+4 pg A |

_|_
Trago de Pillai V = tr( H — Z /fti ( antst 1)( v j - Fs(2m+s+1),S(2n+s+1)

Wilks A

H+E —1+ A, 2Zm+s+1 A\ s-V
Traco de Hotelling U =tr ij — Z A, 2(sn+H)U
Lawley E : 32 (2m Lg4 1) s(2m+s+1),2(sn+1)
v—d+0q)@
Raiz Maxima de Roy 0 = 21 ( d q) - Fd,(v_dJrq)

p=# de var.; g=g.l. trat (ou do contraste); v=g.l. erro; s= mln(p q); r= (p+q+1)/2 f=(pg-2)/4

d= max(p,q); m=(|p-q|-1)/2; n=(v-p-1)/2; L. autovalor de||H LE|=0; i

:\/(pq -4 /(p*+q*-5) se (p*+q°-5)>0, ou 1c.c.



Contribuicao das Variaveis na

Discriminacao dos Grupos
Tabela de MANOVA

F.V. g.l. Matriz de SSCP
g ’
Trat G-1 H = Z nI y)
i=1
g N
Residuo n-G E = Z (y,J Y, )(y,J i)
i=1l j=1
J g N '
TOTAL  n1  H+E=YY(y,-V)y,-Y)
i=1 j=1
Considere a seguinte decomposicao espectral: Notaco: H=B; E=W
| H| A informacgao sobre discriminagao
‘H - ﬂ‘E‘ =0; (H —-AE )I — entre 0s grupos esta na

Ik Ik decomposicéo espectral de W B

!
L= 1o )
A avaliacao dos coeficientes dos autovetores |, associados aos maiores

autovalores, define a importancia de cada variavel no efeito de tratamento. Este
resultado deve ser discutido no contexto da Analise Discriminante.



Comparacoes Multiplas

Comparactes multiplas entre tratamentos dois a dois

(com correcéo de Bonferroni)

Comparacao dos Tratamentosge h:  n — = Y, —Y

g h
Avaliar os componentes
do vetor tg — T
T =g =¥ = 1=V -Y i =h-Y = =k
N ~ > ~————
Trat g Variavel | Trat h Variavel |

_ E. | - - —
v(ng—th):( L1 jn—“G :;» (ng—th)i:[ﬁ:_?}(a/ pG(G—l))\/\/(ng—th)

ng Ny
aMRe® y . . .
(S ntervalo de confianga 100(1-a)% com Correcao de
D‘ag Bonferroni para um total de (p + G(G-1)/2) comparacdes



Exemplo

Respostas de produtividade (P) em kg/ha e nUmero de graos por vagem
(#GV) para 4 variedades de feijao (A, B, C e D) plantadas em 5 canteiros

Cultivar
A C

Réplica P #GV P #GV P #GV P #GV
1 1082 4,66 1163 5,52 1544 5,18 1644 5,45
2 1070 4,5 1100 5,3 1500 5,1 1600 5,18
3 1180 4,3 1200 5,42 1550 5,2 1680 5,18
4 1050 4,7 1190 5,62 1600 5,3 1700 5,4
5 1080 4,6 1170 5,7 1540 5,12 1704 5,5
Média | 1092,4 4,55 1164,6 5,51 1546,8 5,18 1665,6 5,34

S 2558,8 1525,8 1271,2 1908,8

-7,23 0,0255 3,55 0,0251 2,65 0,0062 3,51 0,0231

— Compare as 4 variedades de feijao relativamente as variaveis

produtividade e niamero de gréaos por vagem.

= Escreva o modelo estrutural e distribucional que pode ser adotado
na analise destes dados.



MANOVA

Means
Varied N P NGV
1 5 1092,4 4,5520
2 5 1164,6 5,5120
D Simean o' =t =He =flo =t
MANOVA for Varied
s=2 m=00 n=6,5
Test DF
Criterion Statistic F Num Denom P Concl.: Rejeitar H
Wilks' 0,00308 85,166 6 30 0,000
Lawley-Hotelling 48,02582 112,060 6 28 0,000
Pillai's 1,84617 64,006 6 32 0,000
Roy's 41,34640 — Calcule os intervalos de

_ _ confianca simultaneos
SSCP Matrix for Varied ~

P NGV
P 1189302 768,361
NGV 768 2,632

> Obtenha a tabela de

SSCP Matrix for Error MANOVA!I

P NGV
P 29058,4 9,9040
NGV 9,9 0,3198 _/




Intervalos de Confianga com correcédo de Bonferroni

Construa os intervalos e conclua sobre as diferencas entre 0s grupos.

P #GV
Contraste LI LS Concl LI LS Concl
A-B -153.17 8.77 Ha = Mg -1.23 ~0.69 W <
A-C -535.37 -373.43 My < Me ~0.90 ~0.36 W<
A-D -654.17 -492.23 B < Mo -1.06 ~0.52 Hy < Mo
B-C -463.17 -301.23 My < He 0.06 0.60 By > M
B-D -581.97 -420.03 Hy < Hp ~0.10 0.44 Hg > Mp
C-D -199.77  -37.83 He < up _0.43 0.11 He > Mg
oo
oo e
m“\\fa ave®
— = 1 1) E — - o< — =
V(Y ‘th):(?g)ﬁ = (Vo )t (@/2* @@V, -V, )

> E11 <- 29058.4

> E22 <- 0.3198

> gt (c(1-0.0042), df=16, lower.tail=TRUE)
[1] 3.004515



MANOVA: Modelo Linear Multivariado

Yn><p = anG IBpr +‘9nxp

Y1 Yoo Yi, 11 %12 €1p
% . Y21 Y22 sz Enep = €21 €22 €2p 5
Ynl Yn , an Em En2 gnp Pdi 'ed\as
/1n1 O 9] 0 ) o Moo iy
% B 0] 1n2 0] 0 Bo., = K Hyp Ky
<G O O .. O
Lor  fhon .
|0 0 o 1.
parametrizagao
de Qes\l'\OS
1 1 0 0) n M, M
X 1 O 1 O ﬁexp _ 731 T2 Tlp
¢ 11 o0 0 1
.. _— _
\1 _1 _1 _1) (G-11 (G-1)2 (GDp




MANOVA: Modelo Linear Multivariado

Ynxp = anG ﬂpr +gnxp

Estimadores de Minimos Quadrados e de MVS

B=(XX)'XY Y = Xp=X(XX)"XY =PY

p=Y -V =(1, - X(XX)* X'V =(1, =P} &&hn=%

P=X(XX)"X'



MANOVA: Modelo Linear Multivariado

Ynxp = anG IBpr +gnxp

Teste de Hipoteses Gerais

. — Fr' . M
Hy:Coch prU pxu 0 e, s, Konie?sl\é(h)/:/ARM\
. . : Pauty, /- and
CCX@ - define contrastes entre as médias de grupos M. (2018)
U pxu * define contrastes entre as médias das variaveis
. : I . : E
Estatisticas de Teste: Wilks, Pillai, Lawley-Hotelling, Roy Lambda de Wilks: 1 = \H‘ +‘E\

Considerar os autovalores e autovetores de : (H —\E )l =0

H=(cpu)lcxx)ieT'ciu E=(u)[i—x(xx ) x|




MANOVA: Modelo Linear Multivariado

Yn><p = anG IBpr -I_gnxp

Teste de Hipoteses Gerais H, :C_.f. U, =0

Exemplo: Considere um DCA balanceado e a parametrizacao de médias. Os

seguintes Contrastes Ortogonais podem ser definidos (para comporem as
linhas da matriz C): CC, =0

efO ae graUO
G=3 Tratamentos ( Cl=(10 -1 No\e_bqe\ﬁ\;dguprgfa re\fgugié_“..
Teozh 1) Sewote e ea
neste (C;a\se“»\’ d@i&& dos
G=4 Tratamentos [ Cl=(1 -1/3 -1/3-1/3) tzzt(e\a Qaz\?l?;ia\s‘
lco=(0 4 an 1 ="
C3=0 1 -1 0




Delineamento Fatorial

Um estudo tem como objetivo avaliar as condicdes de fabricacdo de um
filme plastico. Trés variaveis resposta (Y1, Y2 e Y3) foram observadas sob
dois niveis (baixo e alto) dos fatores F1 e F2.

Dados do Arquivo EXH

F2
Baixo Alto

F1 Y1l Y2 Y3 Y1l Y2 Y3
6,5 9,5 4.4 6,9 9,1 5,7

6,2 9,9 6,4 7,2 10 2

Baixo 5,8 9,6 3 6,9 9,9 3,9
6,5 9,6 4,1 6,1 9,5 1,9

6,5 9,2 0,8 6,3 9,4 5,7

6,7 9,1 2,8 7,1 9,2 8,4

6,6 9,3 4,1 7 8,8 5,2

Alto 7,2 8,3 3,8 7,2 9,7 6,9
7,1 8,4 1,6 7,5 10,1 2,7

6,8 8,5 3,4 7,6 9,2 1,9

— Realize uma analise de Variancia Multivariada destes dados.



Delineamento Fatorial

Caso Univariado - ANOVA

yijk = U+ Z'J- + ,Bk + }/jk + gijk Restrigbes de identificabilidade

l dos parametros
Resposta da observacao i avaliada no < _ 2 . ° _ : _
nivel j do fator 1 e nivel k do fator 2 ;Ti _O’;ﬂk _O’;7Jk =0, = Vik = 0

“ldentidade util” para obtencao das Somas de Quadrados e dos
estimadores dos efeitos de interesse:

20

A
pa de e interaG

ef. p"\"\d\ ‘ ReS'\duo

Vi =YY V) (Y, - Y)+ (Y, _yj,_‘Yk +¥)+ (Vi — Vige )
SQ F1  SQ_F2 SQ_F1*F2 SQ_Residual

Caso Multivariado = descrever os resultados para o
vetor de resposta p-dimensional.



eline':'"??em‘o

Tabela de MANOVA /eator,’ ente.

le

. Uttra F
Matriz de SSCP f?rupos G Z’Ona/ do

Fator 1

Fator 2

Interacéo (a-1)(b-1)

Residuo ab(r-1)

TOTAL

a

b r
HF1+HF2+Hint+E = ZZZ(yijk —7)(yijk _y)

j=1 k=1 i=1




Tabela de MANOVA

F.V. Estatistica Multivariada Distribuicéo (Bartlet)
Interacao A :ﬁ -(ab(r_l)_ I0+1—(a2—1)(b—1)j|n I
Fator 1 Apy = ‘Hp‘i ] —(ab(r -1)- p+1—2(a—1)j|n At~ Yanyo
Fator 2 A, = % —(ab(r—l)— p+l_2(b_1)jln Ap, ~ Z<2b_1>p

Testar a interacao com os efeitos principais no modelo!

Testar os efeitos principais somente sob inexisténcia de interacdo (modelo aditivo)!



Delineamento Aleatorizado em
Blocos Completos

Considere os dados de fabricacdo de um filme plastico: trés variaveis (Y1, Y2 e Y3) foram
observadas sob dois niveis (baixo e alto) de regulacdo das Maquinas Magl e Mag2. Os
materiais de filme plastico estédo blocados de acordo com o fornecedor.

Es\fumra d(;s

Maqgl Baixo Alto “_a,‘ameﬂ’io 3
Mag2 Baixo Alto Baixo Alto = a\O"‘\a\ X
Bloco Y1 Y2 Y3 | 1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3 | V1 Y2 Y3 4

1 6,5 95 44 | 69 91 5,7 6,7 91 28| 71 92 8,4 s\TU\U‘j 20 daS

2 6,2 9,9 6,4 | 72 10 2 6,6 93 41| 7 8,8 5,2 \eator\zs

3 5,8 9,6 3 6,9 9,9 3,9 7,2 83 38| 7.2 9,7 6,9 Un‘\dac’irea'\s 205

4 6,5 9,6 41 | 6,1 9,5 1,9 7.1 84 16 | 75 101 2,7 t:"o\\?:‘“enm;gcos

5 6,5 9,2 08 | 63 9,4 5,7 6.8 85 34 | 76 972 1,9 ‘-es\"“a

— Considere que as unidades amostrais (total de 20) estéo
Blocadas, de tal forma que ha 5 blocos de 4 observacdes (homogéneas).
Dentro de cada bloco os 4 tratamentos foram aleatorizados as observacoes.

Note que NAO ha replicas dentro dos niveis do fator Bloco.



Delineamento Aleatorizado em
Blocos Completos

Caso Univariado - ANOVA

Yoo = HHTy+ [ +Ey Restrigdes de identificabilidade
l dos parametros
Resposta da observacgéo avaliada no nivel g do 2 _ 0 B
Fator de interesse e no nivel k do Fator Bloco ZT =0 Zﬂk

(ndo ha réplica)

“ldentidade util” para obtencao das Somas de Quadrados e dos

estimadores dos efeitos de interesse: . 1eraGe0
Fa"o \oCO . &0 ef. de_ \?eresse ©
f. pr\nC% \ \eres‘?’;e\‘ 40 o fatof B Res’\c,:\\:f;) £aOf de "' g\0c0
— _ en _
Yoo =Y+ (Vg =Y)+ (Vi =V) + (Vg =¥y Vi +Y)
SQ F1 SQ_F2 SQ_Residual

Caso Multivariado = descrever os resultados para o
vetor de resposta p-dimensional.



Tabela de MANOVA
Delineamento Aleatorizado em Blocos Completos

EV. g.l. Matriz de SSCP
G ’
Fator G-1 HF1=Yb (Vg_ —nyg. —V)
g=1
b '
Bloco b-1 HF2 = ZG (yk _y)(yk —V)
k=1

!

G b
Residuo  (G-1)(b-1)  E=XY (Voo Vi +Y) (Vg Yy Vi +V)

g=1 k=1

TOTAL Gb-1 HF1+HF2+E = Zb:(ygk -¥)(Yg-)
k=1




Delineamento Hierarquico (Nested)

Considere 0 seguinte experimento em gue as notas dos alunos foram
avaliadas segundo Escola e Método de Ensino (A, B, C e D)

Escola 1 Escola 2 ES\ru\uVa\Ga
A\
Método A Método B Método C Método D “(;2; {oreS
Notal Nota2 | Notal Nota2 | Notal Nota2 |Notal Nota2 p=2
7.6 8.2 9.2 9.2 5.6 10.0 6.2 8.8 CA- 50
5.9 77 | 43 43 | 77 69 | 49 48 Vs
280 5s
s\uda“‘esu\a
4.8 65 |90 90 |58 78 |88 73 e

Estrutura de Tratamentos: ha dois fatores hierarquicos.

O fator Método de Ensino esta definido DENTRO do fator Escola.



Delineamento Hierarquico (Nested)

Efeitos Fixos dos Fatores
Caso Univariado - ANOVA

yijk = U+ Tj + :Bk(j) + ‘9ijk Restricoes de |oAIent|f|cab|I|dade
l dos parametros
Resposta da observagéao i avaliada no nivel < - _
k do Fator 2 dentro do nivel j do Fator 1 Zlfj _O’;ﬂk(j) =0
]= =

“ldentidade util” para obtencao das Somas de Quadrados e dos
estimadores dos efeitos de interesse: A& sofm?
A de
et ntro >
\ d 2 de a

@
gf. oo g de Fde F2° Res!

Yik = V"‘(Vj,_V)+(Vjiofyj.)+(Yijk_ij)

SQ_F1 SQ_F2(F1)  sQ Residual

Caso Multivariado = descrever os resultados para o
vetor de resposta p-dimensional.



Tabela de MANOVA
Delineamento Hierarquico (“Nested”)

I\:/(a)‘?::aeggz NUmero de g.l. Matriz de SQPC
F1 -l Hey =Ya (¥, -Y)(V,-¥)
__________________________________________________________________________ =
4 4 . . . N
F2(F1) a(b-1)  Hepey =201 (Y =Y)(V3-Y)
| j=1 k=1 |
e R el L
Residuo ab(r-1) E,, = _al ﬁ(vijk _ij)(Yijk _ij)

a b r . —
Total abr-1 XXX(YUK -Y )(Yijk -Y )




SSN é\S

pO
Modelos MANOVA pense ™ icses **

geco™

Modelo de um unico fator: Y, = y+§(yg — y)§+(yig — Vg) 00"‘

_______________

/ O efeito de F2 dentro de F1 é a soma do
\ efeito principal de F1 e do efeito de interacao

G f O ef. de interagdo entre Bloco e
OP?’ _______________ | \ F1 é o residuo (modelo aditivo)

_______________




Estrutura Geral de Analise de Dados
(Goos and Gilmour, 2012)

Estrutura da Unidade Amostral Estrutura do Tratamento
(amostragem, aleatorizacdo) (tipo do delineamento)
“efeitos aleatoérios” “efeitos fixos”

—

Esboco da Analise Estrutura da Resposta
esqueleto da (M)ANOVA (tipo das varidveis)

I

Modelagem
modelo inicial (ajuste, diagndstico)
selecao de modelos
modelo final,interpretacao




COrn AANO‘/A
Modelos MANOVA (sm,,ggnenf A,,a*/ffmwfane
-~ . et g/ Sis Ous
Decomposi¢cao da Matriz Y, "+ 2005
Modelo de um Unico fator: Y, = y+ (Vg — y) + ( Yig = Vg )
A\ )px1 +(¥, =Y, )px1
A0 2
¥ G 08¢ de\ci\jo 0
YVipr =200 S Gcenad & as?
g=1 ¢ s€ Sse es\@
Yn><IO = M wp T Tn><|o + En><|o
Componente da Componente da
variabilidade variabilidade

ENTRE grupos  DENTRO de grupos



Exemplo

Duas variaveis avaliadas em unidades amostrais submetidas a 3 tratamentos

T1 T2 T3
Y11 Y12 Y21 Y22 Y31 Y32
9 3 0] 4 3 8
6 2 2 0] 1 9
9 ! 2 V4
8 4 1 2 2 8
Médiageral= (4,5)
Y8><2 M8><2 T8><2 | E8><2 | do do prob\ema
| | endendo
9 3 4 5 4 3 1 -1) ngge haver interesse MO
6 2 4 5| | 4 2 —2 —-2| somponen e"fE ?;Je:_‘%ua\
| ne .
9 7 4 5 4 7 1 3 ((;)?Jrrr\gggssta norma\\zada
0 4 4 5 |-3 4| |-1 2|
= + +  pense no fatorf T como
2 0 4 5 - 1-3 0 L 1 -2 Mumcentros e,r,‘-,otegragéo
3 8 4 5 -2 3 1 O problema dz p(-ja dos!
19 4 5 2 3 g 1| cebe®
2 7 4 5 -2 3 0 -1




P-Integracao de Bancos de Dados

N : c

! 1 : _

1 i Ynxp’ n= Z N,

2| nyxp o=l
: nl E 3

Yn><p — Ivlnxp + Tnxp + Enxp
Y, A R —
| ; | Reducéo de dimensionalidade em

Co | MXP ! componentes da decomposicao de Y
LN, E

i Obter variaveis latentes

| i (“componentes principais”) que

| ! atendam a estrutura de Y

! Y ! (estratificada)

1 |

i 21 ngxp E 42 \° Ca®

L ng NCS— _quis?

n m\*’q:)mde pesO



