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Nesta lista, o conjunto dos nimeros naturais é definido como N = {1,2,...}.

1.

Uma urna contém n bolas (distintas) numeradas 1 a n, em que n € N e n > 2. Duas
bolas sao retiradas sucessivamente da urna ao caso e sem reposicao. Note que a ordem em
que as bolas sao retiradas gera eventos distintos. Considere o espago de probabilidade
(Q, A, P), em que

Q={(,5):4,5€{l,...,n}ei#j}, .A:2QeIP’({w}):m,VwEQ.

Seja Z = (X,Y) : Q — R? uma funcio tal que X e Y representam respectivamente o

nimero da primeira bola retirada e o nimero da segunda bola retirada. Ou seja, para
w=1(4,7) €Q, X(w)=ieY(w) =7j.

(a) Mostre que Z é um vetor aleatério em (2, A, P).
(b) Apresente P(Z = (z,y)), com (z,y) € R?.

)
)

(¢) Apresente a funcao de distribuigdo acumulada conjunta.
)

(d) Calcule P(X < Y),P(X > V), P(X +1<Y)eP(X +1>Y).

Considere o espaco de probabilidade (2, 4,P), em que Q = (0,1)* A = B((0,1)?) e para
todo A € A, P(A) = / /f(wl,wg)dwlde, com f(wy,wy) = cwiws Io((wy,wq)), ¢ > 0
A
fixo. Seja Z = (X,Y) : Q2 — R? uma funcdo tal que, para cada w = (wi,w;) € 2, temos
X(w) =w; +ws e Y(w) =w; — wo.
(a) Mostre que Z é um vetor aleatério em (2, A, P).

(b) Encontre o valor de c.

Considere as coordenadas dentro de um circulo de raio 1 no R?. Seja o espaco de
probabilidade (€2, A, P), em que Q = {(z,9) € R* : 2* + ¢* < 1}, A = B(R?) e para todo

Ae A PA) = /Af(x,y)dz, com z = (z,y) e f(z,y) = iﬂg(x,y). Seja Z = (X,Y) : Q —

R? um vetor aleatério, tal que X e Y representam respectivamente a abcissa e a ordenada.
Ou seja, para w = (z,y) € Q, X(w) =z e Y(w) =y.

(a) Mostre que Z é um vetor aleatério em (2, .4, P).

(b) Apresente a funcao de distribuigdo acumulada de Z.
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Dica: ) ]
f(z,y) = ;H(—l,l)(%’)ﬂAz (y) = ;HAy(fL’)H(—Ll)(y%

em que A, = (—\/1 — 22, +V1 —xz).

. Suponha que a densidade conjunta do um par de varidveis aleatorias (X,Y’) é constante
no retangulo tal que 0 < x <2e 0 <y <1, e nula fora deste retangulo.

(a) Encontre o valor da constante e apresente a densidade conjunta de (X,Y).
(b) Calcule P(X > 1,Y > 0.7).

. Seja (X, Y) uma vetor de variaveis aleatdrias cuja fungao densidade de probabilidade dada
por

3
faxy)(z,y) = %(IQ + 2y)0,2)(7) 0,4y (y).
Calcule P(X <1,V <1).

. Seja (X,Y) um vetor aleatério com fungao de distribuigdo acumulada F. Considere
a,b,c,d € R, tais que a < b e ¢ < d, mostre que

Pla < X <bc<Y <d)=F(bd) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c).

. Verifique se F' : R? — [0, 1] é funcdo de distribuigio acumulada do vetor (X,Y). Caso seja,
verifique se X e Y sdo independentes. Veja as condigdes para que uma funcao seja fungao
de distribui¢do acumulada de um vetor aleatério no livro do Barry James paginas 56 a 59.

1—e™Y sex>0ey>0;
(a) F(z,y) = { 0, caso contrario.

=) (1 —-€eY), sex>0ey>0;
(b) F(z,y) = { 0, caso contrario.

(1 — e mn{@u/3h) g x> 0ey > 0;

© Fle) =

0, caso contrario.
0, sex <0Qouy<0oux>y;
9022 —
%76, se0<r<yel <y <2
(d) F(X,Y)(xay): Qp2 _ oyt
TR se<zr<2ey>2
1, sex>2y>2ex<y.

8. Considere o espago de probabilidade (€2,.4,P). Verifique se as varidveis aleatérias X :

Q—-ReY :Q— R sao iguais quase certamente nos casos em que:

(a) X ~Ula,b] e Y(w) = X(w)ly-1p) (w),Yw € Q, em que B = [a,b] — {a,b}.

(b) X é uma variavel aleatéria continua e Y (w) = X (w)lp(w) + Z(w)lpe(w), Vw € Q, em
que Z : @ — R é uma varidvel aleatéria e P(B) =1, B € A.



