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Data de entrega: 23/05/2025
Entregar as resolugoes dos exercicios (c) e (e).

Considere a varidvel aleatéria populacional X = (X; X5)" ~ Ny(u,X), em que
o= M1 e Yo 011 012
H2 O12 022

(a) Especifique o vetor de parametros 6 e o espago paramétrico O.

(b) Considere @ = X; — Xo.

sao desconhecidos.

(i) Determine a fungao densidade de probabilidade de Q.
(ii) Calcule P(D > 0) em fungao dos parametros.

~0)-()-( )

(i) Determine a fungao densidade de probabilidade de Y.

(c) Considere

(ii) Apresente a esperanca de Y.

(iv) Calcule Cor(Y1,Ys).

)
)

(iii) Apresente a matriz de variancias e covariancias Y.
)

(v) Calcule a fungao geradora de momentos My (1, t2).

(d) Considere
X4
w=r+(1 2) .
(i) Determine a funcao densidade de probabilidade de W.

(ii) Calcule a fungao geradora de momentos My ().

(e) Seja X} = (Xy,...,X,) uma amostra aleatéria de X ~ Ny(pu,X). Considere a

amostra observada: .
. (345 4
x, =
6 3 7 7

(i) Encontre as estimativas de méxima verossimilhanca (MV) para os parametros.
(ii) Apresente a estimativa de MV para ¢g(0) = Corg(X, X2).
(iii) Apresente a estimativa de MV para ¢g(f) = Py(X; > X5).



Resolucao

(a) O vetor de parametros é dado por

T
0 = ([,LT VeCh(E)T) = (ﬂl M2 011 012 0'22)T

A matriz de covariancias 3 precisa ser positiva definida. No caso bidimensional, basta
garantir que os elementos da diagonal sejam positivos (o017 > 0 e g9 > 0) e que o
determinante de 3 seja maior do que zero, isto é,

det(X) = 011092 — 035 > 0.
Isso resulta no seguinte espago paramétrico:
O = {(ul,u2,011,012,022) ER®: 01y > 0,09, > 0,01,090 — 02 > 0} )
(b) Seja B = (1 —1). Veja que
Q=X —-X,=(1 -1) (2) - BX.

(i) Portanto, pelo resultado de transformagdes para normais generalizadas, a variavel
aleatéria @ tem distribui¢do normal univariada (pois, dim(B) = 1 x 2) com média
e variancia, respectivamente, dadas por:

E[Ql=Bpu=(1 -1) (Z;) = p1 — o

1
VGT[Q] = BZBT = (1 - 1) (JH 0'12> ( ) =011+ 099 — 20719.

012 022

Ou seja, Q ~ Normal(p; — pg, 011 + 092 — 2072), 0 que resulta na seguinte fungao
densidade de probabilidade de Q:

fQ(Q) 1 (q - (:ul - ,UQ))2 ) )

= ex —
\/27T<‘711 + 022 — 2012) P < 2(011 + 092 — 20712)

(ii) Tem-se que

IP>(Q>0):19>( Q — (1 — p2) - P — fh2 )

Vo1 + 02 — 20719 Vo1 + 02 — 2072
:IP’(Z>— M1 — fh2 )
Vo1 + 092 — 2012
:1_@(_ M1 — M2 )
Vo1 + 092 — 2015
:<I>< M1 — M2 )
Vo1 + 092 — 2072

em que O(-) é a funcdo de distribuigdo da normal padrao.




(d) Sejaa=me B =(12). Vejaque W =a+ BX.

(i) Portanto, pelo resultado de transformagoes para normais multivariadas, a varidvel
aleatéria W tem distribuigao normal univariada (pois, dim(B) = 1 x 2) com média
e variancia, respectivamente, dadas por:

21

EW]=a+Bu=7n+(1 2) (H

> =T+ p1 + 2p0

1
Var[W] = BEBT = (1 2) ("“ U”) (2) = 011 + 4099 + 4015.

012 022

Assim, W ~ Normal(m + pq + 2us, 011 + 409e + 4013), 0 que resulta na seguinte
funcao densidade de probabilidade de W

_ 1 exp (_(w— (7 + +2u2>)2)
\/271'(0’11 + 40’22 + 40'12) 2(O-ll + 40'22 + 40'12) .

fw(w)

(ii) A fungao geradora de momentos de X ~ Normal(u,0?) é dada por
Ly o
Mx(t) = exp | ut + §t o .
Portanto, a fungao geradora de momentos de W é dada por

1
Mw<t) = exp ((7’(’ -+ L1 -+ QMQ)t -+ §t2(0'11 -+ 40'22 -+ 40’12)> .



