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1 Introducao

Dados financeiros de alta freqiiéncia sao aqueles obtidos em intervalos muito
pequenos de tempo, usualmente em escala intra-didria e irregularmente espacados
no tempo. Algumas vezes, dados didrios sao também considerados de alta freqiiéncia.
Para fixar nossa nomenclatura, consideraremos dados de alta freqiiéncia (DAF) como
aqueles observados no decorrer de um dia de transagoes numa bolsa de valores, num
mercado de taxas de cambio etc.

No Capitulo 1 citamos duas séries de retornos intradiarios: do IBOVESPA e
da TELEMAR PN, ambas observadas a cada quinze minutos (veja o exemplo 1.3).
Vimos, também, a forma tipica como esses dados sdo apresentados, na pagina 5.
Os dados brutos dessas duas séries, também chamados dados “tick-by-tick”, ocorre-
ram em instantes aleatérios de tempo e depois foram “limpos”e amostrados a cada
15 minutos. Para detalhes sobre o tratamento prévio de dados intra-diarios, veja
Dacorogna et al. (2001) e Zivot (2005). Esses dados foram obtidos da Bolsa de
Valores de Sao Paulo (BOVESPA). Outras bases de dados do mercado acionario
sao a TAQ (“Trades and Quotes”’) da NYSE (New York Stock Exchange), AMEX
e NASDAQ. Como exemplo de base de dados de opcdes temos a Berkeley Options
Data Base, e com exemplo de base de dados de taxas de cambio temos aquela orga-
nizada por Olsen Associates. Normalmente, essas bases de dados nao sao acessiveis
gratuitamente.

No mercado brasileiro temos ainda relativamente poucos dados de ativos ne-
gociados em alta freqiiéncia (AF). Na BOVESPA, um ntumero pequeno de agoes
tém liquidez suficiente para fornecer DAF. Tipicamente, os tempos de negociacao
sao medidos em segundos e podemos ter varias negociagoes no mesmo instante de



tempo. As variagoes de precos de um ativo sdo dadas em multiplos de um “tick”,
que pode ser por exemplo um centavo de real ou um centavo de délar.

DAF sao importantes no estudo da micro-estrutura dos mercados financeiros.
Nesses mercados existem grandes movimentos dos pregos dos ativos em intervalos
de tempo menores do que um dia. No entanto, DAF também apresentam desafios,
como a filtragem dos dados, pois esses podem ser registrados com erros e tém que
ser corrigidos antes que qualquer andlise possa ser feita.

Para as séries do IBOVESPA e TELEMAR o nimero de observacoes de cada
série era bastante grande: 37.961 para a primeira e 21.429 para a segunda, respec-
tivamente. Para séries de taxas de cambio esses valores sdao muito maiores, pois os
mercados de taxas de cambio funcionam praticamente durante 24 horas, dadas as
diferencas geogréficas entre eles (veja o Apéndice 10). Assim, tamanhos de séries
acima de 100.000 observagoes sao comuns.

DAF sdo em geral nao-sincronizados. Ativos diferentes tém freqiiéncias de ne-
gociacoes diferentes. Além disso, para um determinado ativo, a intensidade das ne-
gociagoes varia ao longo do dia, sendo maior na abertura e fechamento dos pregoes
e menor no horério de almogo. Isso faz com que os tempos entre as negocicoes (ou
duracoes, veja a segao 10.3) apresentem um ciclo didrio, na forma de “U” invertido.

Para retornos diarios de acoes, negociacoes nao-sincronizadas podem introduzir
(Tsay, 2005):

(a) correlagdo nao-nula no lag 1 para retornos de uma agao;
(b) correlagdes e correlagdes cruzadas nao-nulas no lag 1 para uma carteira de agoes;
(c) am algumas situagoes, correlacao negativa para retornos de uma agao.

Com referéncia ao item (c), considere o log-retorno r, de uma agao e suponha
que 7y ~ ii.d.(u,0%). Seja 7 a probabilidade que a acdo ndo seja negociada em
qualquer instante ¢t. Chamemos 7} o retorno observado no instante ¢. Se nao houver
negociacao no instante ¢, rj = 0 e se existir, rf =r¢+ 7.1+ ... +1r4_k,, onde k; é o
maior inteiro nao-negativo tal que nao ocorram negociacoes nos periodos t — kg, t —
ki+1,...,t—1. Entao (veja Tsay, 2005, para uma prova) temos que Cov(r}, Tf_j) =
—d ,u2, j > 1. Ou seja, quando p # 0, negociagdes nao-sincronizadas provocam
correlacao negativa na série de retornos.

Esta correlagdo negativa pode ser causada pelo chamado “bid-ask spread”.
Chamemos de py; o “bid price” (preco de venda para o publico) e p,; o “ask price”
(preco de compra para o publico), ambos no instante ¢t. A diferenca s; = pa ¢ — Py
é chamada “bid-ask spread” no instante ¢, e é em geral um valor pequeno (alguns
ticks).

O prego de um ativo num mercado “sem fricgdo” usualmente é definido por
Pi = (Pat + pbe)/2. Roll (1984) sugere um modelo para o verdadeiro prego de
mercado de um ativo, em fungao de p;. Em particular, para esse modelo, a correlacao
de lag 1 para os retornos é negativa e funcao do spread s;. Se nao tivermos interesse
nos efeitos relacionados a s;, podemos trabalhar com precos médios logaritmicos, ou



seja, x = [log(pat-Pbt)]/2, de modo que os retornos de periodo k serdo dados por
Tt[k] =Tt — T—k-

Outra caracteristica marcante de DAF é a ocorréncia de multiplas transacoes no
mesmo instante, mesmo com precos diferentes. Mas a grande maioria das transacoes
nao apresenta mudancas de pregos.

Exemplo 10.1. Consideremos os dados de negociacoes das acoes da Telemar no
periodo de 8 a 10 de setembro de 2004, perfazendo 6.734 negociagoes. Foram retira-
das as negociacoes que ocorreram fora do hordrio de funcionamento da bolsa, entre
10 horas e 17 horas, resultando 6.588 transagoes (146 negociagbes ocorreram no
chamado periodo “after market”, hordrio em que a bolsa estd fechada). Vérios au-
tores consideram que estas observacoes tém um padrao diferente das negociagoes que
ocorrem durante o periodo normal de funcionamento da bolsa. Veja Engle (2000) e
Zhang et al. (2001). Neste caso, aproximadamente 2, 17% das negociacoes referem-se
as operagoes feitas por via eletronica. Veja também Stoll e Whaley (1990).

H& inimeras negociacbes que ocorreram ao mesmo tempo, a saber, 2.026, re-
presentando aproximadamente 30% do total. Destas, apenas 35% apresentaram
alteracoes de precos. Ou seja, transacgoes simultaneas parecem nao trazer grande
informacao sobre a micro-estrutura do mercado relevante para um tratamento es-
tatistico. Estas negociagoes simultaneas sao, em geral, excluidas na modelagem
estatistica de tempos entre negociagoes.

Na Tabela 10.1 selecionamos 4.096 valores selecionados entre os 4.532 que nao
apresentaram transagoes simultaneas, classificando os movimentos de precos da acao.
As alteragoes de pregos foram classificadas como aumento (+), estabilidade (0) e
diminuigao (—). A tabela mostra os movimentos de pregos entre duas negociagoes
consecutivas, ou seja, da (t — 1)-ésima para a t-ésima.

Tabela 10.1: Movimentacao de precos em negociagoes consecutivas para a Telemar.

neg. t + 0 — Total
neg. t —1
+ 168(4,1%) 390(9,5%) 263(6,4%) | 821(20,0%)
0 397(9,7%) 1.547(37,8%) 444(10,8%) | 2388(58,3%)
— 255(6,3%) 451(11,0%) 181(4,4%) | 887(21,7%)
Total 820(20,1%) 2.388(58,3%) 888(21,6%) | 4.096(100%)

Notamos que:
(a) aumentos ou diminuigdes consecutivas de pregos sdo pequenas, representando
apenas 8,5% das negociagoes;
(b) em 37,8% das negociagdes, o prego permanece estivel, havendo grande tendéncia
de nao haver variacoes de preco;



(c) a porcentagem de negécios em que os pregos mudaram de sentido, isto é, de
queda para subida e vice-versa, é semelhante, da ordem de 6, 3%, totalizando apro-
ximadamente 13% das transacoes e indicando um processo de reversao de precos;

(d) a distribuigao marginal de precos é semelhante em duas negociagoes consecutivas.

Além dos precos de uma acao, os tempos entre negociacbes ou duragdes Sao
importantes para o estudo da micro-estrutura dos mercados acionédrios. Chamemos
de 719,71,...,7r os instantes de tempo de negociagoes de uma acao, sendo que 7y
¢ o instante inicial e T é o nimero de negociagoes no periodo avaliado. Entao
Ty =T—Te—1, t =1,...,T s@o as duragoes. Na Secao 10.3 trataremos de um modelo
importante para as duragdes, o chamado modelo ACD (“autoregressive condicional
duration”).

Na Figura 10.1 ilustramos a série dos 4.096 precos da Telemar considerados
acima, a série de retornos, o histograma dos retorns e a respectiva f.a.c. Notamos
uma correlagao negativa no lag 1 da f.a.c., como discutido anteriormente. Na Figura
10.2 consideramos as duragoes, com o respectivo histograma, f.a.c. e box-plot. O
histograma das duragoes mostra um decaimento exponencial a partir da origem e a
f.a.c. mostra que a série de duracoes tem memoéria longa.

Outra varidvel de interesse é o numero de negociagoes em dado periodo, por
exemplo por dia, ou em cada intervalo de 5 minutos. A Figura 10.3 contém os
graficos do nimero de negociagoes em intervalos de 5 minutos para os dados da
Telemar, no periodo de 4 de agosto a 10 de setembro de 2004 e da f.a.c. estimada
para os lags de 0 a 260. A figura também mostra as duragoes das negociagoes,
em intervalos de 5 minutos e respectiva f.a.c. Ambas as fung¢des mostram uma
periodicidade evidente de 84, correspondente ao ntimero de intervalos de 5 minutos
em cada dia de negociacao. A Figura 10.4 traz os graficos do nimero médio de
negociagoes e do tempo médio entre as negociacoes em intervalos de 5 minutos, no
mesmo periodo. Ao todo sdo 84 médias. O primeiro grafico apresenta um maior
numero de negodcios nos periodos das 10:15 as 12:00 e das 14:40 as 16:55. O segundo
grafico apresenta obviamente um padrao inverso.

A Tabela 10.2 apresenta algumas estatisticas das negociacoes da Telemar neste
periodo, excluidas as simultaneas. O fato de a mediana das duracGes ser bem menor
do que a média e o valor do coeficiente de assimetria ser relativamente alto (4,51
segundos) indicam assimetria positiva dos dados, com concentra¢do nos menores
valores. H4, ainda, um grande ntmero de valores extremos na cauda direita da
distribuicao das duragoes.



w
& 8
s
S
o
= 4
&
o v | 2
g s 5 s
s ]
o
< 4
&
wn
w© g |
5 7
&
S T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Series : ret
o
8 _ =
el
&
o
o S
o
o
Q
©
=
o
o
n
— w <
Qo
<
o
o
o o
2 o
§, 2 “\\ — T
o~
S 4
o - 1
L | T T T T
-0.005 0.0 0.005 0 10 20 30
Lag

ret

Figura 1: Séries de precos e retornos da Telemar, histograma e f.a.c. dos retornos.
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Tabela 10.2: Negociagoes da Telemar no periodo 8-10 de setembro de 2004.

Estatistica Negociagoes (por dia) | Duragoes (em segundos)
Média 2.225 16,25

desvio padrao 975 26,43

minimo 1.804 1

maximo 2.895 322

mediana 7

assimetria 4,51

2 Volatilidade Realizada

No Capitulo 5 tratamos do problema da modelagem da volatilidade de um ativo,
considerando-a como uma varidvel latente (ndo-observada). Utilizamos modelos da
familia ARCH e modelos de volatilidade estocastica. Outras possibilidades para
estimar volatilidade sao usar a volatilidade implicita em modelos de opcoes ou vo-
latilidade histérica.

Volatilidade e correlagdo sdo de importancia fundamental em varias areas de
finangas, como aprecamento de ativos e gestao de riscos. Vimos que volatilidade dos
ativos de uma carteira e as correlacoes entre os ativos sao necessarios para o célculo
do VaR, valor em risco.

Todavia, a utilizagdo de modelos para volatilidade é, em geral, restrita a da-
dos diarios ou de menor freqiiéncia e podem resultar em previsoes nao-satisfatérias.
Lembremos que os modelos GARCH, por exemplo, tendem a super-estimar volati-
lidades futuras, incorporando resultados de eventos extremos que tenham ocorrido
no passado. A escolha da distribuicao dos erros nestes modelos também é um pro-
blema importante, a fim de modelar adequadamente os fatos estilizados presentes
nos retornos, como agrupamentos de volatilidades e caudas pesadas. Os programas
disponiveis aos usudrios apresentam poucas possibilidades (normal, t, GED, veja o
Apéndice ao Capitulo 5). Considerando-se uma série multivariada de retornos, a
situacao torna-se ainda mais complicada, pois modelos heteroscedésticos condicio-
nais sao complexos e dificeis de estimar, sendo seu uso limitado a uma carteira com
poucos ativos.

Recentemente, atencao estd voltada para o uso de DAF intradidrios para modelar
e prever volatilidade e correlagao por meio da chamada volatilidade realizada. A idéia
é considerar a soma dos quadrados dos retornos obtidos em intervalos de alguns
minutos durante um dia para estimar a volatilidade desse dia. Obteremos, entao,
uma série de volatildades diarias observadas, que pode ser modelada com modelos
como ARIMA, ARFIMA etc.

Na impossibilidade de se obter dados intradiarios, podemos considerar os pregos



de abertura, fechamento, méximo e minimo de uma acao observados em cada dia,
para estimar a volatilidade desse dia, usando-se, por exemplo, a volatilidade de
Garman-Klass, como mostrado no Apéndice 9.

Consideremos, primeiramente, o caso de um tnico ativo. Denote por P; seu preco
no instante ¢ (um dia de negdcios, por exemplo) e por p; = log P;, sendo o logaritmo
na base e. Entao, com vimos, o log-retorno (que chamaremos simplesmente retorno)
no dia t é dado por s = pr — pr—_1.

Suponha, agora, que tenhamos precos intradidrios desse ativo, observados em
instantes irregularmente espacados, mas depois amostrados a cada At unidades de
tempo, por exemplo a cada 30 segundos ou a cada 15 minutos. Suponha, também,
que fixemos a duragao do pregdo de uma bolsa (a BOVESPA, por exemplo) em 7
horas, das 10 horas as 17 horas (ou das 11 horas as 18 horas, no caso de horério de
verdo). Se amostramos os pregos a cada At = 15 minutos, por exemplo, teremos
M = 28 precos ou M intervalos de 15 minutos por dia de negociacoes.

Denotemos por pgm, o log-prego do ativo no periodo m(m =1,2,..., M) do dia
d(d =1,2,...,D), ou seja, ha D dias, de modo que o nimero total de observagoes
é T = M x D. O correspondente retorno intradidrio no periodo m e dia d sera
denotado por

Tdym = Pd,m — Pd,m—1; m:17"'>M7d:17"'7D7 (1)

comt=M(d—1)+m, t=1,...,T. Usaremos as notacoes r; e rq,, para denotar
os retornos intradiarios.

Com esta notacao, o retorno didrio r4 é dado por pg s — pa—1,m, por exemplo se
M =28, 1t = pa,28 — Pd—1,28-

Além dos retornos definidos acima, hd o chamado retorno owernight, que in-
corpora as informagoes relativas ao intervalo entre o fechamento do pregao do dia
anterior e a abertura do pregao do dia atual, sendo definido por

Td,0 = Pd,0 — Pd—1,M> (2)

sendo pg0 0 log-preco do ativo na primeira cotacao do dia d e pg—1,0s 0 log-preco do
ativo na ultima cotacdo do dia d — 1.Incluindo-se este retorno no caso de At = 15
minutos, teremos M = 29 observagdes em cada dia.

Exemplo 10.2. Vamos considerar, agora, uma outra base de dados ja mencionada
no exemplo 1.3, ou seja, dados intradidrios do IBOVESPA, obtidos de 1.381 dias
ateis, em duas freqiéncias de amostragem:

(a) At = 15 minutos, de 02/01/98 a 31/10/02, com 1.189 dias titeis, sendo que em
cada dia ha de 29 a 33 observagoes, totalizando 35.227 dados;
(b) At = 30 segundos, de 01/11/02 a 13/08/03, com 192 dias teis, sendo que em
cada dia ha 865 a 872 observacoes, totalizando 166.236 dados.
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Para a utilizacao desses dados originais, procedeu-se a uma limpeza dos mesmos.
Os detalhes estdo em Berti (2005). Como salientamos antes, a duragao de cada
pregao foi fixada em 7 horas, que corresponde a duracao normal do pregao de viva-
vos, periodo em que é maior o volume de negociagoes. Um resumo dos ajustes é o
seguinte:

(a) foram excluidos os dados anteriores a 06/04/98, por apresentarem periodos irre-
gulares e dados discrepantes;

(b) foram excluidos os dados de negociagao eletronica;

(c) foi excluida a primeira hora de negociagdo nos casos em que o pregao viva-vos
possuia duracgao de 8 horas;

(d) foram excluidos dias com expediente reduzido (feriados, jogos da copa mundial
de futebol etc);

(e) foram feitas corregoes em dados com sinais claros de erros de digitacao, por meio
de interpolagoes lineares.

Sobre o intervalo de amostragem, At, ha vérios estudos, dentre os quais desta-
camos Andersen e Bollerslev (1998), Giot e Laurent (2004) e Oomen (2001), que
analisaram intervalos variando de 5 a 25 minutos. Sob o ponto de vsita tedrico, para
se obter consisténcia das medidas de volatilidade realizada é necesséario que At — 0,
0 que significaria amostrar continuamente, que por sua vez é é uma impossibilidade.
Segue-se que medidas de volatilidade realizada conterao erros de mensuracao. Bandi
e Russel (2003) propdem um método para escolher At que minimiza o erro quadratico
médio do erro de mensuragao. Bandi e Russell (2006) estudam a influéncia de efeitos
da microestrutura do mercado (spread bid-ask, efeitos de calendério etc) no viés de
medidas de volatilidade.

Consideramos, entao, que um intervalo de amostragem de 15 minutos é razoavel
e como a maior parte dos dados estd amostrada nesta freqiiéncia, no periodo de
01/11/02 a 13/08/03 (em que a freqiiéncia é a cada 30 segundos) também foram
consideradas amostras a cada 15 minutos, resultando em cotacoes do IBOVESPA
de 06/04/98 a 13/08/03, ou seja, 1.309 dias, com 29 observagoes intradidrias cada
um, totalizando 37.961 pontos.

Na Figura 10.5 temos o gréifico da série de indices do IBOVESPA a cada 15
minutos, dos log-retornos, histograma dos retornos e f.a.c. Na Figura 10.6 temos os
graficos dos retornos didrios e hordrios, com seus histogramas e fa.c.’s, respectiva-
mente.

Pelas figuras vemos que hé presenca de correlacao serial nas séries, mais eviden-
tes para freqiiéncia mais altas. Ja os quadrados dos retornos exibem autocorrelagoes
maiores. Os valores da estatitica de Ljung-Box mostram estes dois fatos, o que nos
leva a rejeicao da hipétese de ruido branco para retornos. Note a sasonalidade pre-
sente nas autocorrelacoes dos quadrados dos retornos intradiarios a cada 15 minutos
e hordrios, na Figura 10.7.
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Na Tabela 10.3 apresentamos algumas estatisticas das séries de retornos, para
um numero menor de dias, 838, correspondendo a 24.302 observagoes da série do
IBOVESPA. Verifica-se que série de retornos diarios possui um alto valor da curtose,
que aumenta com a freqiiéncia de amostragem. A assimetria é positiva para retornos
de um dia e negativa para freqiéncias maiores. Os valores da estatistica de Jarque-
Bera mostra a nao-normalidade dos retornos em todas as freqiiéncias.

Tabela 10.3: Estatisticas para as séries de retornos do IBOVESPA

Estatistica 15 minutos 1 hora 1dia LVOLR log(GK)
Minimo -10,15 -10,69 -17,27 -1,50 -1,89
Primeiro quartil -0,16 -0,40  -1,47 0,49 0,33
Média 0,00 0,0 -0,01 1,11 0,99
Mediana 0,0 0,01  -0,04 0,99 0,93
Terceiro quartil 0,16 0,41 1,41 1,58 1,56
Maéximo 7,93 13,30 28,82 4,93 5,67
Desvio padrao 0,43 0,97 2,84 0,91 1,03
Assimetria -0,73 -0,24 1,16 0,80 0,56
Curtose 42,90 17,64 16,33 1,21 1,30
Ljung-Box* 666,6 48,55 30,90 2626 1569
Ljung-Box(quadrado®) 1389,0  972,1  106,0

Jarque-Bera* 1864750 75964 9385

* todas as estatisticas tém p-valor < 0,001

Vejamos como construir uma medida da volatilidade realizada. Primeiramente,
definimos a variancia realizada (V Ry) para o ativo no dia d por meio de

M
VRy=730+ Y Tim d

m=1

1,...,D,

COm Ty, € 740 definidos em (10.1) e (10.2), respectivamente.
A wolatilidade realizada (VOLR,) para o ativo no dia d é, entao, definida por

VOLR,; = \/V Ry,

enquanto a log-volatilidade realizada no dia d é definida por

LVOLRy = log(VOLRy)

onde, novamente, logx = Inx.
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Figura 7: Quadrados dos retornos intradidrios de 15 minutos e horédrios do IBO-
VESPA e f.a.c.’s.
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No caso especifico do IBOVESPA intradidrio, alguns dias foram excluidos no
processo de filtragem dos dados, e neste caso temos que adaptar a equacao (10.3),
que toma a forma

VR, — { 223521 7’3727?, ; se o dia d — .1 foi excluido, ©)
Tao T >l Tam: Caso contrdrio,
parad=1,...,1.308.
Suponha, agora, que temos n ativos, com retornos ri g, - - ., n.dm € considere
o vetor rgm = (Fidm,--- ,Tn’d;m)/, m=1,...,.M, d = 1,...,D. Entao, para

cada ativo i teremos a VR dada por (10.3), que chamaremos V R; 4 e as respectivas
volatilidade realizada (VOLR; 4) e log-volatilidade realizada (LVOLR; 4).

Para podermos calcular, por exemplo, o valor em risco de uma carteira com esses
n ativos, serd necessdario, eventualmente, calcular as correlagoes entre os retornos dos
ativos. Definamos a matriz de covariancias entre os retornos dos ativos para o dia d
como sendo

M
COVRy= Y tqmTyn,, d=1,...,D. (7)

m=1
Se COVRy = (¢ ja) = ([COVRyi;), entao ¢ jq = Z%:l TidimTjdimy 4 J =
1,...,n,d = 1,...,D. Esta matriz serd positiva definida se n < M. A correlacao

entre os retornos dos ativos ¢ e j é dada por

Pt = V Ria X VRsq

Exemplo 10.2 (continuacao) Na Figura 10.8 temos o gréfico da volatilidade reali-
zada, VOLRy, que estima a volatilidade didria, obtida a partir dos retornos de 15
minutos do IBOVESPA, bem como a sua f.a.c. Na figura temos, também, o gréafico
da LVOLR, e sua f.a.c. Na Figura 10.9 temos a volatilidade de Garman-Klass,
obtida a partir de precos de abertura, fechamento, minimo e maximo de cada dia
(conforma Apéndice 9), sua f.a.c, o logaritmo da volatilidade de GK e sua f.a.c., para
efeito de comparacgao. Na Tabela 10.3 encontram-se as estatisticas do LVOLRy e
log(GK). Nas duas figuras, verificamos que as f.a.c.’s das volatilidades estimadas
(VOLR,LVOLR, GK, log(GK)) decaem lentamente para zero, indicando que todas
essas séries de volatilidades apresentam meméria longa.

Analisando a f.a.c. dos quadrados dos retornos da Figura 10.7 notamos uma
sazonalidade de 29 minutos para os dados de 15 minutos e de 7 horas, para os dados
horarios. Estes padroes sazonais sao importantes no procedimento de modelagem da
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volatilidade dos retornos intradidrios. Aqui, é comum supor que estes sejam dados
por r; = 0ySi€¢, ou seja, além da modelagem usual da volatilidade, introduzimos
uma componente sazonal s;.

Questoes importantes sdo: (i) a retirada do padrao sazonal melhora a previsao
dos modelos de volatilidade? (ii) qual é o melhor método para remover a compo-
nente sazonal? Para uma discussao dessas questoes e dos diversos procedimentos de
ajustamento sazonal veja Martens et al. (2002). Vamos nos limitar aqui em utilizar
o seguinte procedimento, sugerido por Taylor e Xu (1997). Retomemos os retornos
intradidrios 74, € como estimativa da componente sazonal no periodo m considere

D 1/2
1 2
sm:<5;7‘d7m) , m=1,..., M. 9)

Segue-se que os retornos livres de componente sazonal sao dados por r; = r;/s;.
Na Figura 10.10 temos a f.a.c dos quadrados dos retornos de 15 minutos e 1 hora dos
dados do IBOVESPA, apds a retirada da componente sazonal, onde nao se notam
mais os padroes sazonais, os quais sao mostrados na Figura 10.11.

3 Modelo de Duracao Condicional

Usando conceitos similares aos dos modelos ARCH e GARCH desenvolvidos para
a volatilidade, Engle e Russell (1998) e Bollerslev (1986) introduziram o modelo auto-
regressivo de duragao condicional (ACD-autoregressive conditional duration) para
descrever os tempos entre negociacées de um particular ativo financeiro. Designemos
por z; a i-ésima duracdo e chamamemos 7, = FE(z;|F;—1), onde F;_;1 denota a
informacao disponivel até a (i — 1)-ésima negociagao.

O modelo auto-regressivo de duragao condicional de ordens r e s, denotado por
ACD(r, s), pode ser escrito na forma

Ti = &, (10)
T S

n o= w+z5j$i—j+2%m—j, (11)
j=1 j=1

onde ¢; é uma seqiiéncia de v.a. i.i.d. nao negativas, com média um. Podemos
considerar para g; distribuicbes como a exponencial, Weibull e Gama generalizada.
Como z; é positivo, devemos ter w > 0 e d; > 0, v; > 0.

Como no caso de modelos GARCH, o processo v; = x; — 1; é uma seqiiéncia
de diferengas martingales, com E(v;|F;_1) = 0, ndo-correlacionadas e com variancia
nao-constante. O modelo pode, entao, ser escrito na forma
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q
Zé-i-’}’] xz ngZ’sz i+ v,
: ,7 1

(12)

onde ¢ = max(r,s), ou seja, na forma de um modelo ARMA(q, s) com inovagoes
nao-gaussianas e heteroscedasticas. Segue-se que

Bl == 2521005+ ;) (13)

com 3 5 (0; + ;) < L.
O modelo mais simples é o ACD(1,1),

Ty = Mg,
N = w+0xi—1+YNi-1,
supondo por exemplo g; ~ i.i.d

. E(1) (exponencial de média um). Usando os mes-

mos argumentos usados para o modelo GARCH(1,1) e supondo z; estaciondria
podemos obter (veja o Problema 2):

w

1—~%—26
Var(z;) = ux< 7 7 >

1 — 202 — 20y — 2 (17)

De (10.17) devemos ter 72 + 25 + 262 < 1, para que a variancia incondicional
seja constante no tempo.

Usando a forma ARMA(1, 1) teremos

T; =W + ((5 + ’y)a:i_l + vy —YVi—1,
da qual obtemos que a f.a.c de um modelo ACD(1,1) é dada por

3(1 —~* — dv)
SRS —— 1
(6 +7)pj-1, =2 (19)

P1
Pj
Veja o Problema 3.

H4 vérias alternativas sugeridas na literatura para o modelo ACD, dentre as
quais destacamos: o modelo de duracao estocédstico (Bauwens e Vereda, 2000), a
versao logaritmica (Bauwens e Giot, 2000), a versao nao-linear(Zhang et al., 2001)
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o modelo ACD assimétrico (Bauwens e Giot, 2003) e o modelo ACD aumentado
(Fernandes e Gramming, 2005).

Identificacdo

Assim como para um modelo GARCH, a especificacdo da ordem de um modelo
ACD ¢é uma tarefa complicada, e portanto sugere-se que se ajuste modelos de ordens
nao muito altas e se utilize algum critério (como AIC, BIC ou log-verossimilhanca)
para a escolha do modelo.

Estimacao

Supondo que os erros €; sigam alguma distribuicao, como uma das mencionadas
acima, podemos usar o método de maxima verossimilhanga para obter os estimadores
dos parametros do modelo ACD. Chamando de 6 o vetor de pardmetros e x =
(1, .. ,:ET)I o vetor de duragoes observadas, obtemos a funcao de verossimilhanca

T
L(0;x) = [H Fla| Fiza, 9)] Flxz1]6). (20)
=2

A densidade marginal f(z1|@) tem importancia decrescente, quando T cresce e
pode ser omitida (Tsay, 2005), quando da maximizacdo de (10.20) para obter os
EMV.

Exemplo 10.3. Suponha o modelo ACD(1,1) com erros seguindo uma distribuicao
exponencial com média unitaria. Entao,

Ty 1
f(@i|Fi—1,0) = exp {——} —,
i) M
e a log-verossimilhanca fica
T
(O;x) = Y [~In(m) — zi/ni
T
= Z[— In(w + 0wi—1 +ymim1) — xi/ (W + 6mim1 +ymi-1)),  (21)
i=2

!

com 0 = (w,d,7)

Diagnéstico
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A verificacao da adequacao do modelo é feita nos moldes usuais, analisando a
f.a.c. dos residuos e dos quadrados dos residuos do modelo ajustado e calculando as
respectivas estatisticas de Box-Pierce-Ljung.

Como a série de duragoes apresenta uma periodicidade, como vimos na secao
10.1, antes de ajustar o modelo esta sazonalidade tem que ser removida, usando a
mesma metodologia que foi vista para a volatilidade realizada.

Exemplo 10.4. Retomemos as duracoes em intervalos de 5 minutos da Telemar,
no periodo de 4 de agosto a 10 de setembro de 2004. Removemos a sazonalidade
usando um procedimento similar ao da Secdo 10.2 e consideramos as 4096 duracoes
no periodo de 8 a 10 de setembro de 2004. A esta série livre de componente sazonal
ajustamos um modelo ACD(1,1), com erros exponenciais de média 1. O programa
RATS foi utilizado para o procedimento de estimagao. Veja Tsay (2005, pag. 246)
para um exemplo de tal programa. O modelo obtido é

Ti = TN, (22)
n; = 0,01+0,072;_1 +0,918n;_1, (23)

onde os respectivos desvios padroes das estimativas sao 0,002,0,004 e 0,005. Na
Figura 10.12 temos a f.a.c. dos residuos e o plot QxQ (quantis empiricos dos residuos
versus quantis da Exp(1)). Vemos que o modelo ajustado ndo consegue captar
algumas duragoes extremas, que estao destacadas no plot @ x ). Uma possibilidade
é considerar modelos ACD com coeficientes variando no tempo a fim de levar em
conta a nao-estacionariedade das duracoes e a sazonalidade presente. Veja Bruscato
(2006). Para fazer previsdes com o modelo ajustado é necessirio recompor a série,
por meio do padrao sazonal previamente estimado, ou seja, 3; = Z;S5.

4 Modelagem da Volatilidade

No Capitulo 5 vimos como modelar a volatilidade, supondo-a latente (n&o-
observada), usando modelos da familia ARCH. Como a volatilidade realizada é
efetivamente observada, podemos tentar modela-la por meio de modelos da familia
ARIMA, por exemplo. Contudo, vimos que a volatilidade realizada apresenta ca-
racteristicas de processos de memoria longa, logo modelos da classe ARFIMA po-
dem ser uteis. Outra possibilidade é considerar modelos ARCH, GARCH e extensoes
para dados intra-didrios e usé-los para fornecer informacao adicional para os dados
didrios. Veja Hol e Koopman (2002), por exemplo. A idéia é ajustar modelos
GARCH, digamos, para freqiiéncias de uma hora ou 15 minutos e realizar previsoes
da volatilidade nessas frequéncias k passos a frente até cobrir o periodo de um dia
(k = 7 para dados hordrios e k = 29 para dados a cada 15 minutos), agregando-
se as previsoes para obter a volatilidade didria. Observemos que antes de ajustar
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um modelo ARMA-GARCH aos dados intra-diarios originais é necessério retirar a
sazonalidade, conforme visto na segao 10.2.

Exemplo 10.5. Consideremos os dados intra-didrios do IBOVESPA, com 1309 dias
de observacgoes. Vamos considerar 838 dias para estimar modelos e 471 dias para
previsoes. No caso de dados horarios teremos 24302 dados e no caso de dados a cada
15 minutos, teremos 5886 dados para estimagcao. Para obter previsoes da volatilidade
didria, faremos previses k passos a frente, k = 7 ou k = 29, respectivamente.

A avaliacdo da acuracia preditora dos modelos de volatilidade é geralmente ba-
seada em fungoes de perda, comparando os valores previstos do quadrado da vo-
latilidade pelo modelo usado, il%, com os quadrados dos retornos, 2. No entanto,
Andersen e Bollerslev (1998) sugerem usar a a volatilidade realizada, no lugar dos
quadrados dos retornos. Se T indica o nimero total de dados e Ty o numero de
observacoes usadas para estimar o modelo, algumas medidas usadas sao:

(a) Erro médio:

T
1 o
EM = > (hi - VOLR}).
T o TO t=Tp+1
(b) Erro quadrético médio:
1 T
EQM = > (hi - VOLR})?
T o TO t=Tp+1
(c) Erro absoluto médio:
1 T
EAM = > |hi - VOLR]|.
T- TO t=To+1

Berti (2005) ajustou vérias combinagoes de modelos ARMA-GARCH (por GARCH
aqui entendemos GARCH, EGARCH, PGARCH etc), sendo que os melhores mode-
los segundo medidas de perda, incluindo aquela acima, foram:

(i) Para log-retornos a cada 15 minutos: modelo AR(2)-GARCH(1,2), com distri-
buicao t para os erros.

(ii) Para log-retornos horarios: modelo AR(5)-GARCH(1,2), com distribuicao ¢ para
0S erros.

(iii) Para log-retornos didrios: modelo AR(4)-PGARCH(1,1), com distribuicao ¢
para os erros e com a variancia realizada V R;_1 como co-varidvel. Veja o Capitulo
5, Problema 13, para a definicdo do modelo “Power GARCH”.
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(iv) Para a volatilidade realizada: modelo ARFIMA(0,d,0), com d = 0, 438.

Veja Berti (2005) para detalhes e os Problema 8, 9,10 e 11. Duas observagoes
sobre o ajuste desses modelos: (a) Os modelos GARCH intradiarios em geral supe-
restimam as previsoes da volatilidade; (b) os modelos ARFIMA em geral subestimam
a volatilidade em periodos de alta volatilidade. Seria interessante também avaliar a
eficacia dos modelos de volatilidade estocéastica aplicados a dados intradiarios.

5 Comentarios Adicionais

[1] Andersen et al. (2000, 2001, 2003) (designados brevemente por ABDL) e Barndorff-
Nielsen e Shephard (2002, 2004) (designados brevemente por BS) desenvoloveram os
aspectos tedricos relativos a variancia e volatilidade realizada. Seja p(t) o log-preco
de um ativo, r(d,d — 1) o respectivo retorno didrio e r(d) = p(d) — p(0) o retorno
acumulado até d. A wvariagdo quadrdtica (VQ) é definida por

n—1
[r)(d) = plim Y [p(s;+1) — p(s;)]*,

J=0

onde 0 = sp < 51 < -+ < s, = d e o limite é para maxi<j<y [s;—sj—1| = 0, n — oo.
Entao, BS provam que

VR 5 [r)(d) — [r)(d = 1) = VQq, n — .

Ou seja, a variancia realizada didria converge, em probabilidade, para incremen-
tos didrios da VQ. ABDL provam que

Var (r(d,d — 1)|Fq—1) = E[VQqa|Fa-1],

ou seja, a variancia condicional dos retornos didrios é igual a esperanca condicional
do processo de variagao quadratica didria.

Para a classe de processos de Ito continuos, caracterizados pela equacao diferen-
cial estocastica

dp(t) = p(t)dt + o()dVV (2),

onde o(t) é a volatilidade e W (t) é o MBP, resultados mais fortes podem ser obtidos,
em particular, r(d,d — 1)/VOLR, tem uma distribui¢do aproximadamente normal.
Também é possivel provar que a VOLR e LVOLR tém distribuicoes assintoticamente
normais. Para detalhes, veja os autores acima mencionados.

[2] Podemos considerar outras classes de modelos para DAF. Miiller et al. (1997)
introduziram os modelos HARCH (heterogeneous ARCH). Um modelo HARCH(n)
para retornos é dado por
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Tt = Ot&,
2

n J

2

oy = CO+ZCj Zrt—i 5
j=1 i=1

comcg > 0,¢, >0,¢;j >0,paraj=1,...,n—1, eos g sao v.a. i.i.d. com média zero
e variancia um. Este modelo leva em conta a heterogeneidade de informacao do mer-
cado financeiro, permitindo agregar retornos. Por exemplo, no modelo HARCH(2)
a volatilidade toma a forma

2 2 2
of =co+cri_q +ca(re—1 +ri—2)”.

Ruilova (2007) generaliza esse modelo para a classe GHARCH(m,p), que permite
agregacoes de diferentes tamanhos, sendo m o numero de componentes do mercado.

6 Problemas

1.

Considere os dados intradidrios da Telemar do exemplo 10.1 (arquivo id-
tlm09.04.dat). Obtenha a volatilidade realizada didria, faca seu grafico e obte-
nha sua f.a.c. Obtenha a f.a.c. dos quadrados dos retornos e verifique se existe
sazonalidade. Caso haja, remova o padrao sazonal.

. Mesmo problema para os dados intradidrios da IBM (arquivo id-ibm.dat).
. Prove as relagoes (10.16 ) e (10.17).
. Prove as relagoes (10.18) e (10.19).

. Obtenha (10.21) usando a distribuigao de Weibull padrao para os erros e;:

fe,a) = a.e® texp{—e*}, a > 0.

. Ajuste um modelo ACD para as duragoes da IBM (arquivo id-ibm.dat), com

erros exponenciais de média 1.

Mesmo problema, com distribuicao Weibull padrao.

. Ajuste os modelos ARMA-GARCH sugeridos na secao 10.4 aos dados de re-

tornos diarios e intradidrios do IBOVESPA.

. Ajuste o modelo ARFIMA sugerido na segao 10.4 aos dados de volatilidade

realizada do IBOVESPA.

28



10. Ajuste modelos ARMA-GARCH para os dados intra-diarios da Telemar. Es-
colha o melhor modelo segundo as medidas dadas na segao 10.4.

11. Ajuste modelos ARFIMA(p,d, q) para a volatilidade realizada da Telemar ob-
tida no Problema 1. Escolha o modelo que fornece o melhor EQM de previsao.

12. Considere os dados de taxa de caAmbio Euro/Délar de 1 de janeiro de 1999 a 31
de dezembro de 2002, a cada 5 minutos, num total de T' = 288860 observagoes
(arquivo id-eud099.02.dat). Obtenha o gréfico, histograma e f.a.c. dos retornos
e dos quadrados dos retornos da série.

13. Para os dados do problema anterior, obtenha a volatilidade realizada, o loga-
ritmo da volatilidade realizada, seus histogramas e f.a.c.’s.

14. Ajuste um modelo ARFIMA para a variancia realizada dos dados do Euro/Ddlar.

Apéndice 10: Notas Complementares

A.10.1. Tipos de Mercados

Podemos dividir os mercados acionarios em duas categorias:

(a) price driven markets, onde ha a figura dos especialistas ou market-makers (que
trabalham para as préprias bolsas) e que sdo os responsédveis por comprar (ao bid
price) e vender (ao ask price) lotes de agbes, evitando movimentos abusivos nos
precos das acoes, e dando liquidez ao mercado. Brevemente, liquidez é definida
como a habilidade de comprar e vender rapidamente um grande volume de agoes
com um minimo de impacto nos precos. A bolsa NASDAQ adota este mecanismo.

(b) order driven markets, onde ndo hd market-makers no processo de negociagoes,
mas as ordens sao feitas num order book, ou seja, cada ordem é colocada automa-
ticamente no livro de ofertas de cada acao, sendo possivel visualizar as melhores
compras e vendas por lote, prego e contraparte. A BOVESPA adota este meca-
nismo, sendo que as corretoras contratadas por empresas para dar liquidez a seus
papéis é que colocam as ordens. A NYSE adota um sistema hibrido. A BOVESPA
também poderia ser pensada desta forma, supondo que as corretoras fazem o papel
dos market-makers.

Para detalhes sobre este assunto e sobre liquidez de mercados veja Bauwens e
Giot (2001).

A.10.2. Mercado de Taxa de Cambio(FX)

Este é um tipo especial de mercado, funcionando continuamente, 24 horas por
dia, do tipo “price driven market”. Os participantes sao “market-makers” (“dealers”),
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representando grandes bancos.

Podemos considerar trés zonas, correpondendo a trés mercados geograficos: Asia,
Europa e EUA. Estes mercados operam da seguinte forma: apds meia-noite GMT
os mercados de Tokyo, Hong Kong e Singapura estdo ativos, com um decréscimo
de operagoes ao redor de 4 horas GMT, que corresponde ao horédrio de almoco. Ao
redor das 8 horas GMT as negociagoes comegam na Europa (Londres, Frankfurt e
Paris) e param na Asia. A dltima zona comeca ao redor das 15 horas GMT com a
abertura da bolsa de Nova Iorque. Este padrao intradiario é bem conhecido.

Outra caracteristica dos mercados FX é que as negociacbes ocorrem somente
entre os “dealers” e a informacao sobre pregos e volumes permance confidencial.
Veja Bauwens e Giot (2001) para detalhes.

A.10.3. Algumas Distribuicoes Especiais

Distribuicao exponencial

A v.a. X tem distribuicao exponencial de parametro G > 0 se sua densidade é
dada por

f(x.p) = %eXp{—w/ﬁ}-I{w > 0},

Se # = 1 obtemos a distribuigao exponencial padrao, E(X) = 1 e escrevemos
X ~ E(1).

Distribuicdo Gama

Dizemos que a v.a. X tem distribuicao gama com parametros o > 0e 3> 0, e
escrevemos X ~ Gama(a, 3), se a densidade é dada por

—#:Ea_lex - T
) = Gapga” ela/BLI{e > 0}

Se 8 =1 obtemos a distribui¢do gama padrao com parametro a.

Distribuicao de Weibull

A v.a. X tem distribuicdo de Weibull com parametros o > 0,3 > 0 se a densi-
dade é dada por

flz,a,8) = ﬁiml exp{—(z/B)*.I{z > 0}.

Se a = 1 obtemos a distribuicao exponencial e se ¥ = m obtemos a
distribuigao de Weibull padrao, com E(Y) =1 e densidade
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[y, ) =1 —exp{—[['(1 +1/a)y|*}.I{y = 0}.

Distribuicdo Gama Generalizada

Dizemos que X tem distribuicdo gama generalizada com parametro de escala (3
e parametros de forma « e 7, todos positivos, se a densidade é da forma

f(z,v,B,a) = m%r(a)xw_l exp [— (%)V] I{x > 0}.

Se Y = AX/B, com A = I'(a)/T'(a + 1/7), entdo E(Y) = 1 e Y tem distri-
buicao gama generalizada padrao. Se a = 1 obtemos a distribuicao de Weibull, logo
exponencial e Weibull sao casos particulares da gama generalizada.
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