Percolacao, processo de contato e
meios aleatoérios

Valentin Sisko

TESE APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

PARA OBTENCAO DO GRAU
DE
DOUTOR EM ESTATISTICA

Area de concentracao: Probabilidade
Orientadores:
Prof. Dr. Pablo Augusto Ferrari e
Prof. Dr. Mikhail Menshikov

Sao Paulo, junho de 2003

Durante a realizagdo deste trabalho o autor recebeu auxilo financeiro da FAPESP.

Processo 98/16166-3



Percolacao, processo de contato e meios aleatdrios

Este exemplar corresponde a redacao final da
tese de doutorado devidamente corrigida e
defendida por Valentin Sisko e aprovada pela
comissao julgadora

Sao Paulo, junho de 2003

Banca examenadora:
e Prof. Dr. Pablo Augusto Ferrari (Orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Serguei Popov - IME-USP
e Prof. Dr. Claudio Landim - IMPA

Profa. Dra. Nancy Lopes Garcia - IMECC-UNICAMP

Prof. Dr. Mario de Oliveira - [F-USP



Aos meus pais



Agradecimentos

Ao grupo de probabilidade do IME-USP,
aos meus orientadores Mikhail Menshikov e Pablo Augusto Ferrari,
aos membros da banca examinadora,

e a FAPESP.



Resumo

Nessa tese provamos quatro resultados.

Uma conexao entre percolacao orientada e o processo de contato.
Estudamos um processo de contato em Z? e uma familia de modelos de per-
colacao orientada com dois parametros em Z4 x Z_ . Provamos que a derivada
no ponto final da curva critica da percolacao existe e o valor absoluto da de-
rivada coincide com a taxa critica do processo de contato correspondente.

Passeio aleatdorio multi-dimensional em meio aleatério rarefeito.
Consideramos uma modificacao do passeio aleatério simples que pode ser
definido da seguinte maneira. Inicialmente, cada x € Z? é “especial” com
probabilidade p(z); em seguida, em cada sitio especial modificamos as proba-
bilidades de transicao para criar uma deriva direcionada para fora da origem
(no caso do passeio aleatdrio simples em dimensao um ou dois) ou para a ori-
gem (em dimensoes maiores que dois), construindo assim um meio aleatério.
Provamos algumas condigoes suficientes para transitoriedade e recorréncia
do passeio em func¢ao do comportamento assintético da funcao p(z).

Propagacao de onda aleatéria. Consideramos uma cadeia de Markov
n: € Z°, onde s é o nimero dos sitios de um grafo G. Podemos representar
cada estado de 7, como s colunas com alturas inteiras. A dinamica incre-
menta as alturas das colunas e favorece os estados, onde as alturas de colunas
vizinhas sao iguais. As condigoes de fronteira sao representadas por colunas
adicionais com alturas que podem assumir valores constantes +oo ou oo.
Estudamos a evolucao da forma em func¢ao das condigoes de fronteira. Pro-
vamos condicoes suficientes para ergodicidade e nao ergodicidade da cadeia
de Markov vista da altura de alguma coluna, isto é, da cadeia de Markov

(1) = m(1), 0 =2,...,8).



Fuga de massa em processos de alcance nulo multidimensionais
com taxas aleatodrias. Consideramos um processo multi-dimensional com
alcance nulo com taxas A;p(y — ), onde > p(z) = 1 e as varidveis aleatérias
{A\:} sdo iid. e Ay € (¢,1]. Para cada realizagdo do meio A = {\,} o
processo com alcance nulo tem medidas invariantes {v,, : 0 < v < c}. Seja
1 uma medida de probabilidade tal que o nimero de particulas no sitio x
cresce menos que exponencialmente quando ||z|| converge para o infinito u-
q.c. Designando por S,(t) o semigrupo do processo, provamos que todos os
limites fracos do conjunto {uS\(t),t > 0} quando ¢ — oo s@o dominados,
na ordenacao parcial natural, por v, .. Isto implica que quando o processo
comeca com uma medida com densidade acima da densidade critica o limite
¢ dominado por vy, caracterizando uma ”fuga de massa”.



Abstract

We prove four results.

On the connection between oriented percolation and contact pro-
cess. We study the contact process in Z¢ and a family of two-parametric
oriented percolation models in Z¢ x Z,. It is proved that the derivative at
the endpoint of the critical curve for percolation exists and its absolute value
coincides with the critical rate for the corresponding contact process.

On a many-dimensional random walk in a rarefied random envi-
ronment. We consider a modification of the Simple Random Walk (SRW),
which can be described as follows. Initially, any z € Z¢ becomes “special”
with probability p(x); then, in all special sites we modify the transition pro-
babilities in order to create a drift which is directed outwards the origin (in
the case of one- or two-dimensional SRW) or towards the origin (for higher
dimensions), thus constructing a random environment. Then, based on the
asymptotic behaviour of the function p(x), we give some sufficient conditions
for transience and recurrence.

Models of wave front propagation. We consider models of wave front
propagation described by Markov chains. These Markov chains correspond to
physical models of crystal growth. For the model that is based on a so called
simple chain graph we study the ergodicity with respect to the boundary
conditions at two points. For the other model that is based on a tree graph
the boundary conditions are at one point but the set of admissible values for
the matrix of transition probabilities is bigger. We use martingale techniques.



Loss of mass in multi-dimentional zero-range processes with ran-
dom rates. We consider a multi-dimensional zero-range process with site
dependent jump rates \,p(y — x), where > p(x) = 1. The random va-
riables {\,} are i.i.d. and Ay € (¢,1]. For every realization of the en-
vironment A = {)\,} the zero-range process has some invariant measures
{vap 1 0 <wv <c}. Let p be any probability measure such that the number
of particles per site x grows less than exponentially as ||z|| tends to infinity
p-a.s. Denoting by Sy(t) the semigroup of the process, we prove that all
weak limits of the set {uS\(t),t > 0} as t — oo are dominated, in the natu-
ral partial order, by vy .. This implies that when the process starts with a
measure with density above the critical one any limit measure is dominated
by v ., therefore we see a “loss of mass”.



Estrutura da tese

Cada capitulo corresponde a um dos quatro problemas. Os Capitulos 1, 2, 3,
e 4 sao baseados nos artigos [1], [2], [3], e [4] respectivamente. Cada capitulo
contem a introdugao, a formulacao dos resultados e as provas.
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Capitulo 1

Uma conexao entre percolacao
orientada e o processo de
contato

1.1 Introducao e resultados

Quando um modelo de percolacao depende de alguns parametros pq, . .., pg, €
natural pensar sobre a “curva critica” (ou “superficie critica”, quando k > 3)
no espago dos parametros. A “curva critica” é definida como a borda da
regiao

H = {p,...,Pr tal que a percolacio ndo ocorre} C [0, 1],

A continuidade da curva (pelo menos para o caso de grafo “bom”) é pro-
vada por Menshikov em [9]. Aqui “bom” significa que o grafo satisfaz algu-
mas condigoes geométricas (cf. [9]), que nao formularemos. As propriedades
da curva critica para o modelo de percolacao “mixto” foram estudadas por
Chayes e Schonmann em [6]. Eles provaram Lipschitz-continuidade da curva
e usaram este fato para estabelecer relacoes entre as probabilidades criticas
para os modelos correspondentes de percolacao de sitios e de elos.

A existéncia da derivada e as propriedades analiticas desta curva sao pro-
blemas mais complicados. Nossa abordagem ¢ ilustrada no exemplo seguinte.
Vamos considerar um modelo de percolacao orientada em Z?%, onde os elos
horizontais sao abertos com probabilidade p e os elos verticais sao abertos
com probabilidade ¢. Se p estiver perto de 0 e ¢ perto de 1, rescalonando a



direcao vertical, o modelo aproxima a construcao grafica de Harris do pro-
cesso de contato. Esta idéia é usada para provar que para uma familia de
modelos de percolacao orientada com dois parametros em Z? x Z, a derivada
no ponto final da curva critica existe e o valor absoluto da derivada coincide
com a taxa critica do processo de contato correspondente.

O presente capitulo é organizado do seguinte modo. Primeiro, definimos
o processo de contato na Secao 1.1.1 e a percolagao orientada na Secao 1.1.2.
O resultado principal é formulado na Secao 1.1.3. A prova do resultado é
dividida em duas partes. Primeiro, se o processo de contato for supercritico,
entao, usando métodos de acoplamento, provamos que a familia correspon-
dente de modelos de percolacao orientada esta na fase supercritica também
(a Secdo 1.2.1). Depois, se o processo de contato for subcritico, entao, usando
o decaimento exponencial para o processo de contato na fase subcritica e a
convergéncia fraca [5], provamos que uma outra familia de modelos de per-
colac@o estd na fase subcritica (a Se¢ao 1.2.2).

1.1.1 Processo de contato

Definimos o processo de contato em Z? com alcance finito. Usamos a cons-
trugao gréafica de Harris. Notagao: N = {1,2,...}, Z, = {0,1,2,...},
R, =10, 00).

Fixamos M € N; sejam ai,...,ay vetores de Z% e py,...,par > 0 tal
que Zf\il p; = 1. Vamos usar estes parametros nas definicoes de ambos os
modelos (cf. a Secao 1.1.2).

Por CP[A, ] denotamos o processo de contato definido do seguinte modo.
Consideramos o grafo Z¢ x R, onde Z? representa a componente de espaco
e R, representa o tempo. Em cada linha de tempo {z} x R, z € Z¢ temos
um processo pontual de Poisson com taxa d. Os pontos sao chamados mortes.
Parai=1,..., M, entre cada par das linhas de tempo {x1} xR, e {2} xRy
com Ty — x1 = a;, temos um processo de flechas de x; para xo com taxa Ap;
orientadas de x; para x,. Todos os processos sao mutuamente independentes.
Seja B, o conjunto de comecos de flechas com vetor a;, seja €; o conjunto de
finais de flechas com vetor a;, e seja ® o conjunto das mortes, i = 1,..., M.
Note que B;, €;,D C Z? x R, sao conjuntos aleatérios e &; = B; + (a;,0).

Definigao 1.1.1. Dizemos que existe um caminho de (z,s) para (y,t) se
existem uma seqiiencia de momentos de tempo s = t;5 < t; < --- < t, <
t,+1 =t e uma seqilencia de sitios g = =, x1,..., Ty 1, x, =y tal que



e parat=1,2,...,n existem as flechas de x;_; para x; no momentos de
tempo ;.

e se t; < t;y1, entdo nos segmentos verticais {z;} x (¢;,t;+1) ndo tem
nenhuma morte, 1 =0,1,...,n.

Note que quase certamente nao existem dois pontos de Uf\il B, UD tais
que eles tem as segundas coordenadas iguais (a segunda coordenada significa
o tempo).

Seja C' um subconjunto(aleatério) de Z¢ x R, definido por

C = {(z,1) : existe um caminho de (0,0) para (z,t)}.

Um ponto = é chamado infectado no momento de tempo ¢ se (z,t) € C.

Seja 0(\,9) = Pys{C ¢ ilimitado}.

Usando o argumento de rescalonamento de tempo, obtemos 6(\,§) =
0(1/6,1), onde § > 0. E evidente que #(0,1) = 0 e que 6(p, 1) é uma funcio
nao decrescente de p, entdo podemos definir o valor critico p. = sup{p :
6(p,1) = 0}. Sabemos que 0 < p, < oo (cf. [11], Capitulo 6).

1.1.2 Percolacao orientada

Seja ((x,n), (y,m)) um elo orientado de (z,n) para (y,m), z,y € Z%, n,m €

Lo={{(z,n),(x,n+1)) 22 nel.}
L= {{(z,n), (x + a;,n)) : x € Z" n € Z,},
el = LyU (U?il EZ) Onde a;, M, e p;,i € {1,..., M}, sdo definidos na

Secao 1.1.1.

Por OP|p, q] denotamos o modelo de percolagao definido do seguinte
modo. O grafo é (Z¢ x Z+,E). Os elos sao abertos ou fechados indepen-
dentemente. Cada elo de Ly é aberto com probabilidade ¢ e fechado com
probabilidade 1 —¢g. Cada elo de L; é aberto com probabilidade pp; e fechado
com probabilidade 1 — pp;. Aqui ¢ € [0,1],p € [0,p], onde

A _ . 71
p= (@%pz) :

O aglomerado C' é o subconjunto aleatério de Z? x Z definido por

C = {(x,t) : existe um caminho de (0,0) para (x,t)}.

3



Seja 0(p, q) = P{C é ilimitado}. 3 )

Obviamente, para todo g # 1 temos 6(0,¢) = 0. 6(p, ¢) é uma fungao nao
decrescente de p quando ¢ é fixo, e é uma funcao nao decrescente de ¢ quando
p é fixo. Entao podemos definir a curva critica p.(q) = sup{p : é(p, q) = 0}
(vamos supor que sup @=0). Obviamente, p.(1) = 0 e p.(0) = p* < p.

1.1.3 Resultado principal

Nosso resultado é que a derivada no ponto final da curva critica existe e o
valor absoluto da derivada coincide com a taxa critica do processo de contato.
Mais precisamente,

Teorema 1.1.1. Eziste a derivada

dpe
1) = —pe.
da (1)=—p
Uma conseqiiéncia interessante deste teorema é o seguinte
Corolario. p p .
Pe ~ Pe
~ (1) = e 3~ 0) = =
dq dq( ) Pe

onde p. é a taxa critica para o processo de contato em dimensao um (cf. o
Capitulo 6 de [7]) e p.(¢) é a curva critica da percolagao orientada classica,
com dois parametros, em Z%. Neste caso usamos o Teorema 1.1.1 com d =
1,M =1,a; =1, p =1 e um argumento de simetria esbocado na figura 1.1.

Note que o valor simulado de p. ¢ 3.306 + 0.002, estimativas rigorosas sao
2.577... < p. <3.882... (cf. [7], o Capitulo 6, e as referéncias bibliograficas
ali).

1.2 Provas

Para provar o teorema temos que provar que

1—
limsup]u < Pe, (1.2.1)
h—0+ h,
— 2 > .. 2.
hhrgégf ; > pe (1.2.2)

Nas provas das (1.2.1) e (1.2.2) duas abordagens diferentes sdo usadas (cf. as
Secoes 1.2.1 e 1.2.2).



Q

Figura 1.1: cota = p,

1.2.1 Prova de (1.2.1)
Para t € R, seja & o conjunto aleatério definido por

& = {x € Z*: existe um caminho de (0,0) até (z,t) para CP[\,d]}.
Para n € Z, seja n, o conjunto aleatério definido por

N = {x € Z* . existe um caminho de (0,0) até (x,n) para OP[p, q|}.
Para aliviar notagao & e n, nao levam indices A, d, p, q.

Definigao 1.2.1. Seja h > 0. Dizemos que CP[\,d] é h-dominado por
OP[p, q] se existe um acoplamento tal que &,, C n, para todo n € Z,.
Notagao:

CP[A, 0] <n OP|p, q].

O seguinte teorema ¢é vital para a prova de (1.2.1).

Teorema 1.2.1. Dados \,e > 0, existem hg, 01,09 > 0 tais que i‘;g >\ —¢
e, para h € (0, hg), temos

CPIA — 01,1 + 03] < OP[AR, 1 — h].



Prova. Para provar este teorema, precisamos dos seguintes lemas e definicoes.
Por DOP|p, q] denotamos o modelo de percolagao localmente dependente
definido no grafo (Z% x Z,, L) do seguinte modo:

e cadaelode Uf\il L; é fechado ou aberto independente de todos os outros
elos,

e cada elo de L; é aberto com probabilidade pp; e fechado com probabi-
lidade 1 —pp;, e =1,..., M,

e sejab € Ly e
~ M ~
Sy = {b € U L; : o ponto final de b coincide com o comego de b};
i=1

se existe um elo aberto b € Sy, entao o elo b é aberto; se todos os elos
de Sy sao fechados, entao b é aberto com probabilidade ¢ e fechado com
probabilidade 1 — ¢ independente dos elos de L\ (S, U {b}).

Notamos que a definicao semelhante a Definicao 1.2.1 pode ser dada para
DOP|p, q]. Somente substituimos 7, com n? e OP[p, g] com DOP|p, q].

Definigao 1.2.2. Dizemos que DOPIp, q] é dominado por OP[p, g se existe
um acoplamento tal que n? C n, para todo n € N. Notagao: DOP[p,q] <
OP[p, q.

Lema 1.2.1. Dados h, \,0 > 0, temos
CP[A, 0] <n DOP[1 — exp(—Ah), exp(—dh)].

Prova. Aqui nés vamos construir um acoplamento de CP[A,d] e DOP[1 —
exp(—Ah),exp(—dh)]. Seja w uma realizacao de CP[\,¢]. Usando w, cons-
truimos a realizacdo @ de DOP[1 — exp(—Ah), exp(—dh)] do seguinte modo:

e o e¢lo ((x,n),(z + a;,n)) é aberto se (x X [nh,(n+ 1)h]) NB; # 2, e
fechado no caso contréario, 1 = 1,..., M;

e o¢lo ((z,n),(z,n+ 1)) é aberto se (x x (nh,(n+1)h)) ND = &, ou
(x x [nh, (n+1)h]) N &; # @ para algum i.



Dado h, seja Ej um evento tal que
M
(U%jU©> N <Zd X {nh:nEZ+}) # .
j=1

Usando o fato simples que probabilidade de E}, é igual a zero, é facil ver que
o processo construido é DOP[1 — exp(—Ah), exp(—dh)].

Agora vamos provar a dominacao, i.e., &, C P para todo k. A prova é
por indugao sobre k. Para k = 0, temos & = {0} = np’.

Suponhamos que &, C nf para algum k € Z,, vamos provar que
Skr1)n C 771?+1-

Seja x € {r1y)nNEkn; entdo x € nP e, ou DN ({z} x (kh, (k+1)h)) = @, ou
existe ¢ tal que &N ({z} x [kh, (k+1)h]) # @, assim, o elo ((z, k), (x,k+1))
é aberto e x € ;.

Seja & € {py1yn € T & Ep; entdo existe y € &y, tal que existe um caminho
de (y,kh) até (x,(k + 1)h) para CP[\,§]. Portanto, existe um caminho de
(y, k) até (x, k) para o modelo da percolagao localmente dependente e existe
i tal que & N ({z} x [kh, (k+ 1)h)]) # @, logo ((x, k), (x,k + 1)) é aberto e
zenp,. [

Lema 1.2.2. Dado \,e > 0, existem hg, 02, 01 > 0, 09 > o1 tais que

A—0o
s > \— ¢ e para todo h < hg

DOP[1 — exp(—(\ — 01 )h), exp(—(1 + 02)h)] < OP[AR, 1 — h].  (1.2.3)

Prova. Dado b € L, introduzimos uma varisvel aleatéria Z (b) do seguinte
modo: Z(b) =1 se b é aberto e Z(b) = 0 se b é fechado para OP|p, q]. Para
DOP|p, q] introduzimos Z”(b) de modo andlogo. Para aliviar notagao, Z(b)
e ZP(b) nao levam indices p e q.

Seja by € Lo. Lembramos que

M
Sty = {i) € U [_;Z : o ponto final de b coincide com o comeco de bo}.
i=1

Notamos que Sy, = {b1,...,by}, onde b; € L;. Lembramos que a familia
das variaveis aleatérias {Z7(bg)} U {ZP(b) : b € Sy} é independente da
familia {Z"(bo)} U {ZP(b) : b € S;,} para by # by € Lo (cf. a definicao de
DOP).



Portanto, para provar a dominacao (1.2.3), é suficiente provar que

P{Z(by) =, Z(b1) = a1, ..., Z(by) = anm}
> P{ZP(by) = g, ZP (b)) = a1, ..., ZP (byy) = aps} (1.2.4)
para qualquer (g, aq,...,an) # (0,0,...,0), a; € {0,1}.
Note que
P{ZP(by) = 0,2°(b)) = a1,..., ZP(by) = ap} =0

para qualquer (aq,...,ay) # (0,...,0).

As seguintes cédlculos (1.2.5)—(1.2.8) mostram que (1.2.4) é cumprida. De
fato, para h suficientemente pequeno, o1 < A, e g5 > 01, o lado direito de
(1.2.5) é maior que o lado direito de (1.2.6) para todo A C {1,2,..., M}, e
o lado direito de (1.2.7) é maior que o lado direito de (1.2.8).

Seja AC{1,2,.... M},A#@,B={1,2,...,M}\ A.

P{Z(by) =1,Z(b;)=1,i€ A, Z(b;) =0,j € B}
(1= R) [ M [T (1 = Anpy) = BANATT ] i + ORI (1.2.5)

€A jEB i€A

P{ZP(by) =1,Z°(b;) = 1,i € A, Z”(b;) = 0,5 € B}
= [[(1 = exp(=(A = o)) [ [(1 = (1 = exp(=(A = a1)))p;)
icA jEB
= WO = o)A ] pi + ORI, (1.2.6)
€A
P{Z(by)=1,Z(b;)=0,i=1,2,...,M}

M

= (1= L1~ Aepy)

=1

=1—(14+Nh+O(R?), (1.2.7)
lembramos que Zf\il p; = 1.
P{ZP(by) =1,Z"(b;)) =0,i=1,2,..., M}

= exp(—(1 + 5)h) H(l — (1 = exp(—=(A = 01)h))ps)
=1—(1+X+o0 —701)h+0(h2). (1.2.8)



O
Combinando o Lema 1.2.1 com o Lema 1.2.2, completamos a prova. [

Usando o Teorema 1.2.1, obtemos (1.2.1) do seguinte modo. Seja A > p..
Entao existe € > 0 tal que p. < A —¢. Do Teorema 1.2.1 segue que existem
ho, 01, 09 > 0 tais que

CP[\ — 01,1 + 0] < OP[AR, 1 — h], (1.2.9)

onde ’l\jr—;’; > A—eceh € (0, hg). Portanto, ’l\jrg; > pe. Logo, 0(A—o1,14+09) >
0. Combinando isto com (1.2.9), temos §(Ah,1 — k) > 0. Isto implica que
pe(l — h) < Ah para todo h € (0,hy). Como podemos escolher qualquer

A > pe, temos (1.2.1).

1.2.2 Prova de (1.2.2)

O seguinte teorema é vital para a prova de (1.2.2).

Teorema 1.2.2. Dado )\ < p., existe hg > 0 tal que para todo 0 < h < hy o
modelo de percolagio OP[Ah,1 — h] nao percola.

Nota 1. Para o processo de contato unidirecional e unidimensional o método
de acoplamento também pode ser usado na regiao subcritica do processo de
contato, mas o método nao funciona para o processo de contato geral.

Prova. Para provar o teorema usamos o seguinte plano:

1. Construimos uma aproximacao discreta de CP[),d]. Para a apro-
ximacao usamos a notacao CP"[\, 4], h > 0.

2. Usamos o decaimento exponencial do tamanho do cluster para o pro-
cesso de contato subcritico (cf. [5]) para provar que para CP[),d] o
nimero médio de particulas infetadas no momento ¢ é menor que 1 se
comegar com uma particula infectada no momento 0 (o Lema 1.2.3).
Provamos que CPh[/\,é] tem a mesma propriedade se h é suficiente-
mente pequeno (o Lema 1.2.6). Para provar a Lema 1.2.6 usamos

e o decaimento exponencial do tamanho da regiao que contem todas

as particulas infetadas até algum momento fixo do tempo ¢y (o
Lema 1.2.4);



e a convergéncia fraca da familia dos processos CP" [\, 6] para o
processo CPY[\, §] quando h — 0 (cf. [5]).

3. Construindo um acoplamento de CP"[\, §] e OP[Ah, 1 —h], obtemos que
En, < 1 para algum n € N (o Lema 1.2.7); n,, é definido no comego da
Secao 1.2.1.

4. Usamos o método de geragoes (o Lema 1.2.8) e a coincidéncia dos pon-
tos (curvas) criticos (criticas) para os modelos de percolacao para obter
que OP[Ah, 1 — h] nao percole.

Passo 1. Seja Py s a medida que corresponde a CP[A,4]. Dado h > 0 tal
que hd < 1 e h\ < 1, sejam { X, (z, k) : w € ZU k € Z, } e {Yi(x, k,i) : x €
7%k € Zy,1 <i< M} umas varidveis aleatérias independentes que tomam
valores 0 e 1, tais que

P{X}(x,k) =0} = ho, P{Y,(z,k,i) =1} = h\p,.

Por CP"[)\, §] denotamos o seguinte modelo. Em (z, hk) temos um ponto
do morte se Xp(z,k) = 0 e temos uma flecha de x para = + a; no momento
hk + %h se Yy(z,k,i)=1,2€ 2% k€ Z,,1<i< M. Por P% denotamos
a medida induzida por esta construcao.

No espaco dos configuracoes de CP[\, d] a topologia de Skorohod pode
ser definida (cf. [5], a Secao 2). Sabemos que PK’[; converge fracamente para
P, s quando h — 0 (ct. [5]).

Passo 2. Seja || o nimero de pontos infetados para CP[A, 4] no momento ¢
se a configuracao inicial do processo (no momento 0) é um ponto infectado
no 0 e todos os outros pontos nao infetados.

Lema 1.2.3. Se A/ < p., entao existe t = t(\, ) > 0 tal que Ey5|&| < 1
Prova. Como Ey; [ &|dt < oo quando A/d < p, (cf. [5]), temos

/ Ejsl&ldt = E,\,(s/ |&|dt < oo,
0 0

o que facilmente implica que E, 5/¢| < 1 para algum t. ]
Seja [|& || = sup{||z| : € &}, onde || - || é o norma euclidiana em R
Daqui para frente vamos usar a notacdo CP°[)\, ] := CP[), §]. Definimos

Eh €M, e ||€r| para o processo CP"[A, 6] de modo andlogo & definicao de
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&, &, e [|&]] para o processo CP[),d]. Note que & é somente uma notagao
alternativa para &;. Por questao de simplicidade, daqui para frente nao usa-
mos os subscripts A e d de P e E.

Lema 1.2.4. Seja 06 = 1. Entao dados tg, A, existem Ny, hg,a > 0 tais que
para todo N > Ny e para todo h € [0, hy) temos

P{||&M| > N para algum t < ty} < exp(—aN). (1.2.10)

Nota 2. A prova do lema para d = 1 é bastante trivial, mas para d > 1 temos
que trabalhar mais. Existem os resultados para o modelo de crescimento de
Richardson (cf. [12]) que domina o processo de contato, mas precisamos das
estimativas uniformes em h.

Prova. Seja s € R, s > h. Definimos o modelo GR*"[\] e construimos um
acoplamento de GR*"[\] com CP"[), §] do seguinte modo.

Primeiro, introduzimos uma familia de variaveis aleatérias {U"(x, k,)}.

Para z € Z4k € Z,,i € {1,..., M}, seja U%(x,k,i) = 1 se ({z} X
[sk, (k+1)s)) NB; # &; no caso contrario U°(z, k,i) = 0.

Para h > 0, seja U"(z, k,i) = 1 se existe m € Z tal que Yy, (x,m,i) =1 e
mh + $h € [ks, k(s + 1)); no caso contrério U"(z, k,i) = 0.

Por GR*"[)\] denotamos o seguinte modelo. Existe uma flecha de z para
T + a; no momento ks se U"(x, k,i) = 1; no caso contrario neste momento
nao tem a flecha. O processo GR*"[)\] ndo tem mortes.

E claro que Gf’h D &P para todo t € R, onde Qf’h ¢ o conjunto aleatorio

{r € Z% . existe um caminho de (0,0) até (x,t) para GR*"[\]},

aqui usamos a no¢ao do caminho da Definicao 1.1.1.
Temos

P{U"(x, ki) =1} <1 — (1= hAp)*/M*" — 1 — exp(=Asp;)

quando h — 0 e P{U%(z, k,i) = 1} = 1—exp(—Asp;),i = 1,..., M. Portanto
dado Py > 0, existem s e hg = ho(s) tais que P{U"(z, k,i) = 1} < By para
todo h € [0, hg).

Seja ||65"| = sup{||z|| : € 67"} e a = max;—y__ s ||as||. Note que M é o
degrau dos vértices do grafo G = (2%, Y, L;). Se 0" > N, entdo existe
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um caminho formado por pelo menos |N/a| flechas ordenadas no tempo.
Portanto,

o)

P{||6;"|| > N para algum t <t} < Z P (M 4 1)nHlto/sl+1
n=|N/a|

onde (M +1)"+lto/s]+1 ¢ uma estimativa de cima para o niimero dos caminhos
de cumprimento n (i.e., n flechas) que chegam ao momento ty5. Cada caminho
tem n flechas no espago e menos que |ty/s] + 1 periodos de tamanho s no
tempo (o dltimo periodo pode ser menor que s).

Podemos usar P, tal que Py(M + 1) < 1 e depois escolher Ny e . O

Para CP"[\, 6], h > 0 vamos por &!(z) = 1 se existe um caminho de (0, 0)
para (z,t) e £'(x) = 0 se ndo existe o caminho.
Como |61 = 37, 0 &'(2), segue que EI| = 37, ;0 BE (@)

Lema 1.2.5. Dadost e x,

E¢ (2) — BE(z) quando h — 0. (1.2.11)
Prova. Dado t, seja A = A(N) = {(z,s) : ||z|| £ N,s < t}. Suponhamos que
&M (x) 6 uma varidvel aleatéria tomando valores 0 e 1 tal que & (z) = 1

se existe um caminho de (0,0) para (z,t) que estd inteiramente em A, e
é'f’A(x) = 0 se ndo existe o caminho, aqui usamos CP"[\, 8], h > 0. Claro que

|E¢! (x) — BEM (z)] < P{||€?|| > N para algum s < t}. (1.2.12)

Dados z,t, A, definimos o evento A = {£/"*(x) = 1}. Seja A a borda de
A na topologia de Skorohod. Nao é dificil obter que P s;{0A} = 0. Portanto,
usando a convergéncia fraca, obtemos que dados x,t, e A, temos

B¢ () — BEPM (@) as h — 0. (1.2.13)

Combinando (1.2.12), (1.2.13), e (1.2.10), completamos a prova. O

Lema 1.2.6. Dado t, temos

E[¢! — E|£| quando h — 0. (1.2.14)
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Prova. Usando o Lema 1.2.5, temos que dado N,

PR ACEPRAC) (1.2.15)

llzll<N llzll<N

quar}do h — 0.
E claro que

B( Y g@) < S omP{ = m}, (1:2.16)
[|=]|=N m=N

onde C' é tal que
#{reZ':m < |z <m+1} < Om®

De (1.2.16) e o Lema 1.2.4, segue que dados ¢,t > 0, existem N e hg > 0
tais que

Y Ef(x)<e (1.2.17)

llz]|>N

para todo h € [0, hy).
Combinando (1.2.15) e (1.2.17), completamos a prova do Lema 1.2.6. [

Passo 3. Seja n,(z) = 1 se existe um caminho de (0,0) até (z,m) para
OP|p, g]; no caso contrario 1,,(x) = 0. Seja |1,| = >, cpa M ().

Lema 1.2.7. Se para alguns to, A, € 6 temos

El&, | < 1, (1.2.18)
entdo existe hg > 0 tal que dado h € (0, hy), existe n tal que

En,| <1, (1.2.19)

onde & corresponde a CP[\, 8] e n, a OP[Ah,1 — dh].

Prova. De (1.2.14) e (1.2.18), segue que existem hy > 0 e g1 > 0 tais que
para todo h € (0, hy), temos

E|¢| <1—e, (1.2.20)
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onde & corresponde a CP"[),6]. Seja também h, suficientemente pequeno
e tal que Ay < 1 e1—0h; > 0. Agora dado h € (0, hy), construimos um
acoplamento de CP"[\, 6] e OP[\h, 1 — dh] do seguinte modo:

Z({(z,n), (x,n+1))) = Xp(z,n + 1),
Z(((w,n), (x + a;,n))) = Yp(x,n, 1),

ondei=1,...,M,x € Z%n € Z,, Z(-) é definido na prova do Lema 1.2.2,
e X,(-) e Y,(+) sdo da definicao de CP"[), §].

Denotamos B, = {t € Ry : t — [t/h|h > h/2}. Vamos provar que dado

t € By, temos
&' D Nya/n- (1.2.21)
A fim de provar este fato usamos indugao sobre k = |t/h].

Seja k = 0. Se no(x) = 1, entao existe um caminho de (0,0) até (x,0)
para OP[Ah,1 — §h]. Portanto, existe um caminho de (0,%/2) até (z, h/2)
para CP"[), §]. Logo, &' D nie/n) para t tal que [t/h] =0et € By.

Suponhamos que & D 15| para |t/h| =k e t € B,. Vamos provar que
&' > nyum) para |u/h) =k+1, u € By,

Seja x € npy1. Entao existe y € m; tal que ou existe um caminho de
(y,k+1) até (z, k+1) para OP[Ah, 1 —0h] ou z = y. Portanto, X (y,k+1) =
1,y € & e existe um caminho de (y, (k+ 1)h + h/2) até (z, (k+ 1)h + h/2)
para CP"[)\, 8] se = # y. Logo, = € &".

Isto completa a prova de (1.2.21).

Usando (1.2.21), para ¢t € By, temos

El&! > Elnjy/n)- (1.2.22)

Se ty € By, entdo (1.2.19) com n = [to/h| segue de (1.2.22) e (1.2.20).
Suponhamos que ty ¢ By. Entéo ty — h/2 € By. Portanto, de (1.2.22)
segue que
E|§Z)—h/2| > E|77L(t0—h/2)/hj|' (1.2.23)

Vamos provar que dado 5 > 0, existe hy > 0 tal que para todo h € (0, hs)
temos
El&| - E|£Z)7h/2H < €. (1.2.24)

Do Lema 1.2.4, analogamente a como obtemos (1.2.17), temos que dado
g3 > 0, existem N e hg > 0 tais que para todo h € (0, h3), temos

> E¢l(x) <es, (1.2.25)

llzl|>N
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onde s € {to,to — h/2}.
E facil ver que dado h, temos

|E&) () — EEL_ 0(x)| < P{Xy(x, [to/h]) = 0} < dh. (1.2.26)

Usando (1.2.25) e (1.2.26), obtemos (1.2.24).
De (1.2.20), (1.2.24) com g9 = ¢ e (1.2.23) segue que (1.2.19) com n =

[(to — h/2)/h]. O
Passo 4.

Lema 1.2.8. Suponhamos que existe n € N tal que E|n,| < 1. Entdo E|C| <
0.

Prova. A prova do lema segue facilmente da idéia que é andloga ao “método
de geragoes” (cf. [13]). .

Seja (o = E|no| = 1, ¢, = E|n,|. Entao E|C| = >"7, G.

Seja ¢, =a < 1.

O nosso processo de percolagao pode ser dominado por um processo de
ramificacdo correspondente. Segue que (i, < a*, k € N. Portanto,

00
k=1

E facil verificar que no nosso caso (; < K < 0o, onde K é uma constante.
Portanto, Cenim < G K™, onde m < n. Logo, Y ooy ¢ < 00, Il

Isto completa a prova do Teorema 1.2.2. Il

Obtemos (1.2.2) do Teorema 1.2.2 de modo semelhante ao que obtemos
(1.2.1) do Teorema 1.2.1 na Segao 1.2.1.
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Capitulo 2

Passelo aleatorio
multi-dimensional em meio
aleatorio rarefeito

2.1 Introducao e resultados

E um fato bem conhecido que o passeio aleatério simples em Z? é recorrente
para d < 2 e transitorio para d > 3. Suponhamos que o passeio aleatério sim-
ples é perturbado da seguinte maneira. Particionamos Z? em dois conjuntos
aleatorios: o conjunto dos sitios “ordinarios” e o conjunto dos sitios “especi-
ais”, cada sitio x é ordinario com probabilidade 1—p(z) e “especial” com pro-
babilidade p(z). Isto é feito de tal modo que a densidade dos sitios especiais
¢ uma funcao decrescente da distancia da origem. Nos sitios ordinarios o pro-
cesso comporta-se como o passeio aleatorio simples, mas nos sitios especiais a
regra do comportamento é diferente. Para os processos deste tipo, transitori-
edade/recorréncia foram estudados nos artigos [15, 16, 17]. Em [16] os sitios
especiais sao armadilhas (isto é equivalente a sempre mandar a particula de
qualquer sitio especial para a origem). Em [15] hd uma ramificagao nos sitios
especiais, isto é, qualquer particula que entra num sitio especial gera mais
particulas no sitio. Em [17] é estudado o modelo de transigao de informacao:
em cada sitio especial colocamos uma particula que “dorme”; a particula
comecga a se-movimentar somente quando a outra particula visita o sitio.
Neste capitulo continuamos a linha do estudo de [15, 16, 17].

Vamos descrever o modelo. A cada x € Z¢ associamos p(z), 0 < p(z) < 1.
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Primeiro, cada sitio de x € Z% é especial (ou “verde”) com probabilidade
p(z). Denotamos por G o conjunto de todos sitios especiais. Referimos ao
conjunto G como “o meio”. Os outros sitios sao chamados “ordinarios”.
Depois comecamos um passeio aleatdrio & em Z¢ com as seguintes probabili-
dades de transicao. Dos sitios ordinarios a particula pula para um dos sitios
vizinhos mais préximos com probabilidade 1/(2d). Quando z é especial, a
particula pula de x para y com probabilidade F,,. Designamos por

M(z) =) (y—2)Psy

y€eZd

o vetor de deriva médio de x e por ProjM(x) a projegdo de M (x) para o
vetor raio x. Assumimos que P,, sao tais que

(A) ProjM (x) é direcionado para a origem se d > 3, e para fora da origem
se d < 2;

(B) existe D > 0 tal que se ||z — y|| > D, entao P,, = 0.

E importante notar que pode existir muitas escolhas possiveis das probabi-
lidades de transicao P, que satisfazem (A) e (B). Além disso, a nao ser
o caso unidimensional, nao hé regra “natural” como colocar os valores das
probabilidades de transi¢ao nos sitios especiais. Logo, daqui para frente, as-
sumimos que, no caso de d > 2, para os sitios “verdes” as probabilidades
de transi¢@o sao escolhidos de algum modo tal que as Condigoes (A) e (B)
sao cumpridas (o caso d = 1 é discutido separadamente). Sublinhamos de
novo que a regra das probabilidades de transicao nos sitios “verdes” é fixa,
no sentido que as probabilidades de transicao em x somente dependem do
fato se x é “verde” ou nao, e nao dependem da localizacao dos outros sitios
“verdes” ou das probabilidades de transicao neles. Notamos também que os
resultados no caso d > 2 (o Teorema 2.1.1) sao validos para qualquer escolha
das probabilidades de transi¢ao nos sitios verdes que satisfazem (A) e (B).

Acabamos de construir um passeio aleatério no meio aleatério. Esta-
mos interessados na classificacao do passeio aleatorio do ponto de vista de
recorréncia e transitoriedade. Note que dizemos que o passeio aleatoério é
recorrente se ele é recorrente para quase todo meio, e 0 mesmo para a tran-
sitoriedade.

Os nossos resultados principais sao os seguintes teoremas.
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Teorema 2.1.1. Se existe € > 0 tal que para todo x suficientemente grande

1

(Ed

p(x) > (2.1.1)

e |[ProjM (z)|| > a para algum a > 0, entdo
(a) se d =2, entdo o passeio aleatorio € transitorio;
(b) se d >3, entao o passeio aleatdrio é recorrente;

Se existe € > 0 tal que para todo x suficientemente grande

1
p(z) < , (2.1.2)
|||+

entao
(c) se d =2, entdo o passeio aleatdrio é recorrente;
(d) se d > 3, entao o passeio aleatdrio € transitdrio.

Em dimensao 1 é possivel definir o modelo de modo mais construtivo.
Primeiro, suponhamos que temos uma funcao P(z), z € {—D,...,D} e
ZxD:1 P(z) = 1. Denotamos

ay = ZI'P(JZ'),
a. = - i xP(z),

e suponhamos que a; > a_ > 0. Definimos o passeio aleatério em dimensao
um no meio aleatéorio do modo seguinte:

e para garantir que o sitio 0 seja acessivel de todos os outros sitios fixamos
os sitios x € {—D, ..., D} como ordinérios;

e sex € G e x| > D fixamos

| Ply—=x), se x>D,
Py = { P(x—y), se xz<-D, (2.13)
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Para este modelo unidimensional podemos dar uma classificacao mais deta-
lhada.

Teorema 2.1.2. Seja fy = log o+,
(i) Se

lim sup |z|p(z) < B,

|z]—o0

entao o passeio aleatorio € recorrente q.c.;

(ii) Se
liminf |z|p(z) > B!,

|z|—

entao o passeio aleatorio € transitorio q.c.

Note que é possivel definir o modelo do modo menos construtivo, que
¢ analogo ao que ¢é feito para maiores dimensoes, isto é, somente pedindo
que a deriva nos sitios verdes seja direcionado fora da origem e separado do
zero por alguma constante. Neste caso a constante [3;, ! no Teorema 2.1.2 ¢
substituida por duas outras constantes que correspondem aos casos (i) e (i7).

2.2 Provas

2.2.1 Fatos basicos

Aqui vamos formular alguns fatos conhecidos que sao tuteis nas provas dos
Teoremas 2.1.1 e 2.1.2.
Consideramos uma cadeia de Markov homogénea irredutivel

L= {nn}nEN

com espago de estados X = {xy,x2,...}. O conjunto X é contavel.

Teorema 2.2.1 (O Teorema 2.2.2, [18]). Vamos supor que existem um
conjunto A C X e uma funcao f : X — R, f > 0, com as sequintes
propriedades:

o cuiste v € X \ A tal que f(x) <infyea f(y);

e para todo x ¢ A temos

E(f(Me41) — f(ne) [ e = ) <0.
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Entao a cadeia de Markov L € transitoria.

Teorema 2.2.2 (O Teorema 2.2.1, [18]). Vamos supor que existem um
conjunto finito A C X e uma fungdo f: X — R, f >0, tais que f(z;) —
+00 quando j — oo e para todo x ¢ A temos

E(f(n41) = f(m) [ me = 2) < 0.
Entao a cadeia de Markov L € recorrente.
O seguinte resultado pode ser encontrado em [20], o Capitulo IV, §3.
Teorema 2.2.3 (Kolmogorov). Seja
{b;}, i=1,2,...

uma sequencia estritamente crescente de niumeros positivos tal que b; — oo
quando i — oo. Suponhamos que {(}tiz12.. wma seqiencia de varidveis
aleatorias independentes com as sequintes propriedades:

e EC?<o0,i=1,...

> Var Cl
* 2
-1 b
Entao
S, — ES, -
5 — 0 q.c. quando n — oo, onde S, = ZQ.

i=1

Neste capitulo & é um passeio aleatério simples (que comega de 0, a nao
ser que uma outra coisa € dita). O seguinte resultado pode ser achado em [14]
(o Teorema 2.2).

Lema 2.2.1. Temos

o sed=2,1#0 en>|z|? entio eviste c; > 0 tal que

&1

P[¢ = x para pelo menos umt=1,...,n] > ———; (2.2.1)
log |||
e sed>3,2#0en>|z|? entio existe c = ca(d) > 0 tal que
P& =z for at least onet =1,...,n ] > HT%. (2.2.2)
T
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Usamos também o seguinte fato (pode ser encontrado, por exemplo,
em [19], o Lema 5.1)

Lema 2.2.2. Se d > 2, entdo quando x — oo temos

d—1 1

B ~ 6111 61 = ) = G pr Ol ™) (223)

E((I&ill = gk 1)* | &y = 2) = é +O0([[=]7). (2.2.4)

Precisamos também do seguinte fato elementar sobre o passeio aleatério

simples:

Lema 2.2.3. Seja &, um passeio aleatdrio simples na dimensao 2. Seja
Stry={xz € Z®:r <|z| <r+1}. Entio existe c3 > 0 tal que dados
r1,7m2 > 0 tais que r1 +1 < rg e x tal que ry + 1 < ||z|| < ro, seque que

p:=P[¢, atinge S(ry) antes de atingir S(r1) | &, = x]

> ¢ log? llz|| — log? ry

log®ry — log®ry
Prova. B facil provar que existe K tal que log?(||€, ||+ K) é um submartingal,
isto é,
E(log([|& 41| + K) —log* (€]l + K) | &, = y) 2 0
para todo y € Z?. Logo,
plog*(ry + 1+ K) + (1 = p)log™(r1 + K) > log* (||| + K)

e, portanto,

log?([l[| + K) —log*(r1 + K) . log” |||| —log®ry
~log*(ry + 1+ K) —log?(r, + K) — ’ log® ry — log?

para algum c3 > 0. O
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2.2.2 Alguns lemas auxilares

Nesta Secao formulamos e provamos alguns resultados auxilares que sao li-
gados a construgao do conjunto aleatério G.
Os dois seguintes resultados seguem do lema.

Lema 2.2.4. Se d > 2 e para algum € > 0 e para todo x suficientemente

grande temos
1

[

p(x) >

entdo existe &1 > 0 tal que q.c. para todo y € Z2 suficientemente grande
existe z € G tal que ||y — z|| < ||y||1/d—51'

Lema 2.2.5. Se d > 2 e para algum £ > 0, temos p(x) < W para todo
x suficientemente grande, entao existe €9 > 0 tal que para todo x suficiente-
mente grande a bola com o centro em x e o raio ||z||*> contem no mdzimo d—1
sitios verdes q.c.

O seguinte fato também vamos usar:

Lema 2.2.6. Seja d > 3. Fizamos r sitios em 74\ {0}, onde r < 2d — 1.
Seja p a probabilidade que o passeio aleatdrio simples (comegando de 0) nunca
atinge nenhum destes sitios. Entao, existe um nimero positivo cqy = c4(d) < 1
tal que 1 — p < ¢4 e ¢4 nao depende das posicoes destes r sitios.

Prova. Sejam vy, ... ,y, os sitios escolhidos. Para A C Z% seja
q(z, A) = P[{, comegando de z atinge A.
Provamos este lema por indugao sobre r.
Se r = 1, é facil provar que existe hg tal que se ||z — y|| > hg, entao

1
P[¢, comegando de z atinge y| < 3

Como

p= sup gz, {y}) <1,
yillz—yll<ho

segue que 1 —p < max{p’,% )
Suponhamos que o lema é provado para r < 2d — 1 e vamos provar
o lema para r + 1. Seja ¢, a probabilidade minima que o passeio aleatorio
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simples comegando de z em algum momento atinge {1, ..., y,}. Por hiptese
indutiva, ¢, > 0. Agora escolhemos y,.,1. Note que existe h, tal que se
||CE - errlH > hr7 entao

Cr
P[] comegando de x atinge {y1,...,¥Yrs1}] < 1— >
Como o numero dos conjuntos diferentes {yi,...,y,} na bola com o centro

em x e o raio h, ¢é finito, e r < 2d, e entdo p > min{l — p’, T}, segue que

p/: sup Q(xa {3/17---7%}) <1
Y1,--5Yr:
lz—y;l|<hnr
O Lema 2.2.6 ¢ provado. ]

Lema 2.2.7. (i) Suponhamos que d > 3, e existe € > 0 tal que p(z) <
HIH++E para todo x suficientemente grande. Além disso, tomamos qual-

quer €3 < %5 e sejam m = |z||'t3, U = {y € 74 - ly — || <
HZE||%+%3+€4} para qualquer 4 > 0. Entao

11) existem cs,ce > 0 tais que para todo x suficientemente grande
’ que p g
Pl¢, € U para todon <m | & = a] > 1 — e~ sl#l™;

(i2) existe c; > 0 tal que para todo x suficientemente grande
ZP[& €eG|& =1 <er
k=1

(i1) Suponhamos que d = 2, e eziste € > 0 tal que p(x) < ”x”++5 para todo x
suficientemente grande. Além disso, tomamos qualquer e3 < € e sejam
m = [a|*e, U = {y € 2% : |ly — x| < [[«|z+5%} para qualquer
g4 > 0. Entao

(ii1) existem cg,co > 0 tais que para todo x suficientemente grande
P[¢, € U para todo n < m | & = x] > 1 — e-sll#l™,
(i12) eziste c1p > 0 tal que para todo x suficientemente grande

D Pl € G| & =] < ciplog” |z

k=1

m
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Prova. (i) Seja G' = G NU. Definimos as variaveis aleatdrias 7; e o; por:

o = 09=0,
7, = min{n >0, 1:&, € G'},
o; = min{n>r7:§, ¢ G},

i =1,2..., e definimos a varidvel aleatéria N por N = max{n : 7, < m}.
Consideramos os seguintes eventos:

A = {,, € U para todon < m},

C, = {Tn+1_Tn>m}’
1+€3+E,74
Dyo={ s i Gl < ] )
1€[0,(Trn41—Tn)AM]

H = {N<|z||%}.
Temos

P[4] > P[Hﬂ (”xﬂ? Dn)} > P[H] - |

=1 =

P[D,]. (2.2.5)

€4
|z 3
1

Note que, pelo acoplamento com o passeio aleatério simples,

S P[D,) < eenlel” (2:26)

para algum cq1,e5 > 0. Podemos escrever

P[H] < P[@l...cnx”%] (2.2.7)
= P[C4]P[Cy | Cy]---P[C, = \6152..6”:}6”%71]

[l

PIC;|Cy...Ci 1) <P[C; | Cy...Cio1,Dy...D; 1]+ P[Dy...D;_4q].
(2.2.8)
P[D; ... D;_1] pode ser estimado, usando (2.2.6), logo precisamos somente
provar que P[C; | C1...Ci_1, Dy ... D;_1] < c15 para algum cjp < 1.
Seja By = {&;, 41 € G'}. Sem perda de generalidade, podemos escolher €4
tal que 2e4 < 2¢ — e3.
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Consideramos uma particao de Z¢ pelos cubos

Ki iy = {z2="(2,...,24) €Z%: (2.2.9)
(i — D) i < 2z < igllzljate, k=1,....d}
onde ¢ é tal que
B << s (2.2.10)
9 4 6 d /N

Consideramos os cubos Kj;, ;, que tém uma intersec¢ao nao vazia com a bola
, , d_g(en_S3_ :

U. O ntimero ¢ deles é de ordem ||z||2~%#6=%~#1), Designamos estes cubos

por Ki,...,K,. Para z € Z%e W C Z%, denotamos também

o0

E#t>0: €W [§=2)=) H{GeW & =2},
=0

Py(z) = Plexistet >0:& €W | & = 2],

Py (z) = Plexistet >0:& e W | & =z,

5
X
I

(lembramos que &, é um passeio aleatério simples em Z%).
Temos

D PBil&=1]=E) 1 ccio = Mo(2).

m
k=1 k=1

Para provar que existe ¢; > 0 tal que Mg/ (x) < ¢7 para todo x suficientemente
grande, é suficiente provar que existe ¢;3 < 1 tal que para todo z € G’ temos
Per(z) < c13 se x ¢é suficientemente grande (lembramos que G’ depende de
x). Para isso é suficiente provar que existe ci3 tal que para todo 2, tal que
existe um sitio z € G', ||z — 2| < D, temos

Pé/(ZO) < C13. (2211)

Note que o lema de Borel-Cantelli implica que existe b € N tal que para
todo x suficientemente grande cada um dos cubos Kji,..., K, contem no
maximo b sitios verdes.

Agora, vamos provar (2.2.11). Suponhamos que z; pertence ao mesmo
cubo que x. Para todos os outros sitios a prova é andloga. Sem perda de
generalidade, podemos considerar o sitio x no cubo K;. Designamos por V'
a bola com o centro em zj e o raio ||z||**.
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O Lema 2.2.5 implica que o niimero dos sitios verdes dentro de V' é nao
maior que d — 1 < 2d — 1, logo, usando o Lema 2.2.6, obtemos que com
probabilidade pelo menos 1 — ¢4 o passeio aleatério nunca atinge nenhum
sitio verde em V. Vamos denotar G} = G' N (K; \ V), e G, = G' N K, para
1=2,...,¢. Temos

L

i=2
E claro que
Py (20) < beya||a| 7272, (2.2.13)

¢

¢

bCl4
E P, < E _— 2.2.14
P (7o) < p(z0, K;)4=2 ( )

=2
onde p(zp, K;) é a distancia de zy até K;. Um argumento geométrico elemen-
tar implica que

¢ |Ix||1/2d757

S S o
= plao, K= (]| 0/ Hre)) )
. lof1/2d <7
[ Vareo@D J

j=1

HxH (1/2d—e7)2

~ |’x’|(l/d+€6)(d—2) < ”"Ilj‘|71+3/d*287*86(d72)7<2.2.15>

onde €7 = g — €3/2 — ¢4. Combinando (2.2.12), (2.2.13), (2.2.14), e (2.2.15)
obtemos

Pé/(ZO) < ¢y + b014||l’H7€2 + b014H$||71+3/d72€7756(d72) < C13

para algum ci3 < 1 e todo x suficientemente grande, logo (2.2.11) é provado.
Entao obtemos

m

Y PGe@ |§=1]=) PBi|{=1)<cr (2.2.16)

m
k=1 k=1
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Também temos

P[UZ |61 .. -Ui—laDl .. -Di—l] S sup Pé/(Z) S C1o2 < 1,

zeG'’

e P[D;...D; 4] é expoentemente pequeno. Logo, de (2.2.5)—(2.2.8) obtemos
que existem cs, cg > 0 tais que para todo z suficientemente grande

Pl¢, e Uforalln <m| & =] = P[A] > 1 — ¢ csllell

Isto termina a prova de (il). E facil ver que (2.2.16) e (il) implicam (i2).

(ii1) O lema de Borel-Cantelli implica que existe K tal que para todo x
suficientemente grande segue que U contem no méximo K sitios verdes. Para
cada sitio verde em U consideramos uma bola com o centro no sitio e com
0 raio mHazHT““ e seja I' o conjunto coberto por estas bolas. Note
que, como temos no maximo K sitios verdes em U, segue que a seguinte
situacao ¢ impossivel: em I' existe um contorno em torno de x conectado a
fronteira de U. Logo, podemos desenhar um contorno v em torno de x tal
que a distancia de v até z, até qualquer sitio verde e até a fronteira de U é
pelo menos mﬂxﬂ Sy Entao, os dois casos sao possivel: ou &, estd
dentro de v para k =1,...,melogo & € U para k= 1,...,m ou & atinge
~ para algum k. Note que se &, atinge v, entao

P[¢, ¢ U para algum n < m)|

, |
< P[anH > K1)

l+eg
[ e

+e4q | 5(’] — O S e*CSHIHCg

para algum cg, co > 0.

(ii2) E suficiente provar que dado y € U temos

P[¢, € G para algum n < m | & = y] (2.2.17)
= P[¢ € G para algum n < m | § =y
C15
< 1=
log”m

para algum c;5 > 0. Provamos (2.2.17) por indugao sobre o ntimero ¢ dos
sitios verdes em U.

Se ¢ = 1, entao, pelo Lema 2.2.3, dado y com probabilidade pelo menos
b;%m o passeio aleatério simples comecando de y atinge a fronteira de U
antes de atingir o sitio verde.
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Suponhamos que (2.2.17) é provado para ¢ e vamos provar para ¢ + 1.
Sejam zi,...,2p11 os sitios verdes em U. Seja D o diametro do conjunto
21,...,241. Note que, pelo Lema 2.2.5, D > ||z[|2, logo log> D ~ log®m.
Consideramos as bolas com os centros nos sitios verdes com o raio D/3({+1).
E claro que existe um contorno v C U em torno de y tal que pelo menos
uma das bolas é fora de 7, dizemos que a com o centro em zy,1, € o diametro
de v é no méaximo D. Por hipdtese indutiva, com probabilidade pelo menos
logf — 0 passeio aleatorio &, comegando de y atinge 7 sem atingir qualquer
sitio verde dentro de 7. Seja W) a bola com o diametro D que contem 7 e
denotamos W) = %W(D). Consideramos também a bola V' com o centro

em zy41 com o raio 2D. Note que W) cv. Logo, pelo Lema 2.2.3, como a
distancia entre 7 e 2,41 é pelo menos D/3(¢+1), segue que o passeio aleatdrio
comecando de qualquer sitio em 7, com probabilidade pelo menos 1 — 10‘;+m
atinge a fronteira de V' antes de atingir 2.

Portanto, com probabilidade pelo menos 1 — 2<z{E)

log? m
atinge W) sem atingir {z1,...,2z¢41}. Logo, pelo Lema 2.2.3, da fronteira
de W(%), com probabilidade pelo menos c;g, para alguma constante c1g > 0,
o passeio aleatério atinge a fronteira de U antes de atingir W) (e, logo,
sem atingir sitios verdes). Como a fronteira de U fica mais longe que m da
fronteira de W) segue que (2.2.17) é cumprido. O]

, 0 passeio aleatério

2.2.3 Prova do Teorema 2.1.1

Prova da parte (a)

Vamos provar a transitoriedade, usando o Teorema 2.2.1 com a fungao f(x) =
(ol + 1)~
Definimos uma seqiiencia de tempos de parada 7,, por

Tt = 7t [l 1

onde [-] denota a parte inteira, e 75 = 1.
Para aplicar o Teorema 2.2.1, é necessario achar uma cota inferior para

E((|&, ] = 1€ &7 = )

e uma cota superior para
E(([&nll = 1&1D)° | & = ). (2.2.18)
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Por (2.2.3), segue que

1

E(l&r il = 1&rnrrall [ &rirr = 2,2 ¢ G) = T O([l=I7?), (2:2.19)

e, de (A) e o fato que ||ProjM (z)|| > a é facil ver que
E(||&r il = minill | &rinr = 2,2 € G) > a+O(|z|| Y. (2.2.20)
Seja m := 7,11 — T,. Como m =~ ||z]|'7%5, segue de (2.2.19) e (2.2.20) que
E([16r il = 1671 | &, = )
= D E(l& il = I&ninll | & = o)

k=1

NE

E(l&rkll = 1&ratrll [ & = 2, &ruinr € G)P[By]

m

Z (rskll = rninll | & = 2, &rpin1 & G)P[By

B
Il
,_.

S (a+O(|l«]~)P[By] +Z(m+0 Hx||*3)>P[B_k}

1

v
bl
l

Ms

aP[By] + O(]|z|~®), (2.2.21)

i
)

onde
B = {ng-&-k—l S G},k‘ =1,...,m

Entao precisamos estimar » ", P[Bj] para mostrar que ».,", aP[By] é o
termo principal de (2.2.21).
Fixamos algum 6 > 0 e denotamos

1
li(0) = §||5'3||1_58 +ifla| 000 =0, m
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Temos

fl[|* =8 fl[I* =8
Z P[B] > Z P[By]
= k=L el

Llzlt==s 2,5

(2.2.22)

v
o)

C
=

Pelo Lema 2.2.4, dado y tal que [ly — x| < [|z[|""** existe = € G tal que
ly — 2l < ll2[I'*=*. Seja 4 tal que [ly — z]| < [l]|"~0=). Entao pelo
Lema 2.2.1, como m = ||z||'°%, segue que dado x suficientemente grande
existem cig, cop > 0 tais que

P[ U Bk}

k=t;_1(6)
> PlE) = 2 — &0,y para pelo menos um k = 1,..., 2| 09020
C19
> (2.2.23)
log ||z = &0l
C20
log |||
Logo, por (2.2.22) e (2.2.23),
m 5(1—es)
Y PB > canll] T (2.2.24)
=t log |||

Agora consideramos a quantidade (2.2.18). Note que para quaisquer duas
varidaveis aleatérias Xy e X, temos

E(X? — X3 | Xo = 1) (2.2.25)
= E((Xl — X0)2 | X() = y()) + 2y0E(X1 — X() | XO = y0>
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Usando (2.2.25), segue que

((||§Tn+1|| €717 | & = 2)
(||€Tn+1H2 ||§TnH2 | 5’7’71 = ZL’) - 2H‘r||E<H§Tn+1H - ||£TnH ‘ ng = .I‘)

= ZE 1€ I* = Nerpcsl® | &7 = )
k=1
=2l Y Elén,xll = lénnall | &, = 2)
k=1
= D Bl = lna s DUl + 1mi D) | r = )
k=1

—2|z| ZE(||§Tn+k|| — &rsnall [ & = ) (2.2.26)
k=

IA

2([|=) + Oll'*)) Y E(l€nsrll = ll€rsnll | &, =) (2.2.27)
k=1

—2||z] ZE(HSmkII — &rntrll | & = ) (2.2.28)
k=1

IN

el S B anll = rsnill | €, = )
k=1
< onlle > PIBY
k=1

para algum coy > 0 (aqui usamos o fato que
2]z < N&rarll + Nmsrll = 2[lz]| < 2f|2'~

e que os pulos sao limitados).
Agora, usando o fato que dado co3 > —1 existe coy tal que

(]_ + A)_l —1 S —A + CQ4A2
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em {A > o3}, obtemos
E(([I&n, . I+ 1)_1 (I€nll + )70 | &, = @)

ol (-~ HE(H&WH &l &, =)

Co4
+ 5B = 16)? 1 &, =)

IN

o™ (- 7 H(ZP [Bi] + O(la]| ) (2:2.29)

+ gpapenllel’” ESZPB'f) <0

para todo z suficientemente grande. Pelo Teorema 2.2.1 com f(z) = (||z|| +
1)~! obtemos que a cadeia de Markov &, = &, € transitoria na dimensao 2.
Como 7,11 — 7 = ||&, |1 758 4 1, segue que se &, # 0, entao & # 0 para todo
™ < k< Tn+1, e logo a cadeia de Markov &, é transitoria.

Prova da parte (b)

Agora usamos o Teorema 2.2.2 com a funcao f(x) = ||z|*.
De modo andlogo ao da prova de (a), definimos

Tn+1 = Tn + [Hmez/d} +1,

o = 1em:= 7,01 — 7,. Analogamente a (2.2.20), é facil obter que na
dimensao d > 3

E([&r, 41l = l&nsn-1ll [ érivr-1 = 2,2 € G) < —a+ O(l|2]| 7). (2:2.30)
Pela Condi¢ao (B) da definicao do modelo, existe My > 0 tal que
E(([[€r,+4ll = 1€rsp-1D? | &rpipr = 2,2 € G) < My, (2.2.31)
De (2.2.25), (2.2.30), e (2.2.31), segue que
E(|&rl* = 1€rrk-1ll® | €01 = 2,2 € G) < My—2al|z]|+O(1). (2.2.32)
Logo, de (2.2.32)
E(l1&r, 421" = l&n+n-1l* | &, +0-1) (2.2.33)
< P[Bi] + (Mo — 2a[|&, 151l + O(1))P[By],
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onde, como antes, By, = {&,,1x-1 € G}. Pela Condi¢ao (B), se &, = =,
entdo para todo k = 1,...,m temos ||&, x1] > ||z]| — ||z]|¢D, portanto,
existe uma constante co5 > 0 tal que para todo x suficientemente grande

E([|&r1kl1? = |rsntll? | Erpsnr = ) < (Mo + 1) — co5]|z||P[By).

Usando (2.2.2), analogamente a (2.2.24) obtemos que para algum cy > 0

m

Co6
> PB] > CTor==t (2.2.34)
k=1

Como m ~ ||z||*/¢, segue para algum cy; > 0 que
B[ I* = 10017 | & = )
= D E(nl? g inl? | &, = 2)
k=1

< (Mo + D2 = easllz)l Y PIBy]
k=1

Cor
< Mo+ Dllel = el iy (2.2.35)

— (Mo + 1)Hx||2/d _ 027||x||2/d+(d‘2)51 <0

para todo z suficientemente grande. Pelo Teorema 2.2.2 com f(z) = ||z||?,
obtemos que o processo &, é recorrente, portanto (b) é provado.

Prova da parte (d)

Para provar (d), vamos usar o Teorema 2.2.1 com a fun¢ao f(z) = (||z| +
1)s.

Note que, como os pulos sao limitados, existe a > 0 tal que ||ProjM (x)|| <
a para todo x € G. Seja ez < %5 e definimos a seqiiencia de tempos de parada

1+€3] + 17

Tn+1 = Tn + |:||€7'n

7o = 0. Como antes, sejam m = 7,41 — T, € By = {&, 46-1 € G}.
Fixamos 0 < g9 < 1/2 e seja

H = {||& 1 — &, |l <mz* parai=1,...,m}.
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Note que pelo Lema 2.2.7
P[H] > 1 — e olll* (2.2.36)

Analogamente a (2.2.30) (notamos que a desigualdade é agora na outra
dire¢do), usando (2.2.3) e (2.2.36), obtemos

E(([[6rsll = &ran-1lD1a [ &rvn)

d—1 1 ) o
( 2d ||&r, il + O([|&, 41 3))_P(Bk)

— (a+ O(||&rk-1]71)P(Bi) — P[H]
1

B (d— 1 1 B (a—l— d 1
2d ||&r k1] 2d ||&r -1

ol anall 1)) — e,

)P(Bk)

Pelo Lema 2.2.7, se &, = x, temos

E(||&r &l = I&mmtr—1ll | &rutr—1) (2.2.37)
= E(([[&srll = I&mar—1l)1m | Erprr—1)
+E((1&n skl = rnru—11)177 | Ernrna1)

= ((% +O(m1/12+eg>) ||i;|| - (“*qﬁ))}j@’“))

+offlof 1) - eeslel,

Somando de 1 a m em (2.2.37), para todo ¢ > 0 obtemos

d—1 N T
Bl =165, 16, = 2) 2 (S5 =) ol — (a+6) D P(By) (22.38)
k=1
para todo x suficientemente grande.
Portanto, o Lema 2.2.7 e (2.2.38) implicam que
d—1 .
B | = Il 1 & = 2) > (S5~ —en) (2.2.39)

com um arbitrariamente pequeno €y para todo x suficientemente grande.
Agora podemos obter uma cota superior para

E((I€r 1 = ll&n. ID* | &, = @).
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Note que, pelo Lema 2.2.7,
E([& 07 = &7 | &, = 2)
< Y DP[BJ+> P[B]
k=1 k=1
<l +0(1)

e portanto, por (2.2.25),

Bl | = I )? 1 &, = 2) (2.2.40)
d—1
< Jall = = 2lall (S — =) I + O(1)
_ (% + 2610) lz]|*F= + O(1). (2.2.41)

Agora podemos terminar a prova de (d). Note que dado 17 > 0 existe
e12 < 1 tal que em {A > 1 —e15} temos

; 1 3
-5 _ < _= 2 2
(1+A) 1< 2A+<8+511>A.

Definimos também

- &, se &g # 0 para todo k € [1,_1, 7] (2.2.42)
" 0, no caso contrdrio. -

Note que —
{gk = 0 para algum k € [Tnfl>7—n]} CH.

Portanto, usando (2.2.39) e (2.2.41), analogamente a (2.2.29), temos (se 1,
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11 sdo suficientemente pequenos)

E((|€sall +1)72 = (&l + )72 | &, = )

IN

IN

><1{||rgm+lu — lg I < =)z} | &,
E(((|&n0 | + 177 = (&, ] +1)72)
><1{|usm+lu — &Il = [l 50} | &,
ol (= Bl = )
<L{[1€n i || = llEn Il < 2l ZF2} | &,
+ (54 o) Bl = 1 D°

1
XU{[[[&ria | = € I < [zl 2™} | &5,

Iie
+ Plllrnas | = e lll = lal#+= | &, = 2] + P
1 d—1 1, 1 o
a3 (= (5 = 20) Sl 4 (5 + 2e10) (5 + 2 ) =)

2d
+ 9¢e—csllzl|°
L, i d—1 3 3
L 1(_ 5q Tt To
+2¢~ sl <

+ €1o+

E(([|6r | +1)72 = (& | + 1) 2 | &, = 2) + P[H]
E(((|&nanll +1)72 = (J&, ] +1)72)

]
3

2d

+ 811510>

para todo x suficientemente grande, lembrando que d > 3. Aplicando o

Teorema 2.2.1 com f(z) =

&, ¢ também transitéria. Isto completa a prova de (d).

Prova da parte (c)

Para prova a recorréncia usamos o Teorema 2.2.2 com a funcao f(z)

log log ||z
Como antes, suponhamos que ||ProjM (z)|| < a para todo x € G. De
modo andlogo ao da prova de (d), definimos os tempos de parada do seguinte

modo

Tntl = Tn + |:||£Tn||1+€3] +1,
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7o = 0, e3 < €. Como antes, sejam By = {{, k-1 € G} e m = T,11 — Ty
Para provar a recorréncia de &;, precisamos achar uma cota superior para

E((|&r, [l = 1€ & = )

e uma cota inferior para
E(([r 0l = 167.1)* 1 &, = 2).
Analogamente a (2.2.37), usando o Lema 2.2.7, obtemos

E((1&r, 44l = 16rrr-1lD 1 | &rsi-1) (2.2.43)

= (}1 + O<m1/12+sg>> H;H + <a + O<ﬁ>>P(Bk)
Fo(flof ) — eI,

onde H = {||&,, 1 — &, || <m2t® parai=1,...,m} e gy > 3/2. Somando
de 1 a m em (2.2.43), como m =~ ||z||**%3, segue que

E(|&r il = 67l | &, = ) (2.2.44)
= E(([l&r ol = & D10 [ &, = )
+ E(([|&r | = 167 D15 [ &7 = )

1 1 .
S <<Z+O<||1’||(1/2+89)(1+53)>>HxH ?

1 . cgm©9
HCU||(1/2+69)(1+53)>> ZP(Bk>) + 0(”:[7”53) — e
k=1

+(a+0(

Pelo Lema 2.2.7,

> P(By) < calog® [z,
k=1
portanto de (2.2.44) segue que
1 3
B[]l = &l [ &, = ) < Zll2]|® + caslog” ||| (2.2.45)

para algum cgg > 0 e para todo x suficientemente grande.
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Por (2.2.25) e (2.2.45), temos

E(([&nll = 16 1D? | & = 2)
= E(’|§Tn+1”2 - ||§Tn||2 | ng = l’) - 2||$||E(||£Tn+1|| - ||§Tn|| | g’rn = ‘T)

m

= S E(len il — 1€nanil® | &, = )
k=1
e Bl — Enll | € = 2)

m

= 3 (BUnatl — Irnar)? [ &, = 2)

k=1
+ 206tk Bkl = &rnraall | &5 = x))
2|2 [[B(l[&r il = 1611 | &7 = )
: %
= [l = 2llz] = — + O(l|=| log? [l])
] **=

= 5 + O(||z|| log? ||z]]). (2.2.46)

Aqui usamos os seguintes dois fatos:

Y E((leriall = I€nsral)? | &, = @)
k=1
= D E(&nstll = 1&nsrl)? | &, = 2. &ninr & G)P[BY]

k=1
+ E((1r, 4kl = Nl€rsn-11)? | &, = 2, & 4h1 € G))P[By]

= i ((% + O(Hx“‘z))P[Bk] + 029P[Bk]>

1
el 4+ Ollog? ),
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e, analogamente,

> E(ln ikl = lérninall | &, = 2)

k=1

(E(&rsrll = rrrll | & = 2, & 401 & G)P[By]
E(|&r 1l = érntn-1ll | & = 2, & 01 € G))P[By]

((m + Ol ™)) P[Bi] + exP[By))

]| + O(log? |))-

I
I

+

I
"TTMS

4

Note que, como dado x > —1 temos

x? 23
log(l+12) <z— o 4+ 2
og(l+z) <z 5 + 3
segue que
1 A
loglog(z + A) — loglog x = log M
log
log(1+ 2
log x
<1 <1+(A A2+A3) ! )
= 08 x 222 3x3/logx
1 /A A% A3 1 A A% A3N2
< B ) pin- £
logz\z 222 323 2log’z \z  22?  3z®
1 A A% A3N\3
—— — 4+ — 2.2.47
3log® x < xr 222 * 3:53) ( )
A A2 A? A™
- cloge  222logz 222 log” = Z Tk zmlogh x
5

para algumas constantes j,,. Além disso, do Lema 2.2.7 segue que para
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todo m > 3 temos

E((HSTn+1H - HngH)m | ng == x) (2'2'48)
= E((léniill = €0 D" 1{l1€ns — Enll < llzl|2750} | &, = 2)
FE((Jrma | = 1 ID™ 1€y — Enll > 2240} | &5 = 2)

Agora usando (2.2.45), (2.2.46), (2.2.47), e (2.2.48) podemos aplicar o Teo-
rema 2.2.2 com a funcéo f(x) = loglog ||z||:

E(loglog [|&-,.,., || = loglog [|&, || | &7, = )

e €
< (Bl = &1 | & = )
||| log ||| !
CE((lriall = 165 0D? | & = 2)
2|l
_E((HanHH - ||§’Tn||)2 | §Tn - JZ) + 0<1)>
2||z || log |||
1 1 14e3 1+e3
S R P
||| log ||x[| \ 4 Azll 4[| log |||
1 ( [l
— - + 0(1)) <0
|| log ||z \  4log |||

para todo x suficientemente grande. Portanto, pelo Teorema 2.2.2, o passeio
aleatorio & é recorrente e o Teorema 2.1.1 é provado. O

2.2.4 Prova do Teorema 2.1.2

Seja 0 = {0,}.cz uma familia de i.i.d. varidveis aleatérias tais que 6, é
uniformemente distribuida em [0, 1] para todo = € Z. Seja

G =1z € G} = 1{6, < p(z)}.

Suponhamos que 5 > 0 e p(x) = min{ﬁ%, 1} se x # 0 e p(0) = 0. Definimos

também (, = 1{, < p(x)}. Consideramos uma funcao

L+ ,exp —ﬁZ;le ., sex>2
fB.2) = n )
L4+ exp (=B (_j>, se v < —2,
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(8,0) = 0, f(B,1) = f(B,—1) = 1. Analogamente definimos a fungao
(B, z) substituindo (; e (_; por (; e (_; respectivamente.
Precisamos dos seguintes dois lemas.

f
f

Lema 2.2.8. Se f(fy,x) — 400 quando |x| — oo g.c., entdo o passeio
aleatdrio & € recorrente q.c. Se existe uma fungao M : 0,12 — R tal que
dado x € Z temos f(Bo,x) < M(0) q.c., entdo & € transitdria q.c.

Prova. Seja x > 1. Suponhamos que = ¢ G. Entao (, =0 e

E(f(Bos&e+1) — f(Bo. &) | & = ) (2.2.49)
= LU Bow+ 1)~ F(Go,2) + (7 (o — 1)~ F(Bo, )

= (exp< 502@)—exp<—50§@)>:0.

Note que na dimensao 1 temos uma propriedade de monotonacidade: se
p(x) > p'(x) para todo = e o problema com p/(z) é transitério, entdo o pro-
blema com p(z) é também transitério. Portanto, sem perda de generalidade,
suponhamos que

lim sup || /2 <12

|| —o0

p(z) < o0 (2.2.50)

para algum £13 > 0. O lema de Borel-Cantelli e (2.2.50) implicam que existe
uma fungao positiva N = N(0) tal que para quaisquer dois sitios verdes x
ey com || > N e |y > N temos |z —y| > 2D q.c. Sejaxz > N + D.
Suponhamos que z € G. Entdo ¢, = 1 e dado y tal que 0 < |z —y| < D
temos ¢, = 0. Logo,

E(f(ﬁmftﬂ) — f(Bo, &) | & = ) (2.2.51)
= " P (f(Bo.y) — f(Bo. )

= exp( 502Cz)a+ +eXp<—50§Ci>a(13):0

De modo anélogo, podemos provar que (2.2.49) e (2.2.51) sao cumpridos para
r < —1ex < —N — D respectivamente. Portanto, pelo Teorema 2.2.2, & ¢é
recorrente.
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Para provar a transitoriedade de & é suficiente provar a transitoriedade
da cadeia de Markov com espago de estados Z, = {0, 1,2,.. . } e as probabi-
lidades de transicao ny = P, ,(0): Py = Py = 1/2, sz 1= PI@H =1/2
para todo x = 1,...,D e Pmy = P,y para todo x > D. Para provar que
esta nova cadeia de Markov é transitoria aplicamos o Teorema 2.2.1 com a
funcdo f e o conjunto finito A construidos da seguinte maneira. Seja z o
primeiro sitio verde tal que z > N +2D. Como z — D — 1 > N, segue que
z—D—1,...,z— 1 sdo sitios ordindrios. Seja f(z) = M(0) — f(Bo,x) se
t>z—De f(&)=MO)— f(fo,z—D—1)sex<z—D, A={z € Z, :
x < z — D}. Isto termina a prova do Lema 2.2.8. [

Lema 2.2.9. Se 8 > [y, entdo f(ﬁ,x) — 400 quando |x| — co. Se 3 < fy,
entdo existe uma fung¢do M : [0, 1]2 — R tal que dado x € Z temos f(B,x) <
M(0) q.c.

Prova. Para provar este lema usamos o Teorema 2.2.3.
Sejam x > max{3~!,1} e b, = logz. Temos

fxr—1

~ 1 ~
ECx = —— € Var{x = W

Bx

Além disso,

> B S e

2.2
e=[f-l+1 F ﬂf:[ﬁ”]ﬂﬁ z?log” x
O Teorema 2.2.3 implica que

Zz‘le 5@ — Zf:l (52')‘1

Tog — 0 a.s.
x
quando x — +o0. Como
x N1
lim > iz (B9) — g
z—+oo  logw

segue que .

lim M =57 q.c.

z—+oo logw

Sejar,>0,k=1,2,...e R= Zzo‘i e, B facil ver que
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r
lim inf —— > 1,
k—+oo log

entao R < oo;

e se

lim sup <1

kotoo lOgk ’

entao R = oo.

Aplicando este fato, concluimos a prova do Lema 2.2.9 para x > 0,x — —+00.
O caso de x < 0,z — —o0 é provado analogamente. Il

Agora terminamos a prova do Teorema 2.1.2.
Suponhamos que
limsup |z|p(z) < 5.
|z|—o0

Entao existem > fy e N € N tais que p(z) < p(x) se |z| > N. Portanto,
podemos acoplar (, e C} de tal modo que (, < fw se |z| > N. Portanto,
dado 6 se limj;— f(B,2) = 400, entio lim|p)— 400 f(Bo, ) = 400. Dos
Lemas 2.2.8 e 2.2.9, segue que & é recorrente.

No caso
lim inf |z|p(z) > B5*
|z|—o00
de modo analogo podemos provar que &; ¢ transitéria. Il
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Capitulo 3

Propagacao de onda aleatéria

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos modelos de propagacao de onda descritos por ca-
deias de Markov em 7Z°. Estas cadeias correspondem a modelos fisicos de
crescimento de cristais (cf. [23] e referéncias bibliogréficas ali). Cada estado
da cadeia representa a superficie do cristal e as transi¢oes ocorrem devido as
capturas dos atomos pela superficie.

Estudamos a evolucao da forma da superficie. Isto é equivalente a estudar
a superficie vista da altura de uma das colunas. A nossa meta é estudar a
ergodicidade/néo ergodicidade da forma.

Usamos métodos de martingais que foram iniciados por Foster (cf. [22]).
A idéia deste método consiste em construir uma funcao de Lyapunov tal que
esta funcao, aplicada ao processo estocastico original é sub- ou supermartin-
gal. Os critérios principais da classificagao podem-se achar em [21, 18, 24].

O modelo de cadeia simples é baseado em um grafo que tem s sitios e
s — 1 elos nao-orientados, o conjunto dos sitios é {1,...,s} e o conjunto dos
elos é {{i,i+ 1},i = 1,...,s — 1}. Chamamos este grafo cadeia simples.
O modelo de drvore é baseado em um grafo que é uma arvore. A cadeia
simples é uma arvore. Mas consideramos os dois modelos separadamente.
Para o modelo de cadeia simples estudamos a ergodicidade com respeito as
condigoes de fronteira nos sitios 1 e s. O fato que o grafo é uma cadeia simples
¢é importante para a construcao das funcoes de Lyapunov. Consideramos o
modelo de arvore com condicoes de fronteira em um sitio (raiz) e provamos
a ergodicidade. Para o modelo de arvore o conjunto dos valores admissiveis
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para a matriz de transicao é maior que o do modelo de cadeia simples. Como
um corolario obtemos uma generalizagao do Teorema 1 de [23], onde o modelo
é baseado em um grafo que é uma cadeia simples.

3.2 Modelos e resultados

Seja G = (V, E) um grafo conectado finito ndo-orientado sem loops, V' é o
conjunto dos sitios e £ é o conjunto dos elos. Seja s € Njs > 2e V =
{1,...,s}.

Consideramos uma cadeia de Markov 7; em tempo discreto ¢t = 0,1, ...
com espago dos estados X = Z° e matriz de transicdo ) = (Quy : 2,y € X).

E comodo representar um estado x € X como s colunas. A altura de
cada coluna é um numero inteiro. Um estado x € X ¢é representado pelo
vetor © = (z1,...,xs), onde x; é a altura da coluna i (a coluna i corresponde
ao sitio 7).

Para definir as condicoes de fronteira e matriz de transicao () usamos um
outro grafo G' = (V', E’). O grafo G é um subgrafo de G’. O grafo G’ tem
as seguintes propriedades:

e para cada sitio ¢ de V' \ V existe um e somente um sitio j do grafo G
e um elo entre os sitios 7 e 7,

e nao ha elos entre os sitios de V' \ V.

Seja V' ={1,...,¢'}.

Uma coluna corresponde a cada sitio de V' \ V. As colunas sdo chama-
das colunas adicionais e tém ntumeros s + 1,...,s. A altura de cada coluna
adicional é um numero inteiro, +00, ou —oo. Se a altura de uma coluna
adicional é 400 ou —oo, entdao a altura da coluna nao muda. Se a altura
de uma coluna adicional nao é +o0o e nao é —oo, entao as alturas da coluna
adicional e da coluna conectada a coluna adicional sao iguais. O parametro
= designa as condicoes de fronteira.

Por ' = {X;j}i7j:17.,,,s/ designamos a matriz tal que

® Xi; = Xji = 0se {i,j} ndo é um elo de G".
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Se xi; = 1, entao as colunas com os nimeros i e j sao vizinhas, se x;; = 0,
entao elas nao sao vizinhas.

Assumimos que 0 < v < f < a < 1. Sejae; = (0,...,0,1,0,...,0) um
vetor com 1 na posi¢ao ¢ e com 0 nas todas outras posi¢oes. Num momento
de tempo o estado da cadeia de Markov n; ou nao muda ou a altura de uma
coluna aumenta por 1, isto é, do estado x a cadeia de Markov vai para o
estado = ou para o estado = + e; para algum i € {1,...,s}.

A idéia principal da definicao de matriz de transicao ) é a que as altu-
ras das colunas tentam ser iguais localmente. Escolhemos cada coluna com
probabilidade 1/s. Se todas as colunas vizinhas tem as alturas estritamente
maior que a altura da coluna, entao ela aumenta por 1 com probabilidade a.
Se todas as colunas vizinhas tem as alturas estritamente menor que a altura
da coluna, entao ela aumenta por 1 com probabilidade . Se algumas colunas
vizinhas tem as alturas maior do que a da coluna e algumas menor, entao
ela aumenta por 1 com probabilidade 3. Separadamente definimos o que fa-
zer quando algumas colunas vizinhas tem a mesma altura que a coluna e as
alturas de todas as outras colunas vizinhas s@o estritamente maior (menor,
a mesma altura). Introduzimos o parametro 6 = (6, 05, 03) tal que

Qk = (Ok(l), ce 70k(8)), k= 1, 27 3,
e dado 7 temos

0.(i) € {a, B}, 02(i) € {B,7},05(i) € {a, 5,7}

Lembramos que i« € {1,...,s} ez € X. Seja 2/ = (2],...,2%), onde
v =x;,1=1,...,5 ex, ..., 2, sdo as alturas das colunas adicionais.
Para definir matriz de transi¢ao ) definimos as fungoes a;(x’), b;(z'), ¢;(z"). A
coluna i tem a;(z’) colunas vizinhas tais que elas tém as alturas estritamente
maior que a altura da coluna i, ¢;(2’) colunas vizinhas tais que elas tém as
alturas estritamente menor que a altura da coluna i, e b;(2") colunas vizinhas
tais que elas tém a mesma altura que tem a coluna i, isto é,

a;(z') = 4{j € J : x;(z}, — 2) > 0},

ci(a) = #{j € J: xiy(f — ) < 0},

bi(a) =#{jeJ ) —a}=0,x} #0},
ondei=1,...,s,J ={1,...,8}. Agora podemos definir matriz de transigao

() da seguinte maneira.
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L Quaye, = S se aj(2') > 0,0(z") = 0,¢5(2") =0,

2. Quate; = Lse aj(x') =0,b(z") = 0,ci(2") >0,

3. Quate; = g se a; (') > 0,¢;(z") >0,

4. Quate; = 01(7) se a;(z") > 0,b;(2") > 0,¢;(2") =0,

5. Quate; = 02(1) se a;(x') = 0,b;(2") > 0,¢;(2") >0,

6. Quate; = 03(1) se a;(x) = 0,b;(2") > 0,¢;(z") =0,

7. Q:v,m =1- Z Qm,x+6j7
j=1

8. Qzy = 0sey # x e nao existe ¢ tal que y = = +¢;.

Note que ) é invariante por translacoes, isto ¢, Qg = QutcCey+ce, Onde
C' € Z é uma constante, e e = (1,...,1) € X. Evidentemente, a cadeia de
Markov 7, € transitoria.

Consideramos uma cadeia de Markov 7; em tempo discreto com espago
de estados X = Z*~! e matriz de transicio Q = {Qw cu,v € XY

Assumimos que F' é uma funcao de X para X tal que

F(z) = (Fi(a),. ... Fo (@)

Fiq(zv) =z —xi=1,...,8s— 1.
Uma realizacao de F'~! pode ser definida por
F=H(v) = (Fy ' (v), ..., 7 (v),
Fit(v)=0,F"1 3 ;0= , S (3.2.1)
j=1

Seja g; = F(e;),i =1,...,s. Para qualquer u € X e & = F~!(u) sejam

hd Qu,u—f—ai = Qa;,x—‘reml = 17 ceey S,
_ s

o = Z wute;s

d qu=Osev7éuenéoexisteitalquev:u—|—gi,
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Logo, os parametros do nosso modelo sao G, «, 3, 7, 6, e Z. O con-
junto dos valores dos parametros é definido. Nos proximos paragrafos vamos
descrever alguns subconjuntos do conjunto tais que a cadeia de Markov 7,
é ergodica/nao-ergodica. Se nao tem restri¢oes para alguns parametros isso
significa que os parametros podem assumir qualquer valor admissivel.

Modelo com +o00 e —oco. Neste modelo temos as seguintes condicoes de
fronteira =. Seja s' > s 4 2. Suponhamos que z/, ; = +00, 7., = —00, €

Tl 3,..., Ty assumem quaisquer valores admissiveis.

Teorema 3.2.1. Para o modelo com +00 e —oo a cadeia de Markov 1, nao
¢ ergodica.

O modelo de cadeia simples. Neste modelo o grafo G é uma cadeia
simples, isto é, V. ={1,...,s}, E={{i,i+1}:i=1,...,s — 1}.

Nos casos quando = é igual a (—oo0, —00), (+00, +00), (+00, =), (—00, =),
ou (=,=) o grafo G’ é uma cadeia simples com s = s+ 2, isto é, V' =
{1,...,¢}, FF ={{i,i+ 1} : i =1,...,s} U{{l,s + 2}}. As alturas das
colunas adicionais sao ., e 2, ;. O valor de = defina as valores de z/_, e
x, 1. Por exemplo, = = (400, =) significa que 2}, = +00 e | é sempre
igual a z5. No caso quando = é igual a () o grafo G’ é o grafo G com mais
um elo {1, s}. Neste modelo dado i temos 6, (i) = «, 02(i) = v, 03(i) = .

Teorema 3.2.2. Para o modelo de cadeia simples a cadeia de Markov 1, €
ergodica.

Modelo de arvore. Neste modelo o grafo G é uma arvore com raiz, isto
é, GG nao tem ciclos e um sitio r é selecionado. O sitio r se chama raiz.

Nos caso quando = ¢ igual a (=), (+00), ou (—o0) o grafo G’ tem mais
um sitio e mais um elo que o grafo G. O novo elo é entre o novo sitio e o
raiz. A altura da coluna adicional é 2/ ;. O valor de = defina o valor de
x,, ;. Por exemplo, = = (=) significa que /,, é sempre igual a x,. No caso
quando = é igual a (&) o grafo G’ é igual a G.

Teorema 3.2.3. Para o modelo de darvore a cadeia de Markov 1, é ergodica.

Nota 3. Suponhamos que a arvore com raiz G' ¢ uma cadeia simples. Se
dado i temos 01(i) = «, 65(i) = 7, 603(1) = f e Z = (=); entdo temos o modelo
de cadeia simples com = = (=,=). Se dado i temos 0,(i) = [,6,(i) =
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7, 03(i) = 7; entdo o modelo de arvore é uma generalizagdo do modelo de [23]
(o Teorema 1,[23]).

3.3 Provas

3.3.1 Fatos basicos

Consideramos uma cadeia de Markov 7, homogénea e irredutivel com espago
de estados X.

Teorema 3.3.1 (Foster). A cadeia de Markov 1, € ergodica se e somente se
existem uma fun¢do positiva f(x),x € X, um nidmero € > 0 e um conjunto
finito A € X tais que

E(f(er1) — f(0e) | e = 2) < —e,x & A,
E(f(Hi1) | e =) < 00,2 € A.

Teorema 3.3.2. Para que a cadeia de Markov 1, seja nao ergodica, é Su-
ficiente que existe uma funcdo f(x),x € X, e umas constantes C' e d tais
que

o dado t temos E(f(m1) — f(0) | e =) > 0,z € {f(x) > C},
onde os conjuntos {x | f(x) > C} e{z | f(z) < C} sdo nao vazios;
)

e dado t temos B(|f (1) — f(0)| | 7 = 2) < d,z € X.

As provas dos Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 pode-se achar em [18]

3.3.2 Prova do Teorema 3.2.1

Lembramos que z,;, = +00 e 2, ,, = —00. Sejam ¢, j os nimeros dos sitios
: / _ / —
tais que x; ;.1 = 1 € Xj 540 = 1. E claro que

~ a B = v
Qv,v—o—ei 6{87 S}?QU,U—H:‘J' S {87 S .

Suponhamos, sem perda de generalidade, i > j. Seja

flv) = ka. (3.3.1)



Portanto, temos

E(f(ﬁt+1) - f(ﬁt) | ﬁt = U) = Qv,v—f—ai - Qv,v—f—aj >0

A aplica¢ao do Teorema 3.3.2, onde C'=0,d = 1 e f é definida por (3.3.1),
conclui a prova. O

3.3.3 Prova do Teorema 3.2.2

Na prova usamos o nimero 0 para a coluna adicional s 4+ 2. Para provar o
Teorema, construimos uma fungao de Lyapunov em X. A parte principal da
funcao é um produto escalar em X. Usamos o seguinte

Lema 3.3.1. Consideramos um produto escalar (-,-) em R™. Suponhamos
que ||u|| = (u,u)*?, u € R™. Seja & uma varidvel aleatoria, ¢ € R", tal que
eziste uma constante positiva C' tal que ||£]| < C' q.c. Entdo dado uw € R™ tal
que u # 0 temos

(u,EE)  E(E€)
Tl " 2l

E(llu + £l = [lull) <

Prova. Usando a desigualdade simples (14 ¢)"/2 <1+ L ¢ € R, obtemos

E(u+¢|| — [[ul) = E (Hu” <<1 N 2(%2;)@@)“2 B 1)>
<)+ (i)

Precisamos de uma notacao. B
Sejam M = max{a — 3,0 —~v} e m = min{a — 3,5 —~}. Dadov € X,
suponhamos que

C(v) = (C1(v), -, Cr(v) = sE(ga — 7 [ 7 = v)
e 6(v) = (01(v),...,04(v)), onde &(v) = 5Qy.pre,. Note que

5l<v) S {Oé,ﬁ,’}/} € ’CJ(U” S {Oé _676_/7705_770}

]
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Dados n € {1,...,s —1},K € {0,...,s —n — 1}, por 7" designamos a
projecao de R*~! para R" tal que

5" (0) = (Vg41, - . Vican) PATa v = (1, ..., Vs 1)

Por 75 designamos a projecao de R® para R"*! tal que

,ﬁ.K,TL(m) = (xK+17 oo 7$K+n+1) para r = (.%'1, c.. ,l’s).
Sejam

Kn

,UK,n _ ( Kn Kn

vy,

) = (G G0 = 7 (w),

S (v) = (677, ol = 7Bns(v).

) =m"",

Nos construfmos um produto escalar (-,-),_; em R*~1, de qual precisamos
para construir a funcao de Lyapunov, e provamos algumas propriedades do
produto escalar no seguinte

Lema 3.3.2. Dado n € {1,...,s — 1} existe um produto escalar (-,-), em
R™ tal que as sequintes condicoes sao cumpridos:

1. dados K € {0,...,s —n— 1} ev € X se existei € {1,...,n+ 1} tal
que 61" (v) # B, entdo

n

(¢ (@) < —m (D0l

=1

2. dados K € {0,...,s —n—1} ev € X se para todoi € {1,...,n+ 1}
temos 67" (v) = 3, entdo

(0", ¢ (v))a < 0.

Prova. Se 6°"(z) = ( para todo i € {1,...,n + 1}, entdo (*"(v) = 0.
Portanto, para qualquer produto escalar a Condicao 2 é cumprida.

Para definir um produto escalar (-, -),, definimos o valor de g, (u) = (u,u),
para todo u € R". Entao

(aa b)n = (gn(a + b) - gn(a) - gn(b))/27 a,b e R".
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Provamos o lema por inducao sobre n.

Para n = 1 seja g1(u1) = u?. E claro que (-,-); é um produto escalar.
Dado v € X temos

(01, ¢Rh)y = oI = oM (65 (0) — 6 ().
Suponhamos, sem perda de generalidade, v! > 0; entao
K,1 K1
017 (v) € {o, B} e 0y (v) € {B, 7}
Logo, para este produto escalar a Condicao 1 é cumprida.

Suponhamos que existem uns produtos escalares (-, -)1,..., (*, )n—1 tais
que as Condicoes 1,2 sao cumpridas. Vamos provar que existe um produto
escalar (+,-), tal que as Condigoes 1,2 sao cumpridas.

Seja

n

GnlUn, ... uy) = (ZU>2

n—1
(—+ 1) Z gj ul,...,uj) +gn,]’<u‘7’+1,...,un>>.

E claro que (-,-), é um produto escalar. Vamos provar que para (s )n 2
Condigao 1 é cumprida. Dados K € {l,...,s —n —1} e v € X, seja
r = F~1(v). Consideramos dois casos.

1. Existe i € {2,...,n} tal que 6" (x) # 6.
2. Para cada i € {2,...,n} temos 6" () = 3.
No caso 1 temos
R = G ) = g () .

Pela hipétese indutiva, temos
(v, ¢y <t (3 [l
j=1
Mn i , noitd . .
() () (3 o)
J=1 j=1
Kn
—m(Z [ |>-
j=1
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No caso 2 existe i € {1,n + 1} tal que 6"""(z) # f3, e somente uma das
seguintes condigoes é cumprida:

o U]K’n > 0 para todo j € {1,...,n} e ;" (v) > 5" (v);
) UJK’" < 0 para todo j € {1,...,n} e ;" (v) < 21 (v);

e v;=0,7=1,...,n.

Portanto,

n

(', ¢ < (Dol ) 0 ) = o1 (v) < —m(i [0"1)

i=1
Isto conclui a prova do Lema 3.3.2. Il

Vamos terminar a prova do Teorema 3.2.2. Usamos o produto escalar
(*;+)s—1 tal que a hipétese do Lema 3.3.2 é cumprida. Denotamos (a,b) =
(a,b)s_1,a,b € R*! ¢ |la|| = (a,a)'/?. Dado v € X, seja

f) = o] +1 (3.3.2)

E facil ver que f (v) é uma fungao positiva.
Como em R*~! todas as normas sao equivalentes, existe C; > 0 tal que

lull < & (D Iyl ).
j=1
Existe Cy > 0 tal que dado t temos
[f (1) = f()] < Coa.

Do Lema 3.3.1 segue que existe C'3 > 0 tal que dado v € X temos

(v.c)) , Cy

E(f(n — f(n =) < _ 3
(f(nt+1> f("?t> ’ Ur U) = S”UH ”UH (3 3 3)
Sejam 0 < ¢ < oo ©
., O3 m
A= 2 - — > - 3.3.4
{ve o~ sC: } (3.3.4)



E claro que A ¢ finito e 0 € A.
Sejam v € X,v# 0, e v = F~'(v), onde F~! é definido por (3.2.1).
Nos casos (0), (—o0, —o0), (—00, =), (=, =) existe
ie{l:xl: max xj}
J=1,...,s
tal que 0;(v) = 7.
Nos casos (+00,+00), (+00,=), existe
ie{l:xl: min xj}
Jj=1,...,s

tal que 9;(v) = a.
Portanto, de (3.3.3) e do Lema 3.3.2 segue que dado v ¢ A temos

_mZ?zl |Uz| Cg < _ m i Cg < _
sllv [oll = sCy o]l

E(f (1) — f(e) | e = v) < £.

E claro que dado v € A temos

E(f (M) | 7 = v) < o0,

A aplicagdo do Teorema 3.3.1, onde f é definida por (3.3.2) e A por
(3.3.4), conclui a prova. ]

3.3.4 Prova do Teorema 3.2.3

Daqui para frente usamos o nimero 0 para a coluna adicional s + 1. Para a
arvore GG com raiz r a notagao G" = (G,r) = (V, E,r) é usada.
Também usamos outra definicio de F, F~! e, portanto, de Q e M- E claro
que 7; nova ¢é ergodica se e somente se a 7; anterior ¢ ergodica.
Enumeramos todos os elos de G" em alguma maneira. Assumimos que F
é uma funcao de X para X tal que

F(z) = (Fi(x),...,Fs1(x))
F(z) =z; — xj, (3.3.5)

onde os sitios ¢ e j sao conectados pelo elo [, a distancia entre o raiz r e o
sitio 7 é menor que a distancia entre o raiz r e o sitio i. A distancia entre o
raiz r e algum sitio ¢ é o numero dos elos no caminho que conecta r com 7 e
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passa por cada elo de G um ou zero vezes. Por E; designamos o conjunto
dos elos deste caminho.

Assumimos, sem perda de generalidade, r = 1. Portanto, uma realizacao
de F~! pode ser definida por

H), o ET (),
Ffl(v):ZUl,vGX,i:2,...,5. (3.3.6)

ZGEi

F~(v) = (F{
Ffl(v) =0,

Seja m = min{a — 3,6 — v}
Nota 4. Sejam i e j dois sitios conectados pelo elo [. E claro que se Qungi =
Quoute;, entao dado u € X com u; # 0 temos

E(|(er il = 1@l [ = u) =0,

onde (7;); = w; se 7y = u; se Qu,qusi £ Qu,qusj, entdo dado u € X com u; # 0
temos

E(|(De1)il = 1G] [ 1m0 = u) < —%.

Vamos provar o Teorema 3.3.3 (embaixo) por indugao sobre s. O Te-
orema 3.2.3 segue do Teorema 3.3.3. Precisamos de duas condigoes para
(f, Mt X ), onde 7, é uma cadeia de Markov com espago de estados X , X =7m
para algum m € N, e f: X — R. Por Af (w) designamos a variavel aleatéria
f(m) — f(no), onde 1y = w. Note que para cada realizagao fixa segue que
Af(w) é uma fungao de w.

A

Condicgao 1. (f, 7, X) satisfaz a Condigdo 1 com 0 < ¢ < 1, umas constantes
positivas C7, Cy, e, e uns conjuntos finitos A;, Ay € X se e somente se as
seguintes condigoes sao cumpridas:

L f(w) = [lw|["**(Cy +o(1))

2. dados t e w € Ay temos
E(f (1) — f(e) | e = w) = E(Af(w)) < —-, (3.3.7)

3. dado w € Ay temos |Af(w)] < Col|w||’.
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Usamos w = (wy, ..., wy,), o(1) é uma funcdo que converge para 0 quando
||w]|| converge para +oo,

m 1/2
ol = (3 i)
=1

eA=X\A

Condigao 2. (f,n;, X) satisfaz a Condigao 2 com 0 < § < 1, umas constantes
positivas C1, Cy,€,€, 0 < 0 < 1 e uns conjuntos finitos Ay, Ay, A3 € X se e
somente se (f,n;, X) satisfaz a Condi¢ao 1 com as constantes Cy,Co, e, d e
os conjuntos Aj, As, e dado w € Az a seguinte condigao é cumprida:

E(f (1) = F() | i = w) = B(Af(w)) < —&]|w]? (3.3.8)

Fixamos os parametros «, (3,7, 6, e a arvore com raiz G". Portanto,
temos as seguintes quatro cadeias de Markov 7,. Para a primeira cadeia
de Markov Z = (=). Para as outras = ¢ igual a (+00), (—o0), e (&). Por
£(G") designamos o conjunto destas quatro cadeias de Markov. Daqui para
frente as vezes trabalhamos com algumas arvores com raiz no mesmo tempo.
Portanto as vezes usamos a notacao X (G"), X (G"), Q(G"), e Q(G") no lugar
de X, X, Q, e Q respectivamente.

Usamos as seguintes definicoes.

Condicao 3. (f, £(G")) satisfaz a Condic@o 3 se e somente se existem 0 <
0 < 1, umas constantes positivas C7,Cs, C3, e, e alguns conjuntos finitos
Ay, Ay € X(G) tais que para todo 7, € £(G") segue que (f, 7, X(G"))
satisfaz a Condicao 1 com as constantes C, Cy, C3, €, § e 0s conjuntos Ay, As.

Condicao 4. (f,£(G")) satisfaz a Condigdo 4 se e somente se existem
0 < & < 1, umas constantes positivas Cy,Cy, Cs,2,5, 0 < 6 < 1 e uns
conjuntos finitos Ay, Ay, A3 € X(G") tais que para todo 7, € £(G"), segue
que (f, 7, X(G’”)) satisfaz a Condicao 2 com as constantes C, Cy, Cs, €, &, 8,6
e os conjuntos Aj, Ay, As.

Nossa prova precisa de inducao sobre s. Portanto, na realidade precisamos
provar o seguinte

Teorema 3.3.3. Dados qualquer darvore com raiz G" e quaisquer admissiveis
a, 3,7, e 0 as sequintes proposicoes sao verdadeiras.
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1. Eziste uma funcio f : X(G") — R tal que para (f, £(G")) a Condigio 3
¢ cumprida.

2. Para qualquer = admissivel a cadeia de Markov 1y é ergodica.
E claro que o Teorema 3.2.3 segue do Teorema 3.3.3. Isto conclui a prova

do Teorema 3.2.3. O

3.3.5 Prova do Teorema 3.3.3

Comecamos a prova com os seguintes dois lemas.

Lema 3.3.3. Seja G™ uma drvore com raiz. Suponhamos que (fo, £(G"))
satisfaz a Condi¢cao 3 e A € uma constante tal que 0 < A < 1. Entao para

(fa™, £(G")) a Condigdo 4 é cumprida.

Prova. Sejam 0 < ¢ < 1, as constantes positivas C,Cy, e, e A1, Ay 08 con-
juntos finitos da Condicao 3 para (fy, £(G")).
E facil verificar que dados [t| <1 e 0 <A <1 temos

(T+8) <14 (1 + Nt + 2% (3.3.9)
Dado w € Ay, obtemos

Afo(w) __ Coljul? ¢,

folw) = w™(Cy + o(1)) ~ Chfw]] (14 0o(1)). (3.3.10)

Usando (3.3.9) e (3.3.10), dado w com ||w]| suficientemente grande temos

A(FENw) =f1 () ((1 n Aff(fu“)”) . 1)

<[ (w)A fo(w) (1 + A+ 2@;’: gj;?) (3:3.11)

Dado 7; € £(G") nds vamos usamos os itens 1, 2, 3 da Condigao 1 para

(fos 7, X(G7)).

Usando (3.3.11), dado w com ||w|| suficientemente grande, obtemos

2C:
AW < P Cllulf (14 A+ 2+ o).
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Portanto, dado % € £(G") item 3 da Condigao 1 for (fi™ 7, X(G")) é
cumprido.

Usando (3.3.11) de novo, dado w com ||w|| suficientemente grande, obte-
mos

B (AU)w) < el (=) (144 £ +oD).

Logo, (3.3.8) e o item 2 s@o cumpridos.
Como

o P (w) = ([[w] " (Cr + o)) = [l HHFR(CHA 4 0(1)),
segue que o item 1 é cumprido. n

Lema 3.3.4. Suponhamos que 1, € uma cadeia de Markov irredutivel que é
também ergodica, X é espaco de estados de 1, e wy € um ponto fixo de X.
Seja p uma funcao em X tal que existe um conjunto finito B C X tal que
wy € B e p(w) =0 para w ¢ B. Seja ¢ > 0. Entdo existe uma fung¢do

A

positiva g em X tal que
® E(G(41) = g(0n) | e = w) + p(w) = —¢, para todo w € B, w # wy,
® E(G(r1) — g() | e =w) =0, w & B.

Prova. Seja

o ={ § s

Sejam Ry = h(n), Ry = Ry—1 + h(7;). Suponhamos que
T =1inf{t > 0: 7 = wo},
g(w) = E(Ry [ 7o = w).

Como 7 é ergodica e h(w) # 0 se e somente se w € B, temos que a fungao
g é limitada. Além disso, dado w # wy temos

E(g(f+1) — 9(0e) | e = w) + h(w) = 0.
Finalmente, podemos adicionar uma constante para que g seja positiva. [

Sejam G" = (V, E,r) e |V]| = s. A prova é por indugao sobre s. Inicial-
mente precisamos do seguinte
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Lema 3.3.5. Para s =2 o Teorema 3.5.3 vale.

Prova. Assumimos, sem perda de generalidade, V' = {1,2} e r = 1. Seja
f(u) = |ul, onde |u| é a diferenca entre as alturas das duas colunas, isto é,
|u| =[xz — a1].

Agora vamos verificar que para (f, £(G")) a Condicao 3 é cumprida. Te-
mos u € Z e e = —1,e9 = 1. De acordo com as condigoes de fronteira
consideramos quatro casos. Caso de = = (=):

~ v B ~ a
Quute, € { } e Quute, = = S€ Ty < Ty

2'2 2
~ a By = gl
Qu,u—i—al S {57 5} € Qu,u-‘,—ag == 5 se Tg > Xq;
Caso de = = (+00):
~ 6 ~ o
Qu,u—f—q - 5 € Qu,u-{-eg - 5 se Tg < Xy;
~ o ~ ¥
Qu,u—f—q = E € Qu,u-{-eg - 5 se To > X1;
Caso de = = (—o0):
~ ol ~ o
Qu,u—i—sl = E € Qu,u—i—sg = 5 se Tg < T3
5 B .5 gl
Qu,u+€1 = 5 € Qu,u+52 = 5 se Ty > T;
Caso de = = (@):
~ ~ (6%
Qu,u+s1 = % € Qu,qusg == 5 se Tg < Xy;
- Q ~ ¥
Qu,u+s1 = E € Qu,u+€2 = 5 se Tg > Xq;

Portanto, dados 7, € £(G") e u # 0 temos

R AN ~ ~ m
E(f(nt-i-l) - f(nt) | N = u) = _lQu,u+52 - Qu,u+51| < _E-
Logo (f, £(G")) satisfaz a Condigao 3.

Do Teorema 3.3.1 e o fato que a Condicao 3 é cumprida para (f, £(G")),
segue que a cadeia de Markov 7, é ergodica. ]
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Agora, seja s > 2. Suponhamos que E” é o conjunto dos elos incidentes

ar. Por Gy = (Vi,Ey),...,Gy = (Vi, E)) designamos as componentes co-
nectadas do grafo (V '\ {r}, E'\ E"). Seja r; o sitio de G" tal que r; € V; e
{r,r;} € E",i=1,...,k. Entao (G1,7r1),...,(Gk, k) sd0 umas drvores com

raiz. Seja H; = (V,U{r}, E;U{r,r;}),i =1,... k. Entao (Hy,7),..., (Hyg,1)
S0 umas arvores com raiz.
Suponhamos que «, 3,7 sao 0s mesmos para

Q(GY'), ..., Q(GY), QUHY), ..., Q(Hy),

e Q(G"), os valores de € sao naturalmente induzidos do parametro 6 de Q(G").
Consideramos dois casos.

Caso 1. Seja k > 2. Entao |V; U {r}| < s. Da hipédtese indutiva segue
que existem umas fungoes fi, ..., fy tais que para (f;, £(H])) a Condigao 3
é cumprida, ¢+ = 1, ..., k. Neste caso precisamos do seguinte

Lema 3.3.6. Se k > 2, entdo existe uma fungao f tal que para (f, £(G")) a
Condicao 3 € cumprida.

Prova. Por §; designamos a constante 6 da Condigao 3 para (f;, £(H])), onde
1=1,...,k. Como 14 9; = 2, segue que existem umas constantes aq, ..., oy
taisque 0 < a; < 1l,i=1,..., ke

(14+06)1+a)=14+06)1+a;) <2, parai,j=1,...,k.

Do Lema 3.3.3 segue que para (f;/ ™ £(H!)) a Condi¢do 4 é cumprida,
1=1,...,k. Seja

k
flu) = fFe @),
i=1

onde u = (u®, ..., u®) e X(G"), u € X(GT),i=1,... k.

Vamos provar que para (f, £(G")) a Condi¢ao 3 é cumprida. Portanto,
precisamos achar 0 < § < 1, umas constantes positivas C, Cy, e, e uns con-
juntos finitos Ay, Ay € X(G") e provar que dado % € £(G") os itens 1, 2,
3 da Condicao 1 sao cumpridos. A prova que os itens 1 e 3 sao cumpridos
é evidente. Logo, precisamos provar que o item 2 é cumprido. Portanto,
precisamos da seguinte
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Proposigao 3.3.1. Existem e > 0 e um conjunto finito A, € X (G tais que
dados t, w € Ay, ey € £(G") temos

E(f(N1) — f(0) | 7 = w) < —e.

Prova. Como dado i € {1,...,k} a Condicao 4 para (f!'t*, £(H!)) é cum-
prida (na realidade precisamos de (3.3.7) e o fato que A; ¢ finito), segue que
existe uma constante C' > 0 tal que dados t, w € X(G"), e i, € £(G"), temos

E(f(Mg1) — f(e) | e =w) < C.
Portanto, dado i € {1,...,k}, como para (fiHo"', L£(H!)) a Condigao 4 é

cumprida (na realidade precisamos de (3.3.8) e o fato que Aj ¢é finito), segue
que dado € > 0 existem uns conjuntos finitos AY ¢ X(H!),i =1,...,k, tais
que dados t,

we X(HY) x - x X(H_|) x AD

e € £(G") temos

E(f(er1) = f(0e) | e = w) < —e.
Tomamos A; = AW x ... x AK), O
Isto completa a prova do Lema 3.3.6. Il

Caso 2. Seja k = 1. Entao |Vj| < s. Da hipétese indutiva segue que existe
uma funcao f; tal que para (fi, £(G7')) a Condigao 3 é cumprida e a cadeia
de Markov 7, € £(G7') é ergodica. Note que para k = 1 temos G" = Hj.
Neste caso precisamos do seguinte

Lema 3.3.7. Se k =1, entao existe uma funcgao f tal que para (f, £(G")) a
Condigao 3 é cumprida.

Prova. Fixamos uf,u, € X(G”) tais que para cada elo | de G7' tal que
[ ¢ incidente para r; temos (ul); = 1 e (uy); = —1. Sabemos que para
(f1,£(G7)) a Condigao 3 é cumprida. Dado 0 < s < 1, do Lema 3.3.3 segue
que para (fi7 £(GT)) a Condicao 4 é cumprida. Seja u = (uy, i) € X(G"),
onde u; = x,, — x, € Z, 7 € X(G5"). Suponhamos que

f(u) = f(u) +g(u) + fi(u),
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onde g é uma fungao positiva limitada,

flu) = fIF(@), e frlu) = Jur "

com ¢ da Condicdo 4 para (f{ T, £(GT")).

Vamos definir a funcdo g e provar que para (f, £(G")) a Condigao 3 é
cumprida. Portanto, precisamos achar as constantes C, Cy, e,6 e os conjun-
tos finitos Ay, Ay € X(G"), e provar que dado 7, € £(G") os itens 1, 2, 3
da Condicao 1 sao cumpridos. A prova que os itens 1 e 3 sao cumpridos
é evidente. Precisamos provar que o item 2 é cumprido. Portanto, vamos
provar que existem ¢ > 0 e um conjunto finito 4; € X(G") tais que dados t,
w € Ay, e € £(G") temos

E(f(Mg1) = f(0e) | e = w) < —e. (3.3.12)

_ Procuramos pelo conjunto finito A; da forma A; = A} x Af, onde A} C
X(GY1') e A} C Z sao uns conjuntos finitos, 0 € A},0 € A]. Usamos a
seguinte formula:

A=A X AT = (A x X)U (Z x AY) =
(AL NZ1) x (X \ {ug}) U (AT NZo) x (X {ug HU
(AL NZy) x {ug} U (AT NZ) x {ug } U(Z x A7),

onde X = X(G"), Z, ={0,1,...},e Z_={...,—1,0}.
Precisamos das seguintes proposigoes.

Proposicao 3.3.2. Dado ¢; > 0 existe uma funcao g e um conjunto finito
A C Z tal que dados t,

€ (AT NZy) x (X(G)\ {ug ) U (A NZ) x (X(G)\ {ug }),
e € £(G") temos

E(f(ij41) + 9(ia) — () = 9() | 7 = w) < ey (3.3.13)
Prova. Seja

glu g (a) seu;>0

):{g+(&) seur <0
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Seja A} = {0,1}. Note que se

h=u € (A NZy) x X(GY),
entao (M) > 0e (My1)r > 0, se

fo=ue (ANZ) x X(G}),

entdo (7y); <0 e (1) <0, onde (1) = uy se 7, = u.
Vamos definir g% e provar que dados t,

w € (AL NZy) x (X(GT) \ {ug }),

ey € £(G) temos (3.3.13). E facil ver que precisamos da prova somente para
a cadeia de Markov 7, que é 7, para a arvore com raiz G7* com as condigoes
de fronteira (+oc). Como (f, £(G1")) satisfaz a Condicéo 4 (precisamos de
(3.3.8)), segue que existe um conjunto finito B € X(G7') tal que dado u €
X(G") com @ € B temos

E(f(fer1) — F(e) | e = u) < —e1.

Sabemos que a cadeia de Markov 7); é ergodica. Aplicando o Lema 3.3.4 e
tomando g™ = g, onde g ¢ do Lema 3.3.4 com wy = ug,& = &1, o conjunto
finito B e

p(w) = E(f (Ae+1) = f(e) | 5 = w),
w € B, concluimos a prova.
Do modo analogo, definimos ¢~ e provamos que dado dado ¢,

w € (AL NZo) x (X(GT) \ {ug }),

en, € £(G") temos (3.3.13). Na prova somente temos que substituir a cadeia
de Markov 7, para a arvore com raiz G|* com as condigoes de fronteira (+oo)
pela cadeia de Markov 7; para a érvore com raiz G}' com as condigdes de
fronteira (—o0o) e também substituir uj por ug . O

Proposicao 3.3.3. Eziste um conjunto finito 0 € Ay C Z tal que dados t,
we Al x X(GY'), en € £(G") temos

E(fr(feea) — f1(0e) | e = w) <
2
w)(1+ OE(| (1) 1| — |(Be)1] | 7 = w) + T (3.3.14)
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Prova. Seja fo(w) = |w;|. Usando (3.3.9), obtemos

2(A 2
Afr(w) < Juy "1+ 6)Afow) + % (3.3.15)
O calculo do valor médio de (3.3.15) e o uso do fato que E(A fy(w))? <1
completam a prova. Il

Proposicao 3.3.4. Dado &, > 0 existe um conjunto finito 0 € A} C Z, tal
que dados t, w € A} x X(G7'), en, € £(G") temos

E(f1(Ne1) = fr(e) | e = w) < 1.

Prova. Da nota 4 segue que dados w € X(G") e 7, € £(G”) temos
E(|(fe+1)1| = [(@e)1] | e = w) <0,

Logo, a aplicacao da Proposicao 3.3.3 completa a prova. O

Proposicao 3.3.5. Dado C' > 0 eziste um conjunto finito 0 € A} C 7Z tal
que dados t,

w € (A7 NZs) x {ug } U (AT NZ-) x {ug },
e € £(G") temos
E(fr(Heg1) — f1(0e) | e = w) < =C.
Prova. Se u € (Z \ {0}) x {ug}, entdo
Gusen (@) = L e Qu e € {2 7].
Usando a Nota 4, dados ¢, u € (Zy \ {0}) x {ug}, e 7; € £(G") obtemos

A N N m
E([(Der1)z] = |(0e)r] | e = u) < -

Usando a Proposi¢ao 3.3.3, escolhemos um conjunto finito 0 € A} € Z e
concluimos a prova para qualquer u € (A} NZy) x {ug }.
Se u € (Z-\ {0}) x {ug }, entao

Quuren (@)= L e Quur (@ e (2.2}

S S

Do modo andlogo como em cima, escolhemos um conjunto finito 0 € A} € Z
e concluimos a prova para qualquer v € (A} NZ_) x {uy, }. O]
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Proposicao 3.3.6. Dados €, > 0 e uma fungdo positiva gy : X(@) - R
existe um conjunto finito A] C X(G7') tal que dados t, w € Z x Af, e
n € £(G") temos

E(f(Mi1) + 91(Des1) + f1(esr) — f(e) — g1(De) — f1(0e) | e = w) < —e1.

Prova. Usando a Proposicao 3.3.4, temos que existe uma constante C' tal que
dados t, u € X(G"), e i, € £(G") temos

E(fr(fee1) — f1(e) | e = u) < C.

Considerando o fato que para (f} T, £(G")) a Condigao 4 é cumprida (preci-

samos de (3.3.8) e o fato que o conjunto As € finito), concluimos a prova. [

Vamos terminar a prova do Lema 3.3.7.

Fixamos um ¢ > 0. Inicialmente, usando a Proposi¢ao 3.3.2 e a Pro-
posigao 3.3.4, achamos uma funcgao positiva limitada g e um conjunto finito
A} C Z e provamos (3.3.12) para qualquer

w € (AL NZy) x (X(GT) \ {ug }) U (A1 NZ2) x (X(GT) \ {ug })-

Em seguida, usando a Proposigao 3.3.5 e o fato que g ¢é limitada, ajusta-
mos o conjunto A} e provamos (3.3.12) para qualquer

w € (AT NZy) x {uf} U (ATNZ-) x {ug }.

Finalmente, usando a Proposicao 3.3.6 e o fato que g ¢ limitada, achamos
o conjunto A} e provamos (3.3.12) para qualquer w € Z x Aj. Il

Vamos terminar a prova do Teorema 3.3.3. Usando os Lemas 3.3.6 ¢ 3.3.7
provamos que existe uma funcao f : X(GT) — R tal que para (f, £(G")) a
Condigao 3 é cumprida. Usando o fato que para (f, £(G")) a Condigao 3 é
cumprida (na realidade precisamos da constante ¢ , o fato que o conjunto
A,y é finito, e que o item 2 da Condi¢ao 1 é cumprido) e o Teorema 3.3.1,
provamos que para todos os valores admissiveis de «, 3,7, 60, e = a cadeia de
Markov 7, é ergodica. O
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Capitulo 4

Fuga de massa em processos de
alcance nulo multidimensionais
com taxas aleatorias

4.1 Introducao e resultados

O interesse no comportamento dos sistemas de particulas em meio aleatorio
cresceu recentemente: Benjamini, Ferrari e Landim (1996, [29]), Evans (1996,
[30]) e Ferrari e Krug (1996, [34]) observaram a existéncia da transigao de fase
nestes modelos; Benjamini, Ferrari e Landim (1996, [29]), Krug e Seppéldinen
(1999, [36]) e Koukkous (1999, [33]) investigaram o comportamento hidro-
dindmico dos processos conservativos em meios aleatérios; Landim (1996,
[35]) e Bahadoran (1998, [28]) estudaram o mesmo problema para processo
nao homogéneo assimétrico atrativo; Gielis, Koukkous e Landim (1998, [31])
deduziram as flutuacoes de equilibrio de um processo simétrico com alcance
nulo num meio aleatério; Andjel, Ferrari, Guiol e Landim (2000, [27]) prova-
ram a convergéncia a medida invariante maximal para um processo unidimen-
sional totalmente assimétrico com alcance nulo com vizinhos mais préximos
em meio aleatério.

Neste capitulo consideramos um processo multi-dimensional com alcance
nulo com taxas aleatérias. Seja S = Z¢. Fixamos 0 < ¢ < 1 e consideramos
uma colegdo A = {\; },es assumindo valores em (¢, 1] tal que ¢ = inf g A, €
Az > ¢, para qualquer x € S.
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Neste capitulo usamos notagao

ol = max [z,

20ty

aqui © = (x1,...,24) € S.

Seja M > 0. Suponhamos que p : S — [0,1] é uma fungao tal que
Y e P(x) = 1 e para qualquer z tal que ||z[ > M, temos p(z) = 0. Vamos
supor que existem vetores Xy, ...,Xq € S com as seguintes propriedades:

o p(x;) >0,i=1,...,d,
® Xi,...,X4 530 linearmente independentes em R

Consideramos um processo com alcance nulo no meio . Isso é um processo
de Markov que podemos descrever nao formalmente da seguinte maneira.
Inicialmente distribuimos particulas em S de algum modo. Se existe pelo
menos uma particula no sitio z, entdo com taxa A.p(y — x) uma destas
particulas pula para o sitio y.

Para construir o processo de Markov 7, em X = N° que corresponde
a descrigdo acima suponhamos que N, ,(t) é uma colecao de processos de
Poisson independentes tais que para qualquer =,y € S, ||z — y|| < M, temos
E(N,,(t)) = \sp(y — )t. A evolugao de 7, é agora dada pela seguinte regra:
se o processo de Poisson N, , pular no momento t e n,_(x) > 0, entdo uma
particula pula de z para y neste momento. Vamos usar notagoes n e £ para
elementos de X.

O gerador deste processo Ly, definido por

Lyf(n) = dE[f(n) | no = n]/dt |i=o,

atua sobre funcoes cilindricas f do seguinte modo:

(Laf) ) =D Xably — ) Lyysoy [f (™) = f(n)].

z€eS yes

Na férmula acima temos n*Y = n — 0, + J,, onde 0, representa a confi-
guracao com exatamente uma particula no sitio z e a adicao de configuragoes
¢ feita componente por componente.

Seja {S\(t),t > 0} o semigrupo associado com o gerador Ly, i.e.,

Sx(t)f(n) = E[f(n:) | no = n].

67



A prova da existéncia do processo 7; e do processo da Secao 4.2.1 pode
ser encontrada em Andjel (1982, [26]) e no apéndice de Andjel (1980, [25]).

Seja v um nimero real tal que 0 < v < ¢. Entao um cdlculo (primeira
vez observado por Jackson (1957, [32]) no caso finito) mostra que a medida
produto vy, com marginais

vnof€ : Ea) = n) = (Az) (1 B )\g)

¢ uma medida invariante para o processo.

Para alguns casos sabe-se que o conjunto de todas as medidas invariantes
¢ a envelope convexo do conjunto {vy, : 0 < v < ¢}. Para o processo
totalmente assimétrico com alcance nulo com vizinhos mais préximos em
dimensao 1 a prova pode ser encontrada em Andjel, Ferrari, Guiol e Landim
(2000, [27]). Em dimensao 1 e 2 com Y zp(x) = 0 é facil provar o resultado
usando o Teorema 1.10 de Andjel (1982, [26]).

Para definir a ordenacao parcial padrao para medidas de probabilidade
sobre X, primeiro, dizemos que 1 < & se n(z) < £(z) para todo x € S. Depois
dizemos que uma funcao com valores reais f definida em X é crescente se
n < & implica f(n) < f(£). Finalmente, se u e v sao duas medidas de
probabilidade sobre X, dizemos que p < v se [ fdu < [ fdv para toda
funcao crescente cilindrica limitada f. Neste caso dizemos que v domina .

Para formular o nosso teorema principal precisamos da seguinte condic¢ao.

Condicgao 5. Seja
Jo={z € S:|z|| <nlogn},n=1,2...

Uma medida de probabilidade u sobre X satisfaz a Condigao 5 se e somente
se para qualquer constante 5 > 0, temos que a soma

e N () (4.1.1)
n=1 2€Jn\Jn—1

¢ finita u-q.c.
Mais facil verificar a seguinte

Condigao 6. Uma medida de probabilidade p sobre X satisfaz a Condig¢ao 6
se e somente se para alguma constante 0 < By < 1, temos

lim n(z) exp(—|z||* ) = 0 p-q.c. (4.1.2)

l[z[|—o0
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E facil ver que se u satisfaz a Condicao 6, entao u satisfaz a Condigao 5.
De fato, usando (4.1.2), obtemos que para algum 0 < (; < 1 e qualquer
B > 0, temos que a soma (4.1.1) é finita se a soma

o0

Z(n log n)? exp((nlogn)' =) exp(—pn), (4.1.3)

n=1

é finita. E facil ver que (4.1.3) converge.
E facil verificar que se u satisfaz a Condicao 5, entao dado t, segue que
Sy (t) satisfaz a Condigao 5. A mesma coisa é valida para a Condigao 6.

Teorema 4.1.1. Seja P uma distribuicao de X\ tal que {\;}rcs sdo varidveis
aleatorias independentes identicamente distribuidas, Ao assume valores em
(c,1], e dado € > 0 temos P(A\g € (¢c,c+¢€)) > 0. Seja p uma medida
de probabilidade sobre X tal que p satisfaz a Condicao 5. Suponhamos que
Ex = {uS\(t) : t > 0}. Entdo as sequintes proposi¢oes sao verdadeiras P-q.c.

2. Todo limite fraco de =) quando t converge para o infinito é dominado
POT Uy .

Finalmente, vamos explicar porque achamos que o teorema é interessante.
Sob algumas condigoes ¢é possivel introduzir a densidade assintética de cada
configuragao p()), a densidade critica p*(A) que corresponde & medida inva-
riante vy ., e ter p*(A) < co. O nosso teorema, em particular, estd dizendo
que se o0 processo comec¢a com uma medida com uma densidade assintotica
acima de p*(\) e converge para alguma medida, entao as configuragoes ob-
tidas usando esta medida tem densidade assinttica menor ou igual a p*(\).
Este comportamento é notavel porque o processo é conservativo, isto é, o
nimero total de particulas é conservado, mas no limite “perde massa”’. Mais
detalhes em d = 1 podem ser encontrados em Andjel, Ferrari, Guiol e Landim
(2000, [27]).

Note que de modo anélogo o teorema pode ser formulado e provado para
um tipo mais geral de processo com alcance nulo. Seja g : N — [0, +00) uma
fungao nao decrescente tal que limg_o, g(k) < oo, e g(0) = 0. O gerador
deste processo L, atua sobre fungoes cilindricos do seguinte modo:

(L)) =D Aag(n —a)[f (™) — F(n)].

zeS yes
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O processo tem medidas invariantes vy, com as marginais

2 (v/Xa)*
;(1).“9 5o se k>0

ol €(x) =k} = {% se k=0,

onde 0 < v < ce v, =7(\v) é uma constante para normalizar.

4.2 Provas

Na prova temos duas idéias principais. A primeira idéia é introduzir um pro-
cesso com alcance nulo com um numero infinito de particulas em alguns sitios.
A segunda é esquecer o tempo e considerar o movimento de cada particula
como uma realizacao de uma cadeia de Markov em tempo discreto. Entao é
possivel usar o Lema 4.2.3. Finalmente, alguns argumentos de acoplamento
sao usados.

Para o tipo mais geral de processo com alcance nulo podemos ainda usar
as duas idéias, porque podemos assumir g(co) = limg_, g(k) < 0o e porque
esquecemos do tempo. Detalhes sobre medidas invariantes, acoplamentos e

existéncia dos processos no caso de tipo mais geral podem ser encontrados
Andjel (1980, [25]) e (1982, [26]).

4.2.1 Prova do Teorema 4.1.1

Inicialmente, construimos uma familia de processos no meio A e provamos
algumas propriedades dos processos. Precisamos dos seguintes definigoes e
lemas.

Seja a > 0. Suponhamos que A\* = {\%},¢g, onde

AL =

c+a se )l <c+a«

Az se Ay > c+ .
Seja ¢ = inf,eg A = ¢+ a. Por N designamos todos os nimeros inteiros
nao negativos junto com o ponto +oo.

Dado a > 0 consideramos um processo com alcance nulo 7; no meio A.
Para o = 0 o processo é o processo 7, definido na Secao 4.1. Usamos a mesma
notagao 7; para o processo com a > 0. O espaco de configuracao do processo
é¢ N%. O processo novo 1, é definido do mesmo modo que o processo 7; da
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Secao 4.1 com as seguintes diferencas. Quando uma particula pula de (para)
um sitio com o nuimero infinito de particulas, entao o nimero de particulas
continua a ser infinito. A taxa do pulo de x para y é A\¢p(y —x). Suponhamos
também que qualquer configuracao inicial do processo 7; no meio A tem o
numero infinito de particulas nos sitios com A$ = ¢* e um numero finito
de particulas em todos os outros sitios. Por {Ng,(t)}syes designamos o
processo de Poisson usado na construcao de n; com o parametro a. Sejam
L% o gerador do processo 1; com o parametro o e {S§(¢),t > 0} o semigrupo
associado ao gerador LY.

Note que para qualquer = € S, se no(x) < oo, entdao para qualquer ¢,
temos 7;(7) < 0o. Logo o processo 7, realmente evolve em N onde

S\ a)={x e S :n(r) < oo}

Portanto, podemos considerar uma medida nas configuragoes iniciais do pro-
cesso 1, como uma medida em NS,
E fécil verificar que a medida produto v{ com as marginais

vi{€: &(x) =k} = <%>k<1 - i—;) sex € S(\ )

1{p=oo} sex €S\ S\ a)

¢ uma medida invariante do processo 7;.

Temos o seguinte plano da prova do teorema. Inicialmente, para cada
medida g em X vamos por em correspondéncia uma familia das medidas
p® em X. As medidas p® dominam e também dado ¢, segue que u*Sg(t)
domina pSy(t). Em seguida, provamos a convergéncia de u®S¢ para a medida
invariante v{. Finalmente, usamos o fato que v§ converge fracamente para
vy quando o converge para 0. Portanto, precisamos dos seguintes lemas e
definigoes.

A ordenacao parcial para as medidas de probabilidade em X ¢é definido de
modo andlogo a ordenacao parcial em X. Somente notamos que 400 < +00
e dado a € N, temos a < 400. Note que se p < v em X, entao p < v em X.

A cada medida 1 em X vamos por em correspondéncia uma familia de
medidas de probabilidade y® em X, onde a > 0 e u® é a medida em X com
os seguintes marginais. Sejam n € Ne A; C X, z; € S(\, ), i =1,2,...,n,
entao

p(n(xz;) € Agyi=1,2,...,n) = p(n(z;) € Aj,i =1,2,...,n).
Seja x ¢ S(\, a), entao pu*(n(x) = oo0) = 1.
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Lema 4.2.1. Sejam o> 0 et > 0. Entdo uS\(t) < u*S$(t).

Lema 4.2.2. Seja  uma medida de probabilidade em X tal que a Condi¢do 5
¢ cumprida para p. Entao para qualquer o > 0, temos limsup,_, ., p*S§(t) <
vy P-q.c.

Vamos terminar a prova do Teorema 4.1.1. Do Lema 4.2.1 e do fato que
para fixos x e N a funcao 1,,)>n ¢ continua e crescente, segue que dados
a>0,zeSeN >0, temos

pwSN(E){n(x) > N} < p*S(¢){n(z) > N}.

Portanto, do Lema 4.2.2, segue que =)\ é tight.
Usando o Lema 4.2.1 e o Lema 4.2.2, obtemos

lim sup pSy () < limsup p*S5(t) < vy.

t—o0 t—o00

Para concluir a prova, tem que passar ao limite quando o« — 0. Il

4.2.2 Ferramenta principal

Dado a > 0 consideramos uma cadeia de Markov ¢, no meio A. A cadeia de
Markov ¢, tem espago de estados S e matriz de transigao (p*(z,y) : z,y € ).
Seja
ply—z) sex € S\ a),ye S x#y,
p*(z,y) =1} 1 sex e S\S\ a),z=uy,
0 sex € S\ S\ a),yeS,x#y.

Seja A C S um conjunto finito. Por 74(x) designamos o primeiro mo-
mento tal tal que a cadeia de Markov (,, comecando no ponto z, atinge o
conjunto A. Note que 74(x) é um tempo de parada. Lembramos que {\; }zes
sao i.i.d variaveis aleatérias.

Lema 4.2.3. Dado o > 0 ezistemP-q.c. N = N(\,a) e Nef = (A a) >0
tais que dados k,m € Nyx,y € S tais que k > m > N,z € J, \ J_1,y €
S\ Jg, temos

P(7g\,, () < 00) < e k=) (4.2.1)
P (75, (y) < 00) < e 7k (4.2.2)
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Prova. Sejam C > 0 e M € N. Sejam 7 € Z% e
L ={zeS:|z2M+1)—z| < M}
Na formulagao do lema substituimos .J,, com
J(C.M)={z €S :zel;|i| < Cnlogn}.
Proposicao 4.2.1. O novo lema é equivalente ao lema original.

Prova. Sejam by > by > 0,a > 0, e v > 0. Seja f uma fungao tal que

v.f(a)log f(a) = aloga.

Como para algum € > 0 e algum a suficientemente grande, temos

aloga

log(f () = log(f(a) log f(a)) = log (

;o log(a)+1
PO = g fa) + 1)

segue que existem C' > 0 e b > 0 tais que para todos by > b; > b, temos

) > loga — log~,

b
b1
Assumindo ~
_C
T o 1
e aplicando a desigualdade (4.2.3), concluimos a prova. m
Lembramos que os vetores xXi,...,X; € S sao definidos no comeco da

Secao 4.1. Dado x € S sejam

Xe ={x+ X101+ +Xqng : N1, ..., Ng € L},
X;:{$+X101+---—I—ded:vl,...,vdeRJr},

onde R, = [0, +00). Seja Go = (s, Xa -
E fécil ver que existe Z € Z% tal que I; C Gy e a funcao z = Z(M) é
um vetor constante para todo M suficientemente grande, isto é, existe um
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M > 0 tal que dados M; > M e M, > M, temos 2(M;) = 2(M,). Seja
N E )

Suponhamos que M > M. Consideramos uma percolacao por sitios nao
orientada no grafo (Z?, E@), onde Z? é o conjunto dos sitios do grafo e

EY = {75} : 2,5 € 2% |F - gl = K +1}

é o conjunto dos elos.
Seja .
9={reS:xel|i-j| <K}
Suponhamos que x € Iy. Por O, designamos o conjunto dos sitios de Igig tal
que a cadeia de Markov (,, atinge eles antes de sair de If)”?" com probabilidade
positiva, isto é,

O, = {y S [gig : P(T{y}(l') < TS\Igig(.%‘)) > O}.

Como existem s € N e uns vetores yi, . .., ys tais que S = [J;_; xy,, segue
que existem s € N e uns conjuntos @J1,..., Qs C S tais que

b {Qla'-'aQS}:{XmeZ:xGIO})
e dado i temos Q; = Q;(M) e |Q:(M)| — oo quando M — oo,

e a fungio s = s(M) é uma constante para todo M suficientemente
grande.

Seja ) )
Q; ={reS:x2—22M +1) € Q;}.
Continuamos a definicao do modelo de percolacao. Cada sitio & é preto
ou branco. E branco se e somente se todos os conjuntos

QTN (S\ S\ a)),...,QiN(S\ S(A a))

nao sao vazios. Lembramos que {\, : z € S} s@o i.i.d. Portanto, existe
qd = q(a, M ) > 0 tal que cada sitio é preto com probabilidade ¢ e branco
com probabilidade 1 — ¢. Todos os sitios sao pretos ou brancos mutuamente
independente. Note que quando « é fixo, temos § — 1 quando M — oo.
Sejam 7,7 € Z?. Existe um caminho branco conectando sitios T e § se
existe uma colegao de sitios (Zg, Z1, ..., T,) tal que Z; é branco, i = 0,...,n,
Fo=3,8n =7, {%i, Tis1} € ED i =0,...,n—1, e ndo existem i e j tais que
i # j e &; = Z;. O nimero n é chamado o cumprimento do caminho branco.
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Proposicao 4.2.2. Dado o > 0 existem M > M,N, > 0, e By > 0 tais que
dados & € 7 ¢ Ny > Ny, temos que a probabilidade que existe § € Z% tal

que ||Z — || > Ny e eziste um caminho branco conectando & e § é menor que
—B1 N1
e .

Prova. Sejam 7 € Z% e Ky = #{g € Z* : ||z — g|| = K + 1}. A proposigao
segue do lema de Borel-Cantelli e o fato que a probabilidade que existe um
caminho de comprimento n do sitio Z é menor que K"(1—¢)", onde o nimero
dos caminhos é majorizado por K" e (1 — )" é probabilidade de cada cami-
nho (isto é uma parte da bem conhecida na teoria de percolacao prova para
o fato que nao existe percolacao quando o parametro de percolacao é sufici-
entemente pequeno). Logo, dado M > M suficientemente grande, temos que
1 — ¢ é suficientemente pequeno e isto completa a prova. ]

Suponhamos que A,, é o evento que existem 7,7 € Z? tais que
|Z]| > Cmlogm,||j| < C(m —1)log(m —1) + K + 2,

e existe um caminho conectando os sitios T e gy, m = 2,3, ...

Proposicao 4.2.3. Dado a > 0 existem M > M e C > 0 tais que no nosso
modelo de percolagao a varidvel aleatéria y > 14, € finita g.c.

Prova. Seja (1 da Proposigao 4.2.2. Seja C; > 0 tal que
Clﬁl — (d— 1) > 2.

Suponhamos que C' > Cy. Sejam R,, = Cmlogm, K,, = C1(1+logm). Note
que dado m suficientemente grande, temos K,,, < | Ry, | — [Rm—1| — 2K — 5.
Da Proposicao 4.2.2, segue que existem algumas constantes Cy > 0 e C3 > 0
tais que dado m suficientemente grande, temos

P(A,) <#{i€Z' R, —K—1<|z|| <Ry} exp(—Bi1K,,)
C
< Cy(mlogm)?texp(—F1Kp) < —?;
m
Usando o lema de Borel-Cantelli, concluimos a prova. Il
Vamos terminar a prova do Lema 4.2.3. Suponhamos que

a = min max min P (73 (z) < 7 pri (1)),
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aqui @ = 0. Lembrando a definicao dos conjuntos ();, obtemos a > 0. Se
para alguns m, k tais que k > m os eventos A,,,...,Ar nao acontecem,
entdo para atingir J,,(C', M) de S\ J,(C, M) a cadeia de Markov (, tem que
passar alguns cubos I3, . ,..., Iz, onde Zp,11,..., T} sao sitios pretos e dado
i,J tais que i # j, temos ||Z; — Z;|| > K. Se a cadeia de Markov (, estda em
Iz e ¥ é um sitio preto, entao com probabilidade pelo menos a a cadeia de
Markov ¢, atinge o conjunto S\ S(A, «) e para. Em outras palavras, dado
y €S\ Ju(C, M), temos

P(7, can®) <dm
De modo analogo pode ser provado que dado z € Jm(é', M ), temos

P (7, s can (@) < a7
Isto conclui a prova. Il

Na Secao 4.2.3 usamos a seguinte conexao entre o processo com alcance
nulo 7; e a cadeia de Markov (,. Vamos observar uma particula que esta
no sitio z no momento 0. Observamos a particula nos momentos quando a
particula pula de um sitio para um outro. A posicao da particula depois do
pulo niimero m é ¢, se (o = .

4.2.3 Provas dos lemas

Prova do Lema 4.2.1. Nesta prova usamos a notagao n;* para o processo n
com o parametro a > 0 e a notagao 7; para o processo 7; com o parametro
a = 0. Consideramos um acoplamento dos processos 7, e 7y*. Fixamos uma
realizagdo do meio A. Sejam n$(z) = no(z) se x € S(\, @) e n(x) = 400
se v € S\ S(A, ). Podemos obter os processos N,,(t) e Ng, () da seguinte
maneira. Por {M, () : z,y € S} designamos uma familia de independentes
duas-dimensionais processos de Poisson com o parametro 1. Sejam

Nay(t) = Nay([0,1)) = Moy ([0,8) X [0, p(y — 2) X)),
Nz y () = Ny ([0,1)) = Moy ([0,2) x [0, p(y — 2)AZ]).-

T

Como a taxa do pulo do processo 7y* do sitio x é maior que a taxa do
pulo do processo 7, quando = € S\ S(\, a), isto é, n¥*(z) = +0o0, segue que
se ny. > m—, entao iy > n,. Também da definicao do acoplamento segue que
m = No- [
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Prova do Lema 4.2.2. Por (&,n,;) vamos designar o acoplamento das duas
versoes do processo 7;, usando a mesma familia de processos de Poisson
(Ng,(t) - z,y € S). Seja LY o gerador do processo (&,7;). Suponhamos que
{S¢ :t > 0} é um semigrupo associado ao gerador L.

Como v{ é uma medida invariante do processo 7, segue que para provar
o Lema 4.2.2 ¢ suficiente provar que dados a > 0 e u tais que a Condigao 5

é cumprida, segue que

lim (4" x §)SS(O{(E 1) €(2) > n(a)} = 0 (12.4)
para todo z € S\ S(\, a) P-q.c.

As configuragoes & e 1) sdo em principio nao ordenados: existem (possivel-
mente um infinito nimero de) sitios z € S(\, ) tais que ({(z) —n(x))* >0
e (possivelmente um nimero infinito de) sitios y € S(\, a) tais que (&(x) —
n(x))~ > 0. Dizemos que temos £n-discrepancias no primeiro caso e n7é-
discrepancias no segundo.

O numero dos particulas acopladas no sitio z no momento t é dado por
&(2) = min{n,(2),&(2)}. As E-particulas se movem como umas particulas
regulares (de primeira classe) do processo com alcance nulo. H4 no maximo
um tipo de discrepancias em cada sitio no momento do tempo 0. Dis-
crepancias dos dois tipos se movem como umas particulas de segunda classe,
isto ¢, uma &n-discrepancia pula de x para y com taxa

AeD(Y — ) [Lie)=13 — Ligw)>1y)

e uma né-discrepancia pula de x para y com taxa

AeD(Y — 2)[Ly@)>1y — Lig@ys1y)-

Se uma &n-discrepancia pula de um sitio z ocupado por pelo menos uma
né-discrepancia, entao a &n-discrepancia e uma das né-discrepancias em z
coalescem numa &-particula acoplada em z. A particula acoplada comporte-
se deste momento como uma particula regular (de primeira classe). Se uma
¢n-discrepancia pula a um sitio x com o ntimero infinito de particulas, isto é,
x € S\ S(\ ), entdao a &n-discrepancia desaparece. Todas as particulas no
sitio € S\ S(\, @) sdo &-particulas. Portanto, qualquer particula que pula
de qualquer sitio € S\ S(\, a) é uma ¢-particula. A mesma coisa (todo
este pardgrafo) é a verdade quando os papeis de £ e 7 sdo trocados.
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Para provar o lema ¢é suficiente provar que dados o > 0, € > 0, p tais que
eles satisfazem a Condicao 5, A (P-q.c.), & (p-q.c.), e no (v§-q.c.), temos

lim (6, x 33) S5 (O{(€,m) : €(@) > n(a)} < e
para todo z € S\ S(A, ), onde é¢ é a medida de probabilidade concentrada
no elemento £ de X. De fato, inicialmente, usamos o lema de Levy para
obter u* em vez de dg e vy em vez de d;, em seguida, passamos para o
limite quando € — 0.

Assumimos, sem perda de generalidade, que x = 0 e 0 € S(\, «a). Fixa-
mos a > 0, > 0, um meio A, e uma configuracio &. Seja M € N. Temos
o seguinte plano. Cada &n-discrepancia que estd em Jy; no momento zero
atinge o conjunto S\ S(\, «) e desaparece (a Proposigao 4.2.4). Como no
momento zero had um ndmero finito de £n-discrepancias em Jy;, segue que
precisa de algum tempo finito (aleatério) para todos eles desaparecer. Por-
tanto, somente as £n-discrepancias que estao no conjunto S\ J;; no momento
zero podem estar no sitio 0 quando ¢ é grande. Vamos esquecer do tempo
e observar somente as trajetérias das £n-discrepancias. A probabilidade que
pelo menos uma &n-discrepancia que esta no conjunto S\ Jy; no momento
zero atinge o sitio 0 é suficientemente pequeno quando M é suficientemente
grande (a Proposigao 4.2.5).

Logo, para terminar a prova do lema, somente precisamos provar as se-
guintes duas proposicoes, onde P é a medida de probabilidade para a familia
de processos de Poisson (N7, (t) : =,y € S). Nas provas das proposigoes
usamos algumas definigoes do comego da Secao 4.2.2.

Proposicao 4.2.4. Cada §n-discrepancia que estd em Jy; no momento zero
atinge o conjunto S\ S(\, ) (P-q.c.)

Prova. Dado M € N, seja (M uma cadeia de Markov com o parametro «
no meio A. A cadeia de Markov ¢ tem espaco de estados Jy; e matriz de
transicao (qu(z,y) : x,y € Jur). Seja

p*(z,y) se ,y € Ju,x £y
CIM(%?J) — o
ZZEJMP (x,2) sex=y€ Jy.

Vamos construir um acoplamento das cadeias de Markov ¢, e (M da
seguinte maneira. Suponhamos que z = (y = ¢} € Jy. Entao ¢M = ¢, se
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m < 7o\, (z). Para m > 76\, (x) as cadeias de Markov (M e ¢, evoluem
independentemente.
Sejam A C Jy,x € Jyr. Por 7 (x) designamos o primeiro momento tal
que a cadeia de Markov (M comecando no sitio = atinge o conjunto A.
Consideramos

Ay = {a: e Jur: ZqM(JJ,y) = O}.

y#T

Como o espaco de estados da cadeia de Markov ¢} é finito, segue que
P (T4, is\s0na (2) < 00) = 1.

E facil ver que se nM atinge algum sitio z € Ay N S(\, @) no momento
m, entao isto significa que no momento m + 1 a cadeia de Markov (,, pula
fora do conjunto .Jy; com probabilidade 1. Portanto, todos os caminhos
(realizacoes) da cadeia de Markov ¢, com 7g\j,, () = oo atinge o conjunto
JuN(S\S(A, «)). Passando ao limite quando M — oo e usando o Lema 4.2.3,
concluimos a prova. O

Proposicao 4.2.5. Dado o > 0 e ¢ > 0, emiste M € N tal que a proba-
bilidade que mo momento zero no conjunto S\ Jy; existe pelo menos uma
&n-discrepancia que em algum momento atinge o sitio 0 é menor que € (P-

q.c.)

Prova. A probabilidade é menor ou igual a

Y. P y) < ) (4.2.5)

yeS(A\a)\J iy

Usando o Lema 4.2.3, temos que existem N € N e B > 0 tais que dado
M > N, segue que (4.2.5) é menor ou igual a

ST e N g (a). (4.2.6)
n=M z€Jn\JIn—1

Lembramos que p satisfaz a Condicao 5. Isto completa a prova.

Isto termina a prova do Lema 4.2.2.
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