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Resumo

Nessa tese provamos quatro resultados.

Uma conexão entre percolação orientada e o processo de contato.
Estudamos um processo de contato em Zd e uma famı́lia de modelos de per-
colação orientada com dois parâmetros em Zd×Z+. Provamos que a derivada
no ponto final da curva cŕıtica da percolação existe e o valor absoluto da de-
rivada coincide com a taxa cŕıtica do processo de contato correspondente.

Passeio aleatório multi-dimensional em meio aleatório rarefeito.
Consideramos uma modificação do passeio aleatório simples que pode ser
definido da seguinte maneira. Inicialmente, cada x ∈ Zd é “especial” com
probabilidade p(x); em seguida, em cada śıtio especial modificamos as proba-
bilidades de transição para criar uma deriva direcionada para fora da origem
(no caso do passeio aleatório simples em dimensão um ou dois) ou para a ori-
gem (em dimensões maiores que dois), construindo assim um meio aleatório.
Provamos algumas condições suficientes para transitoriedade e recorrência
do passeio em função do comportamento assintótico da função p(x).

Propagação de onda aleatória. Consideramos uma cadeia de Markov
ηt ∈ Zs, onde s é o número dos śıtios de um grafo G. Podemos representar
cada estado de ηt como s colunas com alturas inteiras. A dinâmica incre-
menta as alturas das colunas e favorece os estados, onde as alturas de colunas
vizinhas são iguais. As condições de fronteira são representadas por colunas
adicionais com alturas que podem assumir valores constantes +∞ ou ∞.
Estudamos a evolução da forma em função das condições de fronteira. Pro-
vamos condições suficientes para ergodicidade e não ergodicidade da cadeia
de Markov vista da altura de alguma coluna, isto é, da cadeia de Markov
(ηt(i)− ηt(1), i = 2, . . . , s).



Fuga de massa em processos de alcance nulo multidimensionais
com taxas aleatórias. Consideramos um processo multi-dimensional com
alcance nulo com taxas λxp(y−x), onde

∑
p(x) = 1 e as variáveis aleatórias

{λx} são i.i.d. e λ0 ∈ (c, 1]. Para cada realização do meio λ = {λx} o
processo com alcance nulo tem medidas invariantes {νλ,v : 0 ≤ v ≤ c}. Seja
µ uma medida de probabilidade tal que o número de part́ıculas no śıtio x
cresce menos que exponencialmente quando ‖x‖ converge para o infinito µ-
q.c. Designando por Sλ(t) o semigrupo do processo, provamos que todos os
limites fracos do conjunto {µSλ(t), t ≥ 0} quando t → ∞ são dominados,
na ordenação parcial natural, por νλ,c. Isto implica que quando o processo
começa com uma medida com densidade acima da densidade cŕıtica o limite
é dominado por νλ,c caracterizando uma ”fuga de massa”.



Abstract

We prove four results.

On the connection between oriented percolation and contact pro-
cess. We study the contact process in Zd and a family of two-parametric
oriented percolation models in Zd × Z+. It is proved that the derivative at
the endpoint of the critical curve for percolation exists and its absolute value
coincides with the critical rate for the corresponding contact process.

On a many-dimensional random walk in a rarefied random envi-
ronment. We consider a modification of the Simple Random Walk (SRW),
which can be described as follows. Initially, any x ∈ Zd becomes “special”
with probability p(x); then, in all special sites we modify the transition pro-
babilities in order to create a drift which is directed outwards the origin (in
the case of one- or two-dimensional SRW) or towards the origin (for higher
dimensions), thus constructing a random environment. Then, based on the
asymptotic behaviour of the function p(x), we give some sufficient conditions
for transience and recurrence.

Models of wave front propagation. We consider models of wave front
propagation described by Markov chains. These Markov chains correspond to
physical models of crystal growth. For the model that is based on a so called
simple chain graph we study the ergodicity with respect to the boundary
conditions at two points. For the other model that is based on a tree graph
the boundary conditions are at one point but the set of admissible values for
the matrix of transition probabilities is bigger. We use martingale techniques.



Loss of mass in multi-dimentional zero-range processes with ran-
dom rates. We consider a multi-dimensional zero-range process with site
dependent jump rates λxp(y − x), where

∑
p(x) = 1. The random va-

riables {λx} are i.i.d. and λ0 ∈ (c, 1]. For every realization of the en-
vironment λ = {λx} the zero-range process has some invariant measures
{νλ,v : 0 ≤ v ≤ c}. Let µ be any probability measure such that the number
of particles per site x grows less than exponentially as ‖x‖ tends to infinity
µ-a.s. Denoting by Sλ(t) the semigroup of the process, we prove that all
weak limits of the set {µSλ(t), t ≥ 0} as t →∞ are dominated, in the natu-
ral partial order, by νλ,c. This implies that when the process starts with a
measure with density above the critical one any limit measure is dominated
by νλ,c, therefore we see a “loss of mass”.



Estrutura da tese

Cada caṕıtulo corresponde a um dos quatro problemas. Os Caṕıtulos 1, 2, 3,
e 4 são baseados nos artigos [1], [2], [3], e [4] respectivamente. Cada caṕıtulo
contem a introdução, a formulação dos resultados e as provas.



Sumário

1 Percolação orientada e processo de contato 1
1.1 Introdução e resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Processo de contato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Percolação orientada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.3 Resultado principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Provas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.1 Prova de (1.2.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Prova de (1.2.2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Caṕıtulo 1

Uma conexão entre percolação
orientada e o processo de
contato

1.1 Introdução e resultados

Quando um modelo de percolação depende de alguns parâmetros p̃1, . . . , p̃k, é
natural pensar sobre a “curva cŕıtica” (ou “superf́ıcie critica”, quando k ≥ 3)
no espaço dos parâmetros. A “curva critica” é definida como a borda da
região

H = {p̃1, . . . , p̃k tal que a percolação não ocorre} ⊂ [0, 1]k.

A continuidade da curva (pelo menos para o caso de grafo “bom”) é pro-
vada por Menshikov em [9]. Aqui “bom” significa que o grafo satisfaz algu-
mas condições geométricas (cf. [9]), que não formularemos. As propriedades
da curva critica para o modelo de percolação “mixto” foram estudadas por
Chayes e Schonmann em [6]. Eles provaram Lipschitz-continuidade da curva
e usaram este fato para estabelecer relações entre as probabilidades cŕıticas
para os modelos correspondentes de percolação de śıtios e de elos.

A existência da derivada e as propriedades anaĺıticas desta curva são pro-
blemas mais complicados. Nossa abordagem é ilustrada no exemplo seguinte.
Vamos considerar um modelo de percolação orientada em Z2

+, onde os elos
horizontais são abertos com probabilidade p e os elos verticais são abertos
com probabilidade q. Se p estiver perto de 0 e q perto de 1, rescalonando a
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direção vertical, o modelo aproxima a construção gráfica de Harris do pro-
cesso de contato. Esta idéia é usada para provar que para uma famı́lia de
modelos de percolação orientada com dois parâmetros em Zd×Z+ a derivada
no ponto final da curva cŕıtica existe e o valor absoluto da derivada coincide
com a taxa cŕıtica do processo de contato correspondente.

O presente caṕıtulo é organizado do seguinte modo. Primeiro, definimos
o processo de contato na Seção 1.1.1 e a percolação orientada na Seção 1.1.2.
O resultado principal é formulado na Seção 1.1.3. A prova do resultado é
dividida em duas partes. Primeiro, se o processo de contato for supercŕıtico,
então, usando métodos de acoplamento, provamos que a famı́lia correspon-
dente de modelos de percolação orientada está na fase supercŕıtica também
(a Seção 1.2.1). Depois, se o processo de contato for subcŕıtico, então, usando
o decaimento exponencial para o processo de contato na fase subcŕıtica e a
convergência fraca [5], provamos que uma outra famı́lia de modelos de per-
colação está na fase subcŕıtica (a Seção 1.2.2).

1.1.1 Processo de contato

Definimos o processo de contato em Zd com alcance finito. Usamos a cons-
trução gráfica de Harris. Notação: N = {1, 2, . . .}, Z+ = {0, 1, 2, . . .},
R+ = [0,∞).

Fixamos M ∈ N; sejam a1, . . . , aM vetores de Zd e p1, . . . , pM > 0 tal
que

∑M
i=1 pi = 1. Vamos usar estes parâmetros nas definições de ambos os

modelos (cf. a Seção 1.1.2).
Por CP[λ, δ] denotamos o processo de contato definido do seguinte modo.

Consideramos o grafo Zd ×R+, onde Zd representa a componente de espaço
e R+ representa o tempo. Em cada linha de tempo {x} ×R+, x ∈ Zd temos
um processo pontual de Poisson com taxa δ. Os pontos são chamados mortes.
Para i = 1, . . . , M , entre cada par das linhas de tempo {x1}×R+ e {x2}×R+

com x2 − x1 = ai, temos um processo de flechas de x1 para x2 com taxa λpi

orientadas de x1 para x2. Todos os processos são mutuamente independentes.
Seja Bi o conjunto de começos de flechas com vetor ai, seja Ei o conjunto de
finais de flechas com vetor ai, e seja D o conjunto das mortes, i = 1, . . . ,M.
Note que Bi,Ei,D ⊂ Zd × R+ são conjuntos aleatórios e Ei = Bi + (ai, 0).

Definição 1.1.1. Dizemos que existe um caminho de (x, s) para (y, t) se
existem uma seqüencia de momentos de tempo s = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤
tn+1 = t e uma seqüencia de śıtios x0 = x, x1, . . . , xn−1, xn = y tal que

2



• para i = 1, 2, . . . , n existem as flechas de xi−1 para xi no momentos de
tempo ti.

• se ti < ti+1, então nos segmentos verticais {xi} × (ti, ti+1) não tem
nenhuma morte, i = 0, 1, . . . , n.

Note que quase certamente não existem dois pontos de
⋃M

i=1 Bi ∪D tais
que eles tem as segundas coordenadas iguais (a segunda coordenada significa
o tempo).

Seja C um subconjunto(aleatório) de Zd × R+ definido por

C = {(x, t) : existe um caminho de (0, 0) para (x, t)}.
Um ponto x é chamado infectado no momento de tempo t se (x, t) ∈ C.

Seja θ(λ, δ) = Pλ,δ{C é ilimitado}.
Usando o argumento de rescalonamento de tempo, obtemos θ(λ, δ) =

θ(λ/δ, 1), onde δ > 0. É evidente que θ(0, 1) = 0 e que θ(ρ, 1) é uma função
não decrescente de ρ, então podemos definir o valor critico ρc = sup{ρ :
θ(ρ, 1) = 0}. Sabemos que 0 < ρc < ∞ (cf. [11], Capitulo 6).

1.1.2 Percolação orientada

Seja 〈(x, n), (y,m)〉 um elo orientado de (x, n) para (y, m), x, y ∈ Zd, n,m ∈
Z+,

~L0 = {〈(x, n), (x, n + 1)〉 : x ∈ Zd, n ∈ Z+},
~Li = {〈(x, n), (x + ai, n)〉 : x ∈ Zd, n ∈ Z+},

e ~L = ~L0 ∪ (
⋃M

i=1
~Li). Onde ai,M , e pi, i ∈ {1, . . . , M}, são definidos na

Seção 1.1.1.
Por OP[p, q] denotamos o modelo de percolação definido do seguinte

modo. O grafo é (Zd × Z+, ~L). Os elos são abertos ou fechados indepen-

dentemente. Cada elo de ~L0 é aberto com probabilidade q e fechado com
probabilidade 1−q. Cada elo de ~Li é aberto com probabilidade ppi e fechado
com probabilidade 1− ppi. Aqui q ∈ [0, 1], p ∈ [0, p̂], onde

p̂ = ( max
1≤i≤M

pi)
−1.

O aglomerado C̃ é o subconjunto aleatório de Zd × Z+ definido por

C̃ = {(x, t) : existe um caminho de (0, 0) para (x, t)}.
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Seja θ̃(p, q) = P{C̃ é ilimitado}.
Obviamente, para todo q 6= 1 temos θ̃(0, q) = 0. θ̃(p, q) é uma função não

decrescente de p quando q é fixo, e é uma função não decrescente de q quando
p é fixo. Então podemos definir a curva critica pc(q) = sup{p : θ̃(p, q) = 0}
(vamos supor que sup∅=0). Obviamente, pc(1) = 0 e pc(0) = p∗ ≤ p̂.

1.1.3 Resultado principal

Nosso resultado é que a derivada no ponto final da curva cŕıtica existe e o
valor absoluto da derivada coincide com a taxa cŕıtica do processo de contato.
Mais precisamente,

Teorema 1.1.1. Existe a derivada

dpc

dq
(1) = −ρc.

Uma conseqüência interessante deste teorema é o seguinte

Corolário.
dp̃c

dq̃
(1) = −ρ̃c,

dp̃c

dq̃
(0) = − 1

ρ̃c

,

onde ρ̃c é a taxa cŕıtica para o processo de contato em dimensão um (cf. o
Caṕıtulo 6 de [7]) e p̃c(q̃) é a curva cŕıtica da percolação orientada clássica,
com dois parâmetros, em Z2

+. Neste caso usamos o Teorema 1.1.1 com d =
1, M = 1, a1 = 1, p1 = 1 e um argumento de simetria esboçado na figura 1.1.

Note que o valor simulado de ρ̃c é 3.306±0.002, estimativas rigorosas são
2.577 . . . ≤ ρ̃c ≤ 3.882 . . . (cf. [7], o Caṕıtulo 6, e as referências bibliográficas
ali).

1.2 Provas

Para provar o teorema temos que provar que

lim sup
h→0+

pc(1− h)

h
≤ ρc, (1.2.1)

lim inf
h→0+

pc(1− h)

h
≥ ρc. (1.2.2)

Nas provas das (1.2.1) e (1.2.2) duas abordagens diferentes são usadas (cf. as
Seções 1.2.1 e 1.2.2).
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Figura 1.1: cot α = ρc

1.2.1 Prova de (1.2.1)

Para t ∈ R+ seja ξt o conjunto aleatório definido por

ξt := {x ∈ Zd : existe um caminho de (0, 0) até (x, t) para CP[λ, δ]}.
Para n ∈ Z+ seja ηn o conjunto aleatório definido por

ηn := {x ∈ Zd : existe um caminho de (0, 0) até (x, n) para OP[p, q]}.
Para aliviar notação ξt e ηn não levam ı́ndices λ, δ, p, q.

Definição 1.2.1. Seja h > 0. Dizemos que CP[λ, δ] é h-dominado por
OP[p, q] se existe um acoplamento tal que ξnh ⊂ ηn para todo n ∈ Z+.
Notação:

CP[λ, δ] 4h OP[p, q].

O seguinte teorema é vital para a prova de (1.2.1).

Teorema 1.2.1. Dados λ, ε > 0, existem h0, σ1, σ2 > 0 tais que λ−σ1

1+σ2
> λ−ε

e, para h ∈ (0, h0), temos

CP[λ− σ1, 1 + σ2] 4h OP[λh, 1− h].
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Prova. Para provar este teorema, precisamos dos seguintes lemas e definições.
Por DOP[p, q] denotamos o modelo de percolação localmente dependente

definido no grafo (Zd × Z+, ~L) do seguinte modo:

• cada elo de
⋃M

i=1
~Li é fechado ou aberto independente de todos os outros

elos,

• cada elo de ~Li é aberto com probabilidade ppi e fechado com probabi-
lidade 1− ppi, i = 1, . . . , M,

• seja b ∈ ~L0 e

Sb =
{

b̃ ∈
M⋃
i=1

~Li : o ponto final de b̃ coincide com o começo de b
}

;

se existe um elo aberto b̃ ∈ Sb, então o elo b é aberto; se todos os elos
de Sb são fechados, então b é aberto com probabilidade q e fechado com
probabilidade 1− q independente dos elos de ~L \ (Sb ∪ {b}).

Notamos que a definição semelhante à Definição 1.2.1 pode ser dada para
DOP[p, q]. Somente substitúımos ηn com ηD

n e OP[p, q] com DOP[p, q].

Definição 1.2.2. Dizemos que DOP[p, q] é dominado por OP[p̃, q̃] se existe
um acoplamento tal que ηD

n ⊂ ηn para todo n ∈ N. Notação: DOP[p, q] 4
OP[p̃, q̃].

Lema 1.2.1. Dados h, λ, δ > 0, temos

CP[λ, δ] 4h DOP[1− exp(−λh), exp(−δh)].

Prova. Aqui nós vamos construir um acoplamento de CP[λ, δ] e DOP[1 −
exp(−λh), exp(−δh)]. Seja ω uma realização de CP[λ, δ]. Usando ω, cons-
trúımos a realização ω̃ de DOP[1− exp(−λh), exp(−δh)] do seguinte modo:

• o elo 〈(x, n), (x + ai, n)〉 é aberto se (x × [nh, (n + 1)h]) ∩Bi 6= ∅, e
fechado no caso contrário, i = 1, . . . , M ;

• o elo 〈(x, n), (x, n + 1)〉 é aberto se (x × (nh, (n + 1)h)) ∩ D = ∅, ou
(x× [nh, (n + 1)h]) ∩ Ei 6= ∅ para algum i.
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Dado h, seja Eh um evento tal que

( M⋃
j=1

Bj ∪D
)
∩

(
Zd × {nh : n ∈ Z+}

)
6= ∅.

Usando o fato simples que probabilidade de Eh é igual a zero, é fácil ver que
o processo constrúıdo é DOP[1− exp(−λh), exp(−δh)].

Agora vamos provar a dominação, i.e., ξkh ⊂ ηD
k para todo k. A prova é

por indução sobre k. Para k = 0, temos ξ0 = {0} = ηD
0 .

Suponhamos que ξkh ⊂ ηD
k para algum k ∈ Z+, vamos provar que

ξ(k+1)h ⊂ ηD
k+1.

Seja x ∈ ξ(k+1)h∩ξkh; então x ∈ ηD
k e, ou D∩({x}×(kh, (k+1)h)) = ∅, ou

existe i tal que Ei∩ ({x}× [kh, (k +1)h]) 6= ∅, assim, o elo 〈(x, k), (x, k +1)〉
é aberto e x ∈ ηD

k+1.
Seja x ∈ ξ(k+1)h e x /∈ ξkh; então existe y ∈ ξkh tal que existe um caminho

de (y, kh) até (x, (k + 1)h) para CP[λ, δ]. Portanto, existe um caminho de
(y, k) até (x, k) para o modelo da percolação localmente dependente e existe
i tal que Ei ∩ ({x} × [kh, (k + 1)h)]) 6= ∅, logo 〈(x, k), (x, k + 1)〉 é aberto e
x ∈ ηD

k+1.

Lema 1.2.2. Dado λ, ε > 0, existem h0, σ2, σ1 > 0, σ2 > σ1 tais que
λ−σ1

1+σ2
> λ− ε e para todo h < h0

DOP[1− exp(−(λ− σ1)h), exp(−(1 + σ2)h)] 4 OP[λh, 1− h]. (1.2.3)

Prova. Dado b ∈ ~L, introduzimos uma variável aleatória Z(b) do seguinte
modo: Z(b) = 1 se b é aberto e Z(b) = 0 se b é fechado para OP[p, q]. Para
DOP[p, q] introduzimos ZD(b) de modo análogo. Para aliviar notação, Z(b)
e ZD(b) não levam ı́ndices p e q.

Seja b0 ∈ ~L0. Lembramos que

Sb0 =
{

b̃ ∈
M⋃
i=1

~Li : o ponto final de b̃ coincide com o começo de b0

}
.

Notamos que Sb0 = {b1, . . . , bM}, onde bi ∈ ~Li. Lembramos que a famı́lia
das variáveis aleatórias {ZD(b0)} ∪ {ZD(b) : b ∈ Sb0} é independente da

famı́lia {ZD(b̃0)} ∪ {ZD(b) : b ∈ Sb̃0
} para b0 6= b̃0 ∈ ~L0 (cf. a definição de

DOP).
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Portanto, para provar a dominação (1.2.3), é suficiente provar que

P{Z(b0) = α0, Z(b1) = α1, . . . , Z(bM) = αM}
≥ P{ZD(b0) = α0, Z

D(b1) = α1, . . . , Z
D(bM) = αM} (1.2.4)

para qualquer (α0, α1, . . . , αM) 6= (0, 0, . . . , 0), αi ∈ {0, 1}.
Note que

P{ZD(b0) = 0, ZD(b1) = α1, . . . , Z
D(bM) = αM} = 0

para qualquer (α1, . . . , αM) 6= (0, . . . , 0).
As seguintes cálculos (1.2.5)–(1.2.8) mostram que (1.2.4) é cumprida. De

fato, para h suficientemente pequeno, σ1 < λ, e σ2 > σ1, o lado direito de
(1.2.5) é maior que o lado direito de (1.2.6) para todo A ⊂ {1, 2, . . . , M}, e
o lado direito de (1.2.7) é maior que o lado direito de (1.2.8).

Seja A ⊂ {1, 2, . . . , M}, A 6= ∅, B = {1, 2, . . . , M} \ A.

P{Z(b0) = 1, Z(bi) = 1, i ∈ A,Z(bj) = 0, j ∈ B}
= (1− h)

∏
i∈A

λhpi

∏
j∈B

(1− λhpj) = h|A|λ|A|
∏
i∈A

pi + O(h|A|+1). (1.2.5)

P{ZD(b0) = 1, ZD(bi) = 1, i ∈ A,ZD(bj) = 0, j ∈ B}
=

∏
i∈A

(1− exp(−(λ− σ1)h))pi

∏
j∈B

(1− (1− exp(−(λ− σ1)h))pj)

= h|A|(λ− σ1)
|A| ∏

i∈A

pi + O(h|A|+1). (1.2.6)

P{Z(b0) = 1, Z(bi) = 0, i = 1, 2, . . . , M}

= (1− h)
M∏
i=1

(1− λhpi)

= 1− (1 + λ)h + O(h2), (1.2.7)

lembramos que
∑M

i=1 pi = 1.

P{ZD(b0) = 1, ZD(bi) = 0, i = 1, 2, . . . , M}

= exp(−(1 + σ2)h)
M∏
i=1

(1− (1− exp(−(λ− σ1)h))pi)

= 1− (1 + λ + σ2 − σ1)h + O(h2). (1.2.8)
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Combinando o Lema 1.2.1 com o Lema 1.2.2, completamos a prova.

Usando o Teorema 1.2.1, obtemos (1.2.1) do seguinte modo. Seja λ > ρc.
Então existe ε > 0 tal que ρc < λ− ε. Do Teorema 1.2.1 segue que existem
h0, σ1, σ2 > 0 tais que

CP[λ− σ1, 1 + σ2] 4h OP[λh, 1− h], (1.2.9)

onde λ−σ1

1+σ2
> λ−ε e h ∈ (0, h0). Portanto, λ−σ1

1+σ2
> ρc. Logo, θ(λ−σ1, 1+σ2) >

0. Combinando isto com (1.2.9), temos θ̃(λh, 1 − h) > 0. Isto implica que
pc(1 − h) ≤ λh para todo h ∈ (0, h0). Como podemos escolher qualquer
λ > ρc, temos (1.2.1).

1.2.2 Prova de (1.2.2)

O seguinte teorema é vital para a prova de (1.2.2).

Teorema 1.2.2. Dado λ < ρc, existe h0 > 0 tal que para todo 0 < h < h0 o
modelo de percolação OP [λh, 1− h] não percola.

Nota 1. Para o processo de contato unidirecional e unidimensional o método
de acoplamento também pode ser usado na região subcŕıtica do processo de
contato, mas o método não funciona para o processo de contato geral.

Prova. Para provar o teorema usamos o seguinte plano:

1. Constrúımos uma aproximação discreta de CP[λ, δ]. Para a apro-
ximação usamos a notação CPh[λ, δ], h > 0.

2. Usamos o decaimento exponencial do tamanho do cluster para o pro-
cesso de contato subcŕıtico (cf. [5]) para provar que para CP[λ, δ] o
número médio de part́ıculas infetadas no momento t é menor que 1 se
começar com uma part́ıcula infectada no momento 0 (o Lema 1.2.3).
Provamos que CPh[λ, δ] tem a mesma propriedade se h é suficiente-
mente pequeno (o Lema 1.2.6). Para provar a Lema 1.2.6 usamos

• o decaimento exponencial do tamanho da região que contem todas
as part́ıculas infetadas até algum momento fixo do tempo t0 (o
Lema 1.2.4);
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• a convergência fraca da famı́lia dos processos CPh[λ, δ] para o
processo CP0[λ, δ] quando h → 0 (cf. [5]).

3. Construindo um acoplamento de CPh[λ, δ] e OP[λh, 1−h], obtemos que
Eηn < 1 para algum n ∈ N (o Lema 1.2.7); ηn é definido no começo da
Seção 1.2.1.

4. Usamos o método de gerações (o Lema 1.2.8) e a coincidência dos pon-
tos (curvas) cŕıticos (cŕıticas) para os modelos de percolação para obter
que OP[λh, 1− h] não percole.

Passo 1. Seja Pλ,δ a medida que corresponde a CP[λ, δ]. Dado h > 0 tal
que hδ < 1 e hλ < 1, sejam {Xh(x, k) : x ∈ Zd, k ∈ Z+} e {Yh(x, k, i) : x ∈
Zd, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ M} umas variáveis aleatórias independentes que tomam
valores 0 e 1, tais que

P{Xh(x, k) = 0} = hδ, P{Yh(x, k, i) = 1} = hλpi.

Por CPh[λ, δ] denotamos o seguinte modelo. Em (x, hk) temos um ponto
do morte se Xh(x, k) = 0 e temos uma flecha de x para x + ai no momento
hk + 1

2
h se Yh(x, k, i) = 1, x ∈ Zd, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ M . Por Ph

λ,δ denotamos
a medida induzida por esta construção.

No espaço dos configurações de CP[λ, δ] a topologia de Skorohod pode
ser definida (cf. [5], a Seção 2). Sabemos que Ph

λ,δ converge fracamente para
Pλ,δ quando h → 0 (cf. [5]).

Passo 2. Seja |ξt| o número de pontos infetados para CP[λ, δ] no momento t
se a configuração inicial do processo (no momento 0) é um ponto infectado
no 0 e todos os outros pontos não infetados.

Lema 1.2.3. Se λ/δ < ρc, então existe t = t(λ, δ) > 0 tal que Eλ,δ|ξt| < 1

Prova. Como Eλ,δ

∫∞
0
|ξt|dt < ∞ quando λ/δ < ρc (cf. [5]), temos

∫ ∞

0

Eλ,δ|ξt|dt = Eλ,δ

∫ ∞

0

|ξt|dt < ∞,

o que facilmente implica que Eλ,δ|ξt| < 1 para algum t.

Seja ‖ξt‖ = sup{‖x‖ : x ∈ ξt}, onde ‖ · ‖ é o norma euclidiana em Rd.
Daqui para frente vamos usar a notação CP0[λ, δ] := CP[λ, δ]. Definimos

ξh
t , |ξh

t |, e ‖ξh
t ‖ para o processo CPh[λ, δ] de modo análogo à definição de
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ξt, |ξt|, e ‖ξt‖ para o processo CP[λ, δ]. Note que ξ0
t é somente uma notação

alternativa para ξt. Por questão de simplicidade, daqui para frente não usa-
mos os subscripts λ e δ de P e E.

Lema 1.2.4. Seja δ = 1. Então dados t0, λ, existem N0, h0, α > 0 tais que
para todo N > N0 e para todo h ∈ [0, h0) temos

P{‖ξh
t ‖ > N para algum t ≤ t0} ≤ exp(−αN). (1.2.10)

Nota 2. A prova do lema para d = 1 é bastante trivial, mas para d > 1 temos
que trabalhar mais. Existem os resultados para o modelo de crescimento de
Richardson (cf. [12]) que domina o processo de contato, mas precisamos das
estimativas uniformes em h.

Prova. Seja s ∈ R, s > h. Definimos o modelo GRs,h[λ] e constrúımos um
acoplamento de GRs,h[λ] com CPh[λ, δ] do seguinte modo.

Primeiro, introduzimos uma famı́lia de variáveis aleatórias {Uh(x, k, i)}.
Para x ∈ Zd, k ∈ Z+, i ∈ {1, . . . ,M}, seja U0(x, k, i) = 1 se ({x} ×

[sk, (k + 1)s)) ∩Bi 6= ∅; no caso contrário U0(x, k, i) = 0.
Para h > 0, seja Uh(x, k, i) = 1 se existe m ∈ Z tal que Yh(x,m, i) = 1 e

mh + 1
2
h ∈ [ks, k(s + 1)); no caso contrário Uh(x, k, i) = 0.

Por GRs,h[λ] denotamos o seguinte modelo. Existe uma flecha de x para
x + ai no momento ks se Uh(x, k, i) = 1; no caso contrário neste momento
não tem a flecha. O processo GRs,h[λ] não tem mortes.

É claro que θs,h
t ⊃ ξh

t para todo t ∈ R+, onde θs,h
t é o conjunto aleatório

{x ∈ Zd : existe um caminho de (0, 0) até (x, t) para GRs,h[λ]},

aqui usamos a noção do caminho da Definição 1.1.1.
Temos

P{Uh(x, k, i) = 1} ≤ 1− (1− hλpi)
bs/hc+1 → 1− exp(−λspi)

quando h → 0 e P{U0(x, k, i) = 1} = 1−exp(−λspi), i = 1, . . . , M . Portanto
dado P0 > 0, existem s e h0 = h0(s) tais que P{Uh(x, k, i) = 1} ≤ P0 para
todo h ∈ [0, h0).

Seja ‖θs,h
t ‖ = sup{‖x‖ : x ∈ θs,h

t } e a = maxi=1,...,M ‖ai‖. Note que M é o

degrau dos vértices do grafo G = (Zd,
⋃M

i=1
~Li). Se ‖θs,h

t ‖ > N , então existe

11



um caminho formado por pelo menos bN/ac flechas ordenadas no tempo.
Portanto,

P{‖θs,h
t ‖ > N para algum t ≤ t0} ≤

∞∑

n=bN/ac
P n

0 (M + 1)n+bt0/sc+1,

onde (M +1)n+bt0/sc+1 é uma estimativa de cima para o número dos caminhos
de cumprimento n (i.e., n flechas) que chegam ao momento t0. Cada caminho
tem n flechas no espaço e menos que bt0/sc + 1 peŕıodos de tamanho s no
tempo (o último peŕıodo pode ser menor que s).

Podemos usar P0 tal que P0(M + 1) < 1 e depois escolher N0 e α.

Para CPh[λ, δ], h ≥ 0 vamos por ξh
t (x) = 1 se existe um caminho de (0, 0)

para (x, t) e ξh
t (x) = 0 se não existe o caminho.

Como |ξh
t | =

∑
x∈Zd ξh

t (x), segue que E|ξh
t | =

∑
x∈Zd Eξh

t (x).

Lema 1.2.5. Dados t e x,

Eξh
t (x) → Eξ0

t (x) quando h → 0. (1.2.11)

Prova. Dado t, seja Λ = Λ(N) = {(x, s) : ‖x‖ ≤ N, s ≤ t}. Suponhamos que
ξh,Λ
t (x) é uma variável aleatória tomando valores 0 e 1 tal que ξh,Λ

t (x) = 1
se existe um caminho de (0, 0) para (x, t) que está inteiramente em Λ, e
ξh,Λ
t (x) = 0 se não existe o caminho, aqui usamos CPh[λ, δ], h ≥ 0. Claro que

|Eξh
t (x)− Eξh,Λ

t (x)| ≤ P{‖ξh
s ‖ > N para algum s ≤ t}. (1.2.12)

Dados x, t, Λ, definimos o evento A = {ξh,Λ
t (x) = 1}. Seja ∂A a borda de

A na topologia de Skorohod. Não é dif́ıcil obter que Pλ,δ{∂A} = 0. Portanto,
usando a convergência fraca, obtemos que dados x, t, e Λ, temos

Eξh,Λ
t (x) → Eξ0,Λ

t (x) as h → 0. (1.2.13)

Combinando (1.2.12), (1.2.13), e (1.2.10), completamos a prova.

Lema 1.2.6. Dado t, temos

E|ξh
t | → E|ξ0

t | quando h → 0. (1.2.14)
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Prova. Usando o Lema 1.2.5, temos que dado N ,

∑

‖x‖<N

ξh
t (x) →

∑

‖x‖<N

ξt(x) (1.2.15)

quando h → 0.
É claro que

E
( ∑

‖x‖≥N

ξh
t (x)

)
≤

∞∑
m=N

CmdP{‖ξh
t ‖ ≥ m}, (1.2.16)

onde C é tal que

#{x ∈ Zd : m ≤ ‖x‖ < m + 1} ≤ Cmd.

De (1.2.16) e o Lema 1.2.4, segue que dados ε, t > 0, existem N e h0 > 0
tais que ∑

‖x‖>N

Eξh
t (x) < ε (1.2.17)

para todo h ∈ [0, h0).
Combinando (1.2.15) e (1.2.17), completamos a prova do Lema 1.2.6.

Passo 3. Seja ηm(x) = 1 se existe um caminho de (0, 0) até (x,m) para
OP[p, q]; no caso contrário ηm(x) = 0. Seja |ηn| =

∑
x∈Zd ηn(x).

Lema 1.2.7. Se para alguns t0, λ, e δ temos

E|ξt0| < 1, (1.2.18)

então existe h0 > 0 tal que dado h ∈ (0, h0), existe n tal que

E|ηn| < 1, (1.2.19)

onde ξt corresponde a CP[λ, δ] e ηn a OP[λh, 1− δh].

Prova. De (1.2.14) e (1.2.18), segue que existem h1 > 0 e ε1 > 0 tais que
para todo h ∈ (0, h1), temos

E|ξh
t0
| < 1− ε1, (1.2.20)
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onde ξh
t corresponde a CPh[λ, δ]. Seja também h1 suficientemente pequeno

e tal que λh1 < 1 e 1 − δh1 > 0. Agora dado h ∈ (0, h1), constrúımos um
acoplamento de CPh[λ, δ] e OP[λh, 1− δh] do seguinte modo:

Z(〈(x, n), (x, n + 1)〉) = Xh(x, n + 1),

Z(〈(x, n), (x + ai, n)〉) = Yh(x, n, i),

onde i = 1, . . . , M, x ∈ Zd, n ∈ Z+, Z(·) é definido na prova do Lema 1.2.2,
e Xh(·) e Yh(·) são da definição de CPh[λ, δ].

Denotamos Bh = {t ∈ R+ : t − bt/hch ≥ h/2}. Vamos provar que dado
t ∈ Bh, temos

ξh
t ⊃ ηbt/hc. (1.2.21)

A fim de provar este fato usamos indução sobre k = bt/hc.
Seja k = 0. Se η0(x) = 1, então existe um caminho de (0, 0) até (x, 0)

para OP[λh, 1 − δh]. Portanto, existe um caminho de (0, h/2) até (x, h/2)
para CPh[λ, δ]. Logo, ξh

t ⊃ ηbt/hc para t tal que bt/hc = 0 e t ∈ Bh.
Suponhamos que ξh

t ⊃ ηbt/hc para bt/hc = k e t ∈ Bh. Vamos provar que
ξh
u ⊃ ηbu/hc para bu/hc = k + 1, u ∈ Bh.

Seja x ∈ ηk+1. Então existe y ∈ ηk tal que ou existe um caminho de
(y, k+1) até (x, k+1) para OP[λh, 1−δh] ou x = y. Portanto, Xh(y, k+1) =
1, y ∈ ξh

t , e existe um caminho de (y, (k + 1)h + h/2) até (x, (k + 1)h + h/2)
para CPh[λ, δ] se x 6= y. Logo, x ∈ ξh

u .
Isto completa a prova de (1.2.21).
Usando (1.2.21), para t ∈ Bh temos

E|ξh
t | ≥ E|ηbt/hc|. (1.2.22)

Se t0 ∈ Bh, então (1.2.19) com n = bt0/hc segue de (1.2.22) e (1.2.20).
Suponhamos que t0 /∈ Bh. Então t0 − h/2 ∈ Bh. Portanto, de (1.2.22)

segue que
E|ξh

t0−h/2| ≥ E|ηb(t0−h/2)/hc|. (1.2.23)

Vamos provar que dado ε2 > 0, existe h2 > 0 tal que para todo h ∈ (0, h2)
temos ∣∣E|ξh

t0
| − E|ξh

t0−h/2|
∣∣ < ε2. (1.2.24)

Do Lema 1.2.4, analogamente a como obtemos (1.2.17), temos que dado
ε3 > 0, existem N e h3 > 0 tais que para todo h ∈ (0, h3), temos

∑

‖x‖>N

Eξh
s (x) < ε3, (1.2.25)
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onde s ∈ {t0, t0 − h/2}.
É fácil ver que dado h, temos

|Eξh
t0
(x)− Eξh

t0−h/2(x)| ≤ P{Xh(x, bt0/hc) = 0} ≤ δh. (1.2.26)

Usando (1.2.25) e (1.2.26), obtemos (1.2.24).
De (1.2.20), (1.2.24) com ε2 = ε1 e (1.2.23) segue que (1.2.19) com n =

b(t0 − h/2)/hc.
Passo 4.

Lema 1.2.8. Suponhamos que existe n ∈ N tal que E|ηn| < 1. Então E|C̃| <
∞.

Prova. A prova do lema segue facilmente da idéia que é análoga ao “método
de gerações” (cf. [13]).

Seja ζ0 = E|η0| = 1, ζn = E|ηn|. Então E|C̃| = ∑∞
i=0 ζi.

Seja ζn = a < 1.
O nosso processo de percolação pode ser dominado por um processo de

ramificação correspondente. Segue que ζkn ≤ ak, k ∈ N. Portanto,

∞∑

k=1

ζkn < ∞.

É fácil verificar que no nosso caso ζ1 < K < ∞, onde K é uma constante.
Portanto, ζkn+m ≤ ζknKm, onde m < n. Logo,

∑∞
i=1 ζi < ∞.

Isto completa a prova do Teorema 1.2.2.

Obtemos (1.2.2) do Teorema 1.2.2 de modo semelhante ao que obtemos
(1.2.1) do Teorema 1.2.1 na Seção 1.2.1.
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Caṕıtulo 2

Passeio aleatório
multi-dimensional em meio
aleatório rarefeito

2.1 Introdução e resultados

É um fato bem conhecido que o passeio aleatório simples em Zd é recorrente
para d ≤ 2 e transitório para d ≥ 3. Suponhamos que o passeio aleatório sim-
ples é perturbado da seguinte maneira. Particionamos Zd em dois conjuntos
aleatórios: o conjunto dos śıtios “ordinários” e o conjunto dos śıtios “especi-
ais”, cada śıtio x é ordinario com probabilidade 1−p(x) e “especial” com pro-
babilidade p(x). Isto é feito de tal modo que a densidade dos śıtios especiais
é uma função decrescente da distância da origem. Nos śıtios ordinários o pro-
cesso comporta-se como o passeio aleatório simples, mas nos śıtios especiais a
regra do comportamento é diferente. Para os processos deste tipo, transitori-
edade/recorrência foram estudados nos artigos [15, 16, 17]. Em [16] os śıtios
especiais são armadilhas (isto é equivalente a sempre mandar a part́ıcula de
qualquer śıtio especial para a origem). Em [15] há uma ramificação nos śıtios
especiais, isto é, qualquer part́ıcula que entra num śıtio especial gera mais
part́ıculas no śıtio. Em [17] é estudado o modelo de transição de informação:
em cada śıtio especial colocamos uma part́ıcula que “dorme”; a part́ıcula
começa a se-movimentar somente quando a outra part́ıcula visita o śıtio.
Neste caṕıtulo continuamos a linha do estudo de [15, 16, 17].

Vamos descrever o modelo. A cada x ∈ Zd associamos p(x), 0 ≤ p(x) ≤ 1.
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Primeiro, cada śıtio de x ∈ Zd é especial (ou “verde”) com probabilidade
p(x). Denotamos por G o conjunto de todos śıtios especiais. Referimos ao
conjunto G como “o meio”. Os outros śıtios são chamados “ordinários”.
Depois começamos um passeio aleatório ξt em Zd com as seguintes probabili-
dades de transição. Dos śıtios ordinários a part́ıcula pula para um dos śıtios
vizinhos mais próximos com probabilidade 1/(2d). Quando x é especial, a
part́ıcula pula de x para y com probabilidade Pxy. Designamos por

M(x) =
∑

y∈Zd

(y − x)Pxy

o vetor de deriva médio de x e por ProjM(x) a projeção de M(x) para o
vetor raio x. Assumimos que Pxy são tais que

(A) ProjM(x) é direcionado para a origem se d ≥ 3, e para fora da origem
se d ≤ 2;

(B) existe D > 0 tal que se ‖x− y‖ > D, então Pxy = 0.

É importante notar que pode existir muitas escolhas posśıveis das probabi-
lidades de transição Pxy que satisfazem (A) e (B). Além disso, a não ser
o caso unidimensional, não há regra “natural” como colocar os valores das
probabilidades de transição nos śıtios especiais. Logo, daqui para frente, as-
sumimos que, no caso de d ≥ 2, para os śıtios “verdes” as probabilidades
de transição são escolhidos de algum modo tal que as Condições (A) e (B)
são cumpridas (o caso d = 1 é discutido separadamente). Sublinhamos de
novo que a regra das probabilidades de transição nos śıtios “verdes” é fixa,
no sentido que as probabilidades de transição em x somente dependem do
fato se x é “verde” ou não, e não dependem da localização dos outros śıtios
“verdes” ou das probabilidades de transição neles. Notamos também que os
resultados no caso d ≥ 2 (o Teorema 2.1.1) são válidos para qualquer escolha
das probabilidades de transição nos śıtios verdes que satisfazem (A) e (B).

Acabamos de construir um passeio aleatório no meio aleatório. Esta-
mos interessados na classificação do passeio aleatório do ponto de vista de
recorrência e transitoriedade. Note que dizemos que o passeio aleatório é
recorrente se ele é recorrente para quase todo meio, e o mesmo para a tran-
sitoriedade.

Os nossos resultados principais são os seguintes teoremas.
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Teorema 2.1.1. Se existe ε > 0 tal que para todo x suficientemente grande

p(x) ≥ 1

‖x‖1−ε
, (2.1.1)

e ‖ProjM(x)‖ ≥ a para algum a > 0, então

(a) se d = 2, então o passeio aleatório é transitório;

(b) se d ≥ 3, então o passeio aleatório é recorrente;

Se existe ε > 0 tal que para todo x suficientemente grande

p(x) ≤ 1

‖x‖1+ε
, (2.1.2)

então

(c) se d = 2, então o passeio aleatório é recorrente;

(d) se d ≥ 3, então o passeio aleatório é transitório.

Em dimensão 1 é posśıvel definir o modelo de modo mais construtivo.
Primeiro, suponhamos que temos uma função P (x), x ∈ {−D, . . . , D} e∑D

x=1 P (x) = 1. Denotamos

a+ =
D∑

x=1

xP (x),

a− = −
−1∑

x=−D

xP (x),

e suponhamos que a+ > a− > 0. Definimos o passeio aleatório em dimensão
um no meio aleatório do modo seguinte:

• para garantir que o śıtio 0 seja acesśıvel de todos os outros śıtios fixamos
os śıtios x ∈ {−D, . . . , D} como ordinários;

• se x ∈ G e |x| > D fixamos

Pxy =

{
P (y − x), se x > D,
P (x− y), se x < −D,

(2.1.3)
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Para este modelo unidimensional podemos dar uma classificação mais deta-
lhada.

Teorema 2.1.2. Seja β0 = log a+

a−
.

(i) Se
lim sup
|x|→∞

|x|p(x) < β−1
0 ,

então o passeio aleatório é recorrente q.c.;

(ii) Se
lim inf
|x|→∞

|x|p(x) > β−1
0 ,

então o passeio aleatório é transitório q.c.

Note que é posśıvel definir o modelo do modo menos construtivo, que
é análogo ao que é feito para maiores dimensões, isto é, somente pedindo
que a deriva nos śıtios verdes seja direcionado fora da origem e separado do
zero por alguma constante. Neste caso a constante β−1

0 no Teorema 2.1.2 é
substitúıda por duas outras constantes que correspondem aos casos (i) e (ii).

2.2 Provas

2.2.1 Fatos básicos

Aqui vamos formular alguns fatos conhecidos que são úteis nas provas dos
Teoremas 2.1.1 e 2.1.2.

Consideramos uma cadeia de Markov homogênea irredut́ıvel

L = {ηn}n∈N

com espaço de estados X = {x1, x2, . . .}. O conjunto X é contável.

Teorema 2.2.1 (O Teorema 2.2.2, [18]). Vamos supor que existem um
conjunto A ⊂ X e uma função f : X → R, f ≥ 0, com as seguintes
propriedades:

• existe x ∈ X \ A tal que f(x) < infy∈A f(y);

• para todo x /∈ A temos

E(f(ηt+1)− f(ηt) | ηt = x) ≤ 0.
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Então a cadeia de Markov L é transitória.

Teorema 2.2.2 (O Teorema 2.2.1, [18]). Vamos supor que existem um
conjunto finito A ⊂ X e uma função f : X → R, f ≥ 0, tais que f(xj) →
+∞ quando j →∞ e para todo x /∈ A temos

E(f(ηt+1)− f(ηt) | ηt = x) ≤ 0.

Então a cadeia de Markov L é recorrente.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [20], o Caṕıtulo IV, §3.

Teorema 2.2.3 (Kolmogorov). Seja

{bi}, i = 1, 2, . . .

uma seqüencia estritamente crescente de números positivos tal que bi → ∞
quando i → ∞. Suponhamos que {ζi}i=1,2,... uma seqüencia de variáveis
aleatórias independentes com as seguintes propriedades:

• Eζ2
i < ∞, i = 1, . . .

•
∞∑
i=1

Var ζi

b2
i

< ∞.

Então

Sn − ESn

bn

→ 0 q.c. quando n →∞, onde Sn =
n∑

i=1

ζi.

Neste caṕıtulo ξ′t é um passeio aleatório simples (que começa de 0, a não
ser que uma outra coisa é dita). O seguinte resultado pode ser achado em [14]
(o Teorema 2.2).

Lema 2.2.1. Temos

• se d = 2, x 6= 0 e n ≥ ‖x‖2, então existe c1 > 0 tal que

P[ξ′t = x para pelo menos um t = 1, . . . , n ] ≥ c1

log ‖x‖ ; (2.2.1)

• se d ≥ 3, x 6= 0 e n ≥ ‖x‖2, então existe c2 = c2(d) > 0 tal que

P[ξ′t = x for at least one t = 1, . . . , n ] ≥ c2

‖x‖d−2
. (2.2.2)
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Usamos também o seguinte fato (pode ser encontrado, por exemplo,
em [19], o Lema 5.1)

Lema 2.2.2. Se d ≥ 2, então quando x →∞ temos

E(‖ξ′k‖ − ‖ξ′k−1‖ | ξ′k−1 = x) =
d− 1

2d

1

‖x‖ + O(‖x‖−3) (2.2.3)

e

E((‖ξ′k‖ − ‖ξ′k−1‖)2 | ξ′k−1 = x) =
1

d
+ O(‖x‖−2). (2.2.4)

Precisamos também do seguinte fato elementar sobre o passeio aleatório
simples:

Lema 2.2.3. Seja ξ′n um passeio aleatório simples na dimensão 2. Seja
S(r) = {x ∈ Z2 : r ≤ ‖x‖ < r + 1}. Então existe c3 > 0 tal que dados
r1, r2 > 0 tais que r1 + 1 < r2 e x tal que r1 + 1 ≤ ‖x‖ < r2, segue que

p : = P[ξ′n atinge S(r2) antes de atingir S(r1) | ξ′0 = x]

≥ c3
log2 ‖x‖ − log2 r1

log2 r2 − log2 r1

.

Prova. É fácil provar que existe K tal que log2(‖ξ′n‖+K) é um submartingal,
isto é,

E(log2(‖ξ′n+1‖+ K)− log2(‖ξ′n‖+ K) | ξ′n = y) ≥ 0

para todo y ∈ Z2. Logo,

p log2(r2 + 1 + K) + (1− p) log2(r1 + K) ≥ log2(‖x‖+ K)

e, portanto,

p ≥ log2(‖x‖+ K)− log2(r1 + K)

log2(r2 + 1 + K)− log2(r1 + K)
≥ c3

log2 ‖x‖ − log2 r1

log2 r2 − log2 r1

para algum c3 > 0.
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2.2.2 Alguns lemas auxilares

Nesta Seção formulamos e provamos alguns resultados auxilares que são li-
gados à construção do conjunto aleatório G.

Os dois seguintes resultados seguem do lema.

Lema 2.2.4. Se d ≥ 2 e para algum ε > 0 e para todo x suficientemente
grande temos

p(x) ≥ 1

‖x‖1−ε
,

então existe ε1 > 0 tal que q.c. para todo y ∈ Zd suficientemente grande
existe z ∈ G tal que ‖y − z‖ < ‖y‖1/d−ε1.

Lema 2.2.5. Se d ≥ 2 e para algum ε > 0, temos p(x) ≤ 1
‖x‖1+ε para todo

x suficientemente grande, então existe ε2 > 0 tal que para todo x suficiente-
mente grande a bola com o centro em x e o raio ‖x‖ε2 contem no máximo d−1
śıtios verdes q.c.

O seguinte fato também vamos usar:

Lema 2.2.6. Seja d ≥ 3. Fixamos r śıtios em Zd \ {0}, onde r ≤ 2d − 1.
Seja p̃ a probabilidade que o passeio aleatório simples (começando de 0) nunca
atinge nenhum destes śıtios. Então, existe um número positivo c4 = c4(d) < 1
tal que 1− p̃ < c4 e c4 não depende das posições destes r śıtios.

Prova. Sejam y1, . . . , yr os śıtios escolhidos. Para A ⊂ Zd seja

q(x,A) = P[ξ′t começando de x atinge A].

Provamos este lema por indução sobre r.
Se r = 1, é fácil provar que existe h0 tal que se ‖x− y‖ > h0, então

P[ξ′t começando de x atinge y] <
1

2
.

Como
p′ = sup

y:‖x−y‖≤h0

q(x, {y}) < 1,

segue que 1− p̃ ≤ max{p′, 1
2
}.

Suponhamos que o lema é provado para r < 2d − 1 e vamos provar
o lema para r + 1. Seja cr a probabilidade mı́nima que o passeio aleatório
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simples começando de x em algum momento atinge {y1, . . . , yr}. Por hipótese
indutiva, cr > 0. Agora escolhemos yr+1. Note que existe hr tal que se
‖x− yr+1‖ > hr, então

P[ξ′t começando de x atinge {y1, . . . , yr+1}] < 1− cr

2
.

Como o número dos conjuntos diferentes {y1, . . . , yr} na bola com o centro
em x e o raio hr é finito, e r < 2d, e então p̃ ≥ min{1− p′, cr

2
}, segue que

p′ = sup
y1,...,yr:

‖x−yi‖≤hr

q(x, {y1, . . . , yr}) < 1.

O Lema 2.2.6 é provado.

Lema 2.2.7. (i) Suponhamos que d ≥ 3, e existe ε > 0 tal que p(x) ≤
1

‖x‖1+ε para todo x suficientemente grande. Além disso, tomamos qual-

quer ε3 < 2
d
ε e sejam m := ‖x‖1+ε3, U = {y ∈ Zd : ‖y − x‖ ≤

‖x‖ 1
2
+

ε3
2

+ε4} para qualquer ε4 > 0. Então

(i1) existem c5, c6 > 0 tais que para todo x suficientemente grande

P[ξn ∈ U para todo n ≤ m | ξ0 = x] ≥ 1− e−c5‖x‖c6 ;

(i2) existe c7 > 0 tal que para todo x suficientemente grande

m∑

k=1

P[ξk ∈ G | ξ0 = x] ≤ c7.

(ii) Suponhamos que d = 2, e existe ε > 0 tal que p(x) ≤ 1
‖x‖1+ε para todo x

suficientemente grande. Além disso, tomamos qualquer ε3 < ε e sejam
m := ‖x‖1+ε3, U = {y ∈ Zd : ‖y − x‖ ≤ ‖x‖ 1

2
+

ε3
2

+ε4} para qualquer
ε4 > 0. Então

(ii1) existem c8, c9 > 0 tais que para todo x suficientemente grande

P[ξn ∈ U para todo n ≤ m | ξ0 = x] ≥ 1− e−c8‖x‖c9 ;

(ii2) existe c10 > 0 tal que para todo x suficientemente grande

m∑

k=1

P[ξk ∈ G | ξ0 = x] ≤ c10 log2 ‖x‖.
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Prova. (i) Seja G′ = G ∩ U . Definimos as variáveis aleatórias τi e σi por:

τ0 = σ0 = 0,

τi = min{n > σi−1 : ξn ∈ G′},
σi = min{n > τi : ξn /∈ G′},

i = 1, 2 . . ., e definimos a variável aleatória N por N = max{n : τn ≤ m}.
Consideramos os seguintes eventos:

A = {ξn ∈ U para todo n ≤ m},
Cn = {τn+1 − τn > m},
Dn =

{
sup

i∈[0,(τn+1−τn)∧m]

‖ξσn+i − ξσn‖ ≤ ‖x‖ 1+ε3
2

+
ε4
3

}

H = {N ≤ ‖x‖ ε4
3 }.

Temos

P[A] ≥ P
[
H ∩

( ‖x‖
ε4
3⋂

i=1

Dn

)]
≥ P[H]−

‖x‖
ε4
3∑

i=1

P[Dn]. (2.2.5)

Note que, pelo acoplamento com o passeio aleatório simples,

‖x‖
ε4
3∑

i=1

P[Dn] ≤ e−c11‖x‖ε5 (2.2.6)

para algum c11, ε5 > 0. Podemos escrever

P[H] ≤ P[C1 . . . C‖x‖
ε4
3

] (2.2.7)

= P[C1]P[C2 | C1] · · ·P[C‖x‖
ε4
3
| C1C2 . . . C‖x‖

ε4
3 −1

]

e

P[Ci | C1 . . . C i−1] ≤ P[Ci | C1 . . . Ci−1, D1 . . . Di−1] + P[D1 . . . Di−1].
(2.2.8)

P[D1 . . . Di−1] pode ser estimado, usando (2.2.6), logo precisamos somente
provar que P[Ci | C1 . . . Ci−1, D1 . . . Di−1] ≤ c12 para algum c12 < 1.

Seja Bk = {ξτi+k ∈ G′}. Sem perda de generalidade, podemos escolher ε4

tal que 2ε4 < 2
d
ε− ε3.
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Consideramos uma partição de Zd pelos cubos

Ki1...id = {z = (z1, . . . , zd) ∈ Zd : (2.2.9)

(ik − 1)‖x‖ 1
d
+ε6 ≤ zk < ik‖x‖ 1

d
+ε6 , k = 1, . . . , d}

onde ε6 é tal que
ε3

2
+ ε4 < ε6 <

ε

d
. (2.2.10)

Consideramos os cubos Ki1...id que têm uma intersecção não vazia com a bola

U . O número ` deles é de ordem ‖x‖ d
2
−d(ε6− ε3

2
−ε4). Designamos estes cubos

por K1, . . . , K`. Para z ∈ Zd e W ⊂ Zd, denotamos também

MW (z) = E(#t ≥ 0 : ξt ∈ W | ξ0 = z) =
∞∑
i=0

1{ξi ∈ W | ξ0 = z},

PW (z) = P[ existe t > 0 : ξt ∈ W | ξ0 = z],

P ′
W (z) = P[ existe t > 0 : ξ′t ∈ W | ξ′0 = z],

(lembramos que ξ′t é um passeio aleatório simples em Zd).
Temos

m∑

k=1

P[Bk | ξ0 = x] = E
m∑

k=1

1{ξτi+k∈G′|ξ0=x} = MG′(x).

Para provar que existe c7 > 0 tal que MG′(x) ≤ c7 para todo x suficientemente
grande, é suficiente provar que existe c13 < 1 tal que para todo z ∈ G′ temos
PG′(z) < c13 se x é suficientemente grande (lembramos que G′ depende de
x). Para isso é suficiente provar que existe c13 tal que para todo z0 tal que
existe um śıtio z ∈ G′, ‖z − z0‖ < D, temos

P ′
G′(z0) < c13. (2.2.11)

Note que o lema de Borel-Cantelli implica que existe b ∈ N tal que para
todo x suficientemente grande cada um dos cubos K1, . . . , K` contem no
máximo b śıtios verdes.

Agora, vamos provar (2.2.11). Suponhamos que z0 pertence ao mesmo
cubo que x. Para todos os outros śıtios a prova é análoga. Sem perda de
generalidade, podemos considerar o śıtio x no cubo K1. Designamos por V
a bola com o centro em z0 e o raio ‖x‖ε2 .
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O Lema 2.2.5 implica que o número dos śıtios verdes dentro de V é não
maior que d − 1 < 2d − 1, logo, usando o Lema 2.2.6, obtemos que com
probabilidade pelo menos 1 − c4 o passeio aleatório nunca atinge nenhum
śıtio verde em V . Vamos denotar G′

1 = G′ ∩ (K1 \ V ), e G′
i = G′ ∩Ki para

i = 2, . . . , `. Temos

P ′
G′(z0) < c4 + P ′

G′1
(z0) +

∑̀
i=2

P ′
G′i

(z0). (2.2.12)

É claro que
P ′

G′1
(z0) ≤ bc14‖x‖−ε2(d−2), (2.2.13)

e
∑̀
i=2

P ′
G′i

(z0) ≤
∑̀
i=2

bc14

ρ(z0, Ki)d−2
, (2.2.14)

onde ρ(z0, Ki) é a distância de z0 até Ki. Um argumento geométrico elemen-
tar implica que

∑̀
i=2

1

ρ(z0, Ki)d−2
'

‖x‖1/2d−ε7∑
j=1

jd−1

(j‖x‖(1/d+ε6))(d−2)

=
1

‖x‖(1/d+ε6)(d−2)

‖x‖1/2d−ε7∑
j=1

j

' ‖x‖(1/2d−ε7)2

‖x‖(1/d+ε6)(d−2)
≤ ‖x‖−1+3/d−2ε7−ε6(d−2),(2.2.15)

onde ε7 = ε6 − ε3/2− ε4. Combinando (2.2.12), (2.2.13), (2.2.14), e (2.2.15)
obtemos

P ′
G′(z0) < c4 + bc14‖x‖−ε2 + bc14‖x‖−1+3/d−2ε7−ε6(d−2) < c13

para algum c13 < 1 e todo x suficientemente grande, logo (2.2.11) é provado.
Então obtemos

m∑

k=1

P[ξk ∈ G′ | ξ0 = x] =
m∑

k=1

P(Bk | ξ0 = x) < c7. (2.2.16)
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Também temos

P[Ci | C1 . . . Ci−1, D1 . . . Di−1] ≤ sup
z∈G′

P ′
G′(z) ≤ c12 < 1,

e P[D1 . . . Di−1] é expoentemente pequeno. Logo, de (2.2.5)–(2.2.8) obtemos
que existem c5, c6 > 0 tais que para todo x suficientemente grande

P[ξn ∈ U for all n ≤ m | ξ0 = x] = P[A] ≥ 1− e−c5‖x‖c6

Isto termina a prova de (i1). É fácil ver que (2.2.16) e (i1) implicam (i2).

(ii1) O lema de Borel-Cantelli implica que existe K tal que para todo x
suficientemente grande segue que U contem no máximo K śıtios verdes. Para
cada śıtio verde em U consideramos uma bola com o centro no śıtio e com
o raio 1

3(K+1)
‖x‖ 1+ε3

2
+ε4 e seja Γ o conjunto coberto por estas bolas. Note

que, como temos no máximo K śıtios verdes em U , segue que a seguinte
situação é imposśıvel: em Γ existe um contorno em torno de x conectado à
fronteira de U . Logo, podemos desenhar um contorno γ em torno de x tal
que a distância de γ até x, até qualquer śıtio verde e até a fronteira de U é

pelo menos 1
3(K+1)

‖x‖ 1+ε3
2

+ε4 . Então, os dois casos são posśıvel: ou ξk está
dentro de γ para k = 1, . . . ,m e logo ξk ∈ U para k = 1, . . . , m ou ξk atinge
γ para algum k. Note que se ξk atinge γ, então

P[ξn /∈ U para algum n ≤ m]

≤ P
[
‖ξ′n‖ ≥

1

3(K + 1)
‖x‖ 1+ε3

2
+ε4 | ξ′0 = 0

]
≤ e−c8‖x‖c9

para algum c8, c9 > 0.

(ii2) É suficiente provar que dado y ∈ U temos

P[ξn ∈ G para algum n ≤ m | ξ0 = y] (2.2.17)

= P[ξ′n ∈ G para algum n ≤ m | ξ′0 = y]

≤ 1− c15

log2 m

para algum c15 > 0. Provamos (2.2.17) por indução sobre o número ` dos
śıtios verdes em U .

Se ` = 1, então, pelo Lema 2.2.3, dado y com probabilidade pelo menos
c16

log2 m
o passeio aleatório simples começando de y atinge a fronteira de U

antes de atingir o śıtio verde.
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Suponhamos que (2.2.17) é provado para ` e vamos provar para ` + 1.
Sejam z1, . . . , z`+1 os śıtios verdes em U . Seja D o diâmetro do conjunto
z1, . . . , z`+1. Note que, pelo Lema 2.2.5, D ≥ ‖x‖ε2 , logo log2 D ∼ log2 m.
Consideramos as bolas com os centros nos śıtios verdes com o raio D/3(`+1).
É claro que existe um contorno γ ⊂ U em torno de y tal que pelo menos
uma das bolas é fora de γ, dizemos que a com o centro em z`+1, e o diâmetro
de γ é no máximo D. Por hipótese indutiva, com probabilidade pelo menos

c`

log2 m
o passeio aleatório ξn começando de y atinge γ sem atingir qualquer

śıtio verde dentro de γ. Seja W (D) a bola com o diâmetro D que contem γ e
denotamos W ( 3D

2
) = 3

2
W (D). Consideramos também a bola V com o centro

em z`+1 com o raio 2D. Note que W ( 3D
2

) ⊂ V . Logo, pelo Lema 2.2.3, como a
distância entre γ e z`+1 é pelo menos D/3(`+1), segue que o passeio aleatório
começando de qualquer śıtio em γ, com probabilidade pelo menos 1− c17

log2 m

atinge a fronteira de V antes de atingir z`+1.
Portanto, com probabilidade pelo menos 1− c`c17(`+1)

log2 m
, o passeio aleatório

atinge W ( 3D
2

) sem atingir {z1, . . . , z`+1}. Logo, pelo Lema 2.2.3, da fronteira

de W ( 3D
2

), com probabilidade pelo menos c18, para alguma constante c18 > 0,
o passeio aleatório atinge a fronteira de U antes de atingir W (D) (e, logo,
sem atingir śıtios verdes). Como a fronteira de U fica mais longe que m da
fronteira de W (D), segue que (2.2.17) é cumprido.

2.2.3 Prova do Teorema 2.1.1

Prova da parte (a)

Vamos provar a transitoriedade, usando o Teorema 2.2.1 com a função f(x) =
(‖x‖+ 1)−1.

Definimos uma seqüencia de tempos de parada τn por

τn+1 = τn +
[
‖ξτn‖1−ε8

]
+ 1,

onde [·] denota a parte inteira, e τ0 = 1.
Para aplicar o Teorema 2.2.1, é necessário achar uma cota inferior para

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

e uma cota superior para

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x). (2.2.18)
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Por (2.2.3), segue que

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn+k−1 = x, x /∈ G) =
1

4‖x‖ + O(‖x‖−3), (2.2.19)

e, de (A) e o fato que ‖ProjM(x)‖ ≥ a é fácil ver que

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn+k−1 = x, x ∈ G) ≥ a + O(‖x‖−1). (2.2.20)

Seja m := τn+1− τn. Como m ' ‖x‖1−ε8 , segue de (2.2.19) e (2.2.20) que

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x, ξτn+k−1 ∈ G)P[Bk]

+
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x, ξτn+k−1 /∈ G)P[Bk]

≥
m∑

k=1

(a + O(‖x‖−1))P[Bk] +
m∑

k=1

( 1

4‖x‖ + O(‖x‖−3)
)
P[Bk]

=
m∑

k=1

aP[Bk] + O(‖x‖−ε8), (2.2.21)

onde
Bk = {ξτn+k−1 ∈ G}, k = 1, . . . , m.

Então precisamos estimar
∑m

k=1 P[Bk] para mostrar que
∑m

k=1 aP[Bk] é o
termo principal de (2.2.21).

Fixamos algum δ > 0 e denotamos

`i(δ) =
1

2
‖x‖1−ε8 + i‖x‖(1−δ)(1−ε8), i = 0, . . . , m.
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Temos

‖x‖1−ε8∑

k=1

P[Bk] ≥
‖x‖1−ε8∑

k= 1
2
‖x‖1−ε8

P[Bk]

=

1
2
‖x‖1−ε8∑

i=1

`i(δ)∑

k=`i−1(δ)

P[Bk]

≥
1
2
‖x‖1−ε8∑

i=1

P
[ `i(δ)⋃

k=`i−1(δ)

Bk

]
. (2.2.22)

Pelo Lema 2.2.4, dado y tal que ‖y − x‖ ≤ ‖x‖1−ε8 existe z ∈ G tal que
‖y − z‖ < ‖x‖1/2−ε1 . Seja δ tal que ‖y − z‖ < ‖x‖(1−δ)(1−ε8). Então pelo
Lema 2.2.1, como m = ‖x‖1−ε8 , segue que dado x suficientemente grande
existem c19, c20 > 0 tais que

P
[ `i(δ)⋃

k=`i−1(δ)

Bk

]

≥ P[ξ′k = z − ξτn+`i−1(δ) para pelo menos um k = 1, . . . , ‖x‖(1−δ)(1−ε8)]

≥ c19

log ‖z − ξτn+`i−1(δ)‖ (2.2.23)

≥ c20

log ‖x‖ .

Logo, por (2.2.22) e (2.2.23),

m∑

k=1

P[Bk] ≥ c20‖x‖δ(1−ε8)

log ‖x‖ . (2.2.24)

Agora consideramos a quantidade (2.2.18). Note que para quaisquer duas
variáveis aleatórias X0 e X1 temos

E(X2
1 −X2

0 | X0 = y0) (2.2.25)

= E((X1 −X0)
2 | X0 = y0) + 2y0E(X1 −X0 | X0 = y0).
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Usando (2.2.25), segue que

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x)

= E(‖ξτn+1‖2 − ‖ξτn‖2 | ξτn = x)− 2‖x‖E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E(‖ξτn+k
‖2 − ‖ξτn+k−1

‖2 | ξτn = x)

−2‖x‖
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E((‖ξτn+k
‖ − ‖ξτn+k−1

‖)(‖ξτn+k
‖+ ‖ξτn+k−1

‖) | ξτn = x)

−2‖x‖
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x) (2.2.26)

≤ 2(‖x‖+ O(‖x‖1−ε8))
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x) (2.2.27)

−2‖x‖
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x) (2.2.28)

≤ c21‖x‖1−ε8

m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x)

≤ c22‖x‖1−ε8

m∑

k=1

P[Bk]

para algum c22 > 0 (aqui usamos o fato que

−2‖x‖1−ε8 ≤ ‖ξτn+k‖+ ‖ξτn+k−1‖ − 2‖x‖ ≤ 2‖x‖1−ε8

e que os pulos são limitados).
Agora, usando o fato que dado c23 > −1 existe c24 tal que

(1 + ∆)−1 − 1 ≤ −∆ + c24∆
2
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em {∆ > c23}, obtemos

E((‖ξτn+1‖+ 1)−1 − (‖ξτn‖+ 1)−1 | ξτn = x)

≤ ‖x‖−1
(
− 1

‖x‖E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

+
c24

2‖x‖2
E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x)

)

≤ ‖x‖−1
(
− a

‖x‖
( m∑

k=1

P[Bk] + O(‖x‖−ε8)
)

(2.2.29)

+
c24

2‖x‖2
c21‖x‖1−ε8

m∑

k=1

P[Bk]
)

< 0

para todo x suficientemente grande. Pelo Teorema 2.2.1 com f(x) = (‖x‖+
1)−1 obtemos que a cadeia de Markov ξ̂n = ξτn é transitória na dimensão 2.
Como τn+1− τn = ‖ξτn‖1−ε8 +1, segue que se ξτn 6= 0, então ξk 6= 0 para todo
τn < k < τn+1, e logo a cadeia de Markov ξn é transitória.

Prova da parte (b)

Agora usamos o Teorema 2.2.2 com a função f(x) = ‖x‖2.
De modo análogo ao da prova de (a), definimos

τn+1 = τn +
[
‖ξτn‖2/d

]
+ 1,

τ0 = 1 e m := τn+1 − τn. Analogamente a (2.2.20), é fácil obter que na
dimensão d ≥ 3

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn+k−1 = x, x ∈ G) ≤ −a + O(‖x‖−1). (2.2.30)

Pela Condição (B) da definição do modelo, existe M0 > 0 tal que

E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)2 | ξτn+k−1 = x, x ∈ G) ≤ M0. (2.2.31)

De (2.2.25), (2.2.30), e (2.2.31), segue que

E(‖ξτn+k‖2−‖ξτn+k−1‖2 | ξτn+k−1 = x, x ∈ G) ≤ M0−2a‖x‖+O(1). (2.2.32)

Logo, de (2.2.32)

E(‖ξτn+k‖2 − ‖ξτn+k−1‖2 | ξτn+k−1) (2.2.33)

≤ P[Bk] + (M0 − 2a‖ξτn+k−1‖+ O(1))P[Bk],
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onde, como antes, Bk = {ξτn+k−1 ∈ G}. Pela Condição (B), se ξτn = x,
então para todo k = 1, . . . ,m temos ‖ξτn+k−1‖ ≥ ‖x‖ − ‖x‖2/dD, portanto,
existe uma constante c25 > 0 tal que para todo x suficientemente grande

E(‖ξτn+k‖2 − ‖ξτn+k−1‖2 | ξτn+k−1 = x) ≤ (M0 + 1)− c25‖x‖P[Bk].

Usando (2.2.2), analogamente a (2.2.24) obtemos que para algum c26 > 0

m∑

k=1

P[Bk] ≥ c26

‖x‖(d−2)(1/d−ε1)
. (2.2.34)

Como m ' ‖x‖2/d, segue para algum c27 > 0 que

E(‖ξτn+1‖2 − ‖ξτn‖2 | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖2 − ‖ξτn+k−1‖2 | ξτn = x)

≤ (M0 + 1)‖x‖2/d − c25‖x‖
m∑

k=1

P[Bk]

≤ (M0 + 1)‖x‖2/d − ‖x‖ c27

‖x‖(d−2)(1/d−ε1)
(2.2.35)

= (M0 + 1)‖x‖2/d − c27‖x‖2/d+(d−2)ε1 < 0

para todo x suficientemente grande. Pelo Teorema 2.2.2 com f(x) = ‖x‖2,
obtemos que o processo ξn é recorrente, portanto (b) é provado.

Prova da parte (d)

Para provar (d), vamos usar o Teorema 2.2.1 com a função f(x) = (‖x‖ +

1)−
1
2 .
Note que, como os pulos são limitados, existe a > 0 tal que ‖ProjM(x)‖ ≤

a para todo x ∈ G. Seja ε3 < 2ε
d

e definimos a seqüencia de tempos de parada

τn+1 = τn + [‖ξτn‖1+ε3 ] + 1,

τ0 = 0. Como antes, sejam m = τn+1 − τn e Bk = {ξτn+k−1 ∈ G}.
Fixamos 0 < ε9 < 1/2 e seja

H = {‖ξτn+i − ξτn‖ ≤ m
1
2
+ε9 para i = 1, . . . , m}.
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Note que pelo Lema 2.2.7

P[H] ≥ 1− e−c5‖x‖c6 . (2.2.36)

Analogamente a (2.2.30) (notamos que a desigualdade é agora na outra
direção), usando (2.2.3) e (2.2.36), obtemos

E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)1H | ξτn+k−1)

≥
(d− 1

2d

1

‖ξτn+k−1‖ + O(‖ξτn+k−1‖−3)
)
P(Bk)

− (a + O(‖ξτn+k−1‖−1))P(Bk)−P[H]

=
(d− 1

2d

1

‖ξτn+k−1‖ −
(
a +

d− 1

2d

1

‖ξτn+k−1‖
)
P(Bk)

+ o(‖ξτn+k−1‖−1)
)
− e−c5‖x‖c6 .

Pelo Lema 2.2.7, se ξτn = x, temos

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn+k−1) (2.2.37)

= E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)1H | ξτn+k−1)

+ E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)1H | ξτn+k−1)

≥
((d− 1

2d
+ O

( 1

m1/2+ε9

)) 1

‖x‖ −
(
a + O

( 1

m1/2+ε9

))
P(Bk)

)

+ o(‖x‖−1)− e−c5‖x‖c6 .

Somando de 1 a m em (2.2.37), para todo δ > 0 obtemos

E(‖ξτn+1‖−‖ξτn‖ | ξτn = x) ≥
(d− 1

2d
−δ

)
‖x‖ε3−(a+δ)

m∑

k=1

P(Bk) (2.2.38)

para todo x suficientemente grande.
Portanto, o Lema 2.2.7 e (2.2.38) implicam que

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x) ≥
(d− 1

2d
− ε10

)
‖x‖ε3 (2.2.39)

com um arbitrariamente pequeno ε10 para todo x suficientemente grande.
Agora podemos obter uma cota superior para

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x).
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Note que, pelo Lema 2.2.7,

E(‖ξτn+1‖2 − ‖ξτn‖2 | ξτn = x)

≤
m∑

k=1

DP[Bk] +
m∑

k=1

P[Bk]

≤ ‖x‖1+ε3 + O(1)

e portanto, por (2.2.25),

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x) (2.2.40)

≤ ‖x‖1+ε3 − 2‖x‖
(d− 1

2d
− ε10

)
‖x‖ε3 + O(1)

=
(1

d
+ 2ε10

)
‖x‖1+ε3 + O(1). (2.2.41)

Agora podemos terminar a prova de (d). Note que dado ε11 > 0 existe
ε12 < 1 tal que em {∆ ≥ 1− ε12} temos

(1 + ∆)−
1
2 − 1 ≤ −1

2
∆ +

(3

8
+ ε11

)
∆2.

Definimos também

ξ̃n =

{
ξτn , se ξk 6= 0 para todo k ∈ [τn−1, τn]
0, no caso contrário.

(2.2.42)

Note que
{ξk = 0 para algum k ∈ [τn−1, τn]} ⊂ H.

Portanto, usando (2.2.39) e (2.2.41), analogamente a (2.2.29), temos (se ε10,
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ε11 são suficientemente pequenos)

E((‖ξ̃n+1‖+ 1)−
1
2 − (‖ξ̃n‖+ 1)−

1
2 | ξ̃n = x)

≤ E((‖ξτn+1‖+ 1)−
1
2 − (‖ξτn‖+ 1)−

1
2 | ξτn = x) + P[H]

= E(((‖ξτn+1‖+ 1)−
1
2 − (‖ξτn‖+ 1)−

1
2 )

×1{|‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖| < ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x)

+ E(((‖ξτn+1‖+ 1)−
1
2 − (‖ξτn‖+ 1)−

1
2 )

×1{|‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖| ≥ ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x) + P[H]

≤ ‖x‖− 1
2

(
− 1

2‖x‖E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)

×1{|‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖| < ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x)

+
(3

8
+ ε11

) 1

‖x‖2
E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2

×1{|‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖| < ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x)

)

+ P[|‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖| ≥ ‖x‖ 1
2
+ε9 | ξτn = x] + P[H]

≤ ‖x‖− 1
2

(
−

(d− 1

2d
− ε10

)1

2
‖x‖ε3−1 +

(1

d
+ 2ε10

)(3

8
+ ε11

)
‖x‖ε3−1

)

+ 2e−c5‖x‖c6

=
1

2
‖x‖ 1

2
+ε3−1

(
− d− 1

2d
+ ε10 +

3

4d
+

3

2
ε10 +

ε11

2d
+ ε11ε10

)

+ 2e−c5‖x‖c6 < 0

para todo x suficientemente grande, lembrando que d ≥ 3. Aplicando o
Teorema 2.2.1 com f(x) = (‖x‖+ 1)−

1
2 , obtemos que ξ̃n é transitória e, logo,

ξn é também transitória. Isto completa a prova de (d).

Prova da parte (c)

Para prova a recorrência usamos o Teorema 2.2.2 com a função f(x) =
log log ‖x‖.

Como antes, suponhamos que ‖ProjM(x)‖ ≤ a para todo x ∈ G. De
modo análogo ao da prova de (d), definimos os tempos de parada do seguinte
modo

τn+1 = τn + [‖ξτn‖1+ε3 ] + 1,
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τ0 = 0, ε3 < ε. Como antes, sejam Bk = {ξτn+k−1 ∈ G} e m := τn+1 − τn.
Para provar a recorrência de ξt, precisamos achar uma cota superior para

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

e uma cota inferior para

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x).

Analogamente a (2.2.37), usando o Lema 2.2.7, obtemos

E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)1H | ξτn+k−1) (2.2.43)

≤
(1

4
+ O

( 1

m1/2+ε9

)) 1

‖x‖ +
(
a + O

( 1

m1/2+ε9

))
P(Bk)

+ o(‖x‖−1)− e−c8‖x‖c9 ,

onde H = {‖ξτn+i − ξτn‖ ≤ m
1
2
+ε9 para i = 1, . . . , m} e ε9 > ε3/2. Somando

de 1 a m em (2.2.43), como m ' ‖x‖1+ε3 , segue que

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x) (2.2.44)

= E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)1H | ξτn = x)

+ E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)1H | ξτn = x)

≤
((1

4
+ O

( 1

‖x‖(1/2+ε9)(1+ε3)

))
‖x‖ε3

+
(
a + O

( 1

‖x‖(1/2+ε9)(1+ε3)

)) m∑

k=1

P(Bk)
)

+ o(‖x‖ε3)− ec8mc9 .

Pelo Lema 2.2.7,
m∑

k=1

P(Bk) ≤ c10 log2 ‖x‖,

portanto de (2.2.44) segue que

E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x) ≤ 1

4
‖x‖ε3 + c28 log2 ‖x‖ (2.2.45)

para algum c28 > 0 e para todo x suficientemente grande.
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Por (2.2.25) e (2.2.45), temos

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x)

= E(‖ξτn+1‖2 − ‖ξτn‖2 | ξτn = x)− 2‖x‖E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖2 − ‖ξτn+k−1‖2 | ξτn = x)

−2‖x‖E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

(
E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)2 | ξτn = x)

+ 2‖ξτn+k−1‖E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x)
)

−2‖x‖E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

= ‖x‖1+ε3 − 2‖x‖‖x‖
ε3

4
+ O(‖x‖ log2 ‖x‖)

=
‖x‖1+ε3

2
+ O(‖x‖ log2 ‖x‖). (2.2.46)

Aqui usamos os seguintes dois fatos:

m∑

k=1

E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)2 | ξτn = x)

=
m∑

k=1

(E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)2 | ξτn = x, ξτn+k−1 /∈ G)P[Bk]

+ E((‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖)2 | ξτn = x, ξτn+k−1 ∈ G))P[Bk]

=
m∑

k=1

((1

2
+ O(‖x‖−2)

)
P[Bk] + c29P[Bk]

)

=
1

2
‖x‖1+ε3 + O(log2 ‖x‖),
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e, analogamente,

m∑

k=1

E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x)

=
m∑

k=1

(E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x, ξτn+k−1 /∈ G)P[Bk]

+ E(‖ξτn+k‖ − ‖ξτn+k−1‖ | ξτn = x, ξτn+k−1 ∈ G))P[Bk]

=
m∑

k=1

(( 1

4‖ξτn+k−1‖ + O(‖x‖−3)
)
P[Bk] + c30P[Bk]

)

=
1

4
‖x‖ε3 + O(log2 ‖x‖).

Note que, como dado x > −1 temos

log(1 + x) ≤ x− x2

2
+

x3

3
,

segue que

log log(x + ∆)− log log x = log
log(x + ∆)

log x

= log
(
1 +

log(1 + ∆
x
)

log x

)

≤ log
(
1 +

(∆

x
− ∆2

2x2
+

∆3

3x3

) 1

log x

)

≤ 1

log x

(∆

x
− ∆2

2x2
+

∆3

3x3

)
− 1

2 log2 x

(∆

x
− ∆2

2x2
+

∆3

3x3

)2

+
1

3 log3 x

(∆

x
− ∆2

2x2
+

∆3

3x3

)3

(2.2.47)

=
∆

x log x
− ∆2

2x2 log x
− ∆2

2x2 log2 x
+

∑

k=1,2,3
m=3,...,9

γk,m
∆m

xm logk x

para algumas constantes γk,m. Além disso, do Lema 2.2.7 segue que para
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todo m ≥ 3 temos

E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)m | ξτn = x) (2.2.48)

= E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)m1{‖ξτn+1 − ξτn‖ ≤ ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x)

+ E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)m1{‖ξτn+1 − ξτn‖ > ‖x‖ 1
2
+ε9} | ξτn = x)

≤ c31‖x‖m
2

+mε9

Agora usando (2.2.45), (2.2.46), (2.2.47), e (2.2.48) podemos aplicar o Teo-
rema 2.2.2 com a função f(x) = log log ‖x‖:

E(log log ‖ξτn+1‖ − log log ‖ξτn‖ | ξτn = x)

≤ 1

‖x‖ log ‖x‖
(
E(‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖ | ξτn = x)

−E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x)

2‖x‖
−E((‖ξτn+1‖ − ‖ξτn‖)2 | ξτn = x)

2‖x‖ log ‖x‖ + o(1)
)

≤ 1

‖x‖ log ‖x‖
(1

4
‖x‖ε3 − ‖x‖1+ε3

4‖x‖ − ‖x‖1+ε3

4‖x‖ log ‖x‖ + o(1)
)

=
1

‖x‖ log ‖x‖
(
− ‖x‖ε3

4 log ‖x‖ + o(1)
)

< 0

para todo x suficientemente grande. Portanto, pelo Teorema 2.2.2, o passeio
aleatório ξt é recorrente e o Teorema 2.1.1 é provado.

2.2.4 Prova do Teorema 2.1.2

Seja θ = {θx}x∈Z uma famı́lia de i.i.d. variáveis aleatórias tais que θx é
uniformemente distribúıda em [0, 1] para todo x ∈ Z. Seja

ζx = 1{x ∈ G} = 1{θx ≤ p(x)}.
Suponhamos que β > 0 e p̃(x) = min{ 1

βx
, 1} se x 6= 0 e p̃(0) = 0. Definimos

também ζ̃x = 1{θx ≤ p̃(x)}. Consideramos uma função

f(β, x) =





1 +
∑x

i=2 exp
(
− β

∑i−1
j=1 ζj

)
, se x ≥ 2

1 +
∑|x|

i=2 exp
(
− β

∑i−1
j=1 ζ−j

)
, se x ≤ −2,
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f(β, 0) = 0, f(β, 1) = f(β,−1) = 1. Analogamente definimos a função
f̃(β, x) substituindo ζj e ζ−j por ζ̃j e ζ̃−j respectivamente.

Precisamos dos seguintes dois lemas.

Lema 2.2.8. Se f(β0, x) → +∞ quando |x| → ∞ q.c., então o passeio
aleatório ξt é recorrente q.c. Se existe uma função M : [0, 1]Z → R tal que
dado x ∈ Z temos f(β0, x) < M(θ) q.c., então ξt é transitória q.c.

Prova. Seja x ≥ 1. Suponhamos que x /∈ G. Então ζx = 0 e

E(f(β0, ξt+1)− f(β0, ξt) | ξt = x) (2.2.49)

=
1

2
(f(β0, x + 1)− f(β0, x)) +

1

2
(f(β0, x− 1)− f(β0, x))

=
1

2

(
exp

(
− β0

x∑
i=1

ζi

)
− exp

(
− β0

x−1∑
i=1

ζi

))
= 0.

Note que na dimensão 1 temos uma propriedade de monotonacidade: se
p(x) ≥ p′(x) para todo x e o problema com p′(x) é transitório, então o pro-
blema com p(x) é também transitório. Portanto, sem perda de generalidade,
suponhamos que

lim sup
|x|→∞

|x|1/2+ε13p(x) < ∞ (2.2.50)

para algum ε13 > 0. O lema de Borel-Cantelli e (2.2.50) implicam que existe
uma função positiva N = N(θ) tal que para quaisquer dois śıtios verdes x
e y com |x| > N e |y| > N temos |x − y| > 2D q.c. Seja x > N + D.
Suponhamos que x ∈ G. Então ζx = 1 e dado y tal que 0 < |x − y| ≤ D
temos ζy = 0. Logo,

E(f(β0, ξt+1)− f(β0, ξt) | ξt = x) (2.2.51)

=
∑

y∈Z
Pxy(f(β0, y)− f(β0, x))

= exp
(
− β0

x∑
i=1

ζi

)
a+(x) + exp

(
− β0

x−1∑
i=1

ζi

)
a−(x) = 0.

De modo análogo, podemos provar que (2.2.49) e (2.2.51) são cumpridos para
x ≤ −1 e x < −N −D respectivamente. Portanto, pelo Teorema 2.2.2, ξt é
recorrente.
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Para provar a transitoriedade de ξt é suficiente provar a transitoriedade
da cadeia de Markov com espaço de estados Z+ = {0, 1, 2, . . . } e as probabi-
lidades de transição P̂xy = P̂xy(θ): P̂00 = P̂01 = 1/2, P̂x,x−1 = P̂x,x+1 = 1/2

para todo x = 1, . . . , D e P̂xy = Pxy para todo x > D. Para provar que
esta nova cadeia de Markov é transitória aplicamos o Teorema 2.2.1 com a
função f̂ e o conjunto finito Â constrúıdos da seguinte maneira. Seja z o
primeiro śıtio verde tal que z > N + 2D. Como z −D − 1 > N , segue que
z − D − 1, . . . , z − 1 são śıtios ordinários. Seja f̂(x) = M(θ) − f(β0, x) se
x ≥ z −D e f̂(x) = M(θ) − f(β0, z −D − 1) se x < z −D, Â = {x ∈ Z+ :
x < z −D}. Isto termina a prova do Lema 2.2.8.

Lema 2.2.9. Se β > β0, então f̃(β, x) → +∞ quando |x| → ∞. Se β < β0,
então existe uma função M̃ : [0, 1]Z → R tal que dado x ∈ Z temos f̃(β, x) <
M̃(θ) q.c.

Prova. Para provar este lema usamos o Teorema 2.2.3.
Sejam x > max{β−1, 1} e bx = log x. Temos

Eζ̃x =
1

βx
e Var ζ̃x =

βx− 1

β2x2
.

Além disso,

∞∑

x=[β−1]+1

Var ζ̃x

b2
x

=
∞∑

x=[β−1]+1

βx− 1

β2x2 log2 x
< ∞.

O Teorema 2.2.3 implica que

∑x
i=1 ζ̃i −

∑x
i=1(βi)−1

log x
→ 0 a.s.

quando x → +∞. Como

lim
x→+∞

∑x
i=1(βi)−1

log x
= β−1,

segue que

lim
x→+∞

∑x
i=1 ζ̃i

log x
= β−1 q.c.

Seja rk > 0, k = 1, 2, . . . e R =
∑+∞

k=1 e−rk . É fácil ver que
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• se
lim inf
k→+∞

rk

log k
> 1,

então R < ∞;

• se
lim sup
k→+∞

rk

log k
< 1,

então R = ∞.

Aplicando este fato, conclúımos a prova do Lema 2.2.9 para x > 0, x → +∞.
O caso de x < 0, x → −∞ é provado analogamente.

Agora terminamos a prova do Teorema 2.1.2.
Suponhamos que

lim sup
|x|→∞

|x|p(x) < β−1
0 .

Então existem β > β0 e N ∈ N tais que p(x) ≤ p̃(x) se |x| > N . Portanto,
podemos acoplar ζx e ζ̃x de tal modo que ζx ≤ ζ̃x se |x| > N . Portanto,
dado θ se lim|x|→∞ f̃(β, x) = +∞, então lim|x|→+∞ f(β0, x) = +∞. Dos
Lemas 2.2.8 e 2.2.9, segue que ξt é recorrente.

No caso
lim inf
|x|→∞

|x|p(x) > β−1
0

de modo análogo podemos provar que ξt é transitória.
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Caṕıtulo 3

Propagação de onda aleatória

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo estudamos modelos de propagação de onda descritos por ca-
deias de Markov em Zs. Estas cadeias correspondem a modelos f́ısicos de
crescimento de cristais (cf. [23] e referências bibliográficas ali). Cada estado
da cadeia representa a superf́ıcie do cristal e as transições ocorrem devido às
capturas dos átomos pela superf́ıcie.

Estudamos a evolução da forma da superf́ıcie. Isto é equivalente a estudar
a superf́ıcie vista da altura de uma das colunas. A nossa meta é estudar a
ergodicidade/não ergodicidade da forma.

Usamos métodos de martingais que foram iniciados por Foster (cf. [22]).
A idéia deste método consiste em construir uma função de Lyapunov tal que
esta função, aplicada ao processo estocástico original é sub- ou supermartin-
gal. Os critérios principais da classificação podem-se achar em [21, 18, 24].

O modelo de cadeia simples é baseado em um grafo que tem s śıtios e
s− 1 elos não-orientados, o conjunto dos śıtios é {1, . . . , s} e o conjunto dos
elos é {{i, i + 1}, i = 1, . . . , s − 1}. Chamamos este grafo cadeia simples.
O modelo de árvore é baseado em um grafo que é uma árvore. A cadeia
simples é uma árvore. Mas consideramos os dois modelos separadamente.
Para o modelo de cadeia simples estudamos a ergodicidade com respeito às
condições de fronteira nos śıtios 1 e s. O fato que o grafo é uma cadeia simples
é importante para a construção das funções de Lyapunov. Consideramos o
modelo de árvore com condições de fronteira em um śıtio (raiz) e provamos
a ergodicidade. Para o modelo de árvore o conjunto dos valores admisśıveis
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para a matriz de transição é maior que o do modelo de cadeia simples. Como
um corolário obtemos uma generalização do Teorema 1 de [23], onde o modelo
é baseado em um grafo que é uma cadeia simples.

3.2 Modelos e resultados

Seja G = (V, E) um grafo conectado finito não-orientado sem loops, V é o
conjunto dos śıtios e E é o conjunto dos elos. Seja s ∈ N, s ≥ 2 e V =
{1, . . . , s}.

Consideramos uma cadeia de Markov ηt em tempo discreto t = 0, 1, . . .
com espaço dos estados X = Zs e matriz de transição Q = (Qxy : x, y ∈ X).

É cômodo representar um estado x ∈ X como s colunas. A altura de
cada coluna é um número inteiro. Um estado x ∈ X é representado pelo
vetor x = (x1, . . . , xs), onde xi é a altura da coluna i (a coluna i corresponde
ao śıtio i).

Para definir as condições de fronteira e matriz de transição Q usamos um
outro grafo G′ = (V ′, E ′). O grafo G é um subgrafo de G′. O grafo G′ tem
as seguintes propriedades:

• para cada śıtio i de V ′ \ V existe um e somente um śıtio j do grafo G
e um elo entre os śıtios i e j,

• não há elos entre os śıtios de V ′ \ V .

Seja V ′ = {1, . . . , s′}.
Uma coluna corresponde a cada śıtio de V ′ \ V . As colunas são chama-

das colunas adicionais e têm números s + 1, . . . , s′. A altura de cada coluna
adicional é um número inteiro, +∞, ou −∞. Se a altura de uma coluna
adicional é +∞ ou −∞, então a altura da coluna não muda. Se a altura
de uma coluna adicional não é +∞ e não é −∞, então as alturas da coluna
adicional e da coluna conectada à coluna adicional são iguais. O parâmetro
Ξ designa as condições de fronteira.

Por χ′ = {χ′ij}i,j=1,...,s′ designamos a matriz tal que

• χ′ij = χ′ji = 1 se {i, j} é um elo de G′,

• χ′ij = χ′ji = 0 se {i, j} não é um elo de G′.

45



Se χ′ij = 1, então as colunas com os números i e j são vizinhas, se χ′ij = 0,
então elas não são vizinhas.

Assumimos que 0 ≤ γ < β < α ≤ 1. Seja ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) um
vetor com 1 na posição i e com 0 nas todas outras posições. Num momento
de tempo o estado da cadeia de Markov ηt ou não muda ou a altura de uma
coluna aumenta por 1, isto é, do estado x a cadeia de Markov vai para o
estado x ou para o estado x + ei para algum i ∈ {1, . . . , s}.

A idéia principal da definição de matriz de transição Q é a que as altu-
ras das colunas tentam ser iguais localmente. Escolhemos cada coluna com
probabilidade 1/s. Se todas as colunas vizinhas tem as alturas estritamente
maior que a altura da coluna, então ela aumenta por 1 com probabilidade α.
Se todas as colunas vizinhas tem as alturas estritamente menor que a altura
da coluna, então ela aumenta por 1 com probabilidade γ. Se algumas colunas
vizinhas tem as alturas maior do que a da coluna e algumas menor, então
ela aumenta por 1 com probabilidade β. Separadamente definimos o que fa-
zer quando algumas colunas vizinhas tem a mesma altura que a coluna e as
alturas de todas as outras colunas vizinhas são estritamente maior (menor,
a mesma altura). Introduzimos o parâmetro θ = (θ1, θ2, θ3) tal que

θk = (θk(1), . . . , θk(s)), k = 1, 2, 3,

e dado i temos

θ1(i) ∈ {α, β}, θ2(i) ∈ {β, γ}, θ3(i) ∈ {α, β, γ}.
Lembramos que i ∈ {1, . . . , s} e x ∈ X. Seja x′ = (x′1, . . . , x

′
s′), onde

x′i = xi, i = 1, . . . , s, e x′s+1, . . . , x
′
s′ são as alturas das colunas adicionais.

Para definir matriz de transição Q definimos as funções ai(x
′), bi(x

′), ci(x
′). A

coluna i tem ai(x
′) colunas vizinhas tais que elas têm as alturas estritamente

maior que a altura da coluna i, ci(x
′) colunas vizinhas tais que elas têm as

alturas estritamente menor que a altura da coluna i, e bi(x
′) colunas vizinhas

tais que elas têm a mesma altura que tem a coluna i, isto é,

ai(x
′) = #{j ∈ J : χ′ij(x

′
j − x′i) > 0},

ci(x
′) = #{j ∈ J : χ′ij(x

′
j − x′i) < 0},

bi(x
′) = #{j ∈ J : x′j − x′i = 0, χ′ij 6= 0},

onde i = 1, . . . , s, J = {1, . . . , s′}. Agora podemos definir matriz de transição
Q da seguinte maneira.
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1. Qx,x+ei
= α

s
se ai(x

′) > 0, bi(x
′) = 0, ci(x

′) = 0,

2. Qx,x+ei
= γ

s
se ai(x

′) = 0, bi(x
′) = 0, ci(x

′) > 0,

3. Qx,x+ei
= β

s
se ai(x

′) > 0, ci(x
′) > 0,

4. Qx,x+ei
= θ1(i) se ai(x

′) > 0, bi(x
′) > 0, ci(x

′) = 0,

5. Qx,x+ei
= θ2(i) se ai(x

′) = 0, bi(x
′) > 0, ci(x

′) > 0,

6. Qx,x+ei
= θ3(i) se ai(x

′) = 0, bi(x
′) > 0, ci(x

′) = 0,

7. Qx,x = 1−
s∑

j=1

Qx,x+ej
,

8. Qx,y = 0 se y 6= x e não existe i tal que y = x + ei.

Note que Q é invariante por translações, isto é, Qx,y = Qx+Ce,y+Ce, onde
C ∈ Z é uma constante, e e = (1, . . . , 1) ∈ X. Evidentemente, a cadeia de
Markov ηt é transitória.

Consideramos uma cadeia de Markov η̃t em tempo discreto com espaço
de estados X̃ = Zs−1 e matriz de transição Q̃ = {Q̃u,v : u, v ∈ X̃}.

Assumimos que F é uma função de X para X̃ tal que

F (x) = (F1(x), . . . , Fs−1(x))

Fi−1(x) = xi+1 − xi, i = 1, . . . , s− 1.

Uma realização de F−1 pode ser definida por

F−1(v) = (F−1
1 (v), . . . , F−1

s (v)),

F−1
1 (v) = 0, F−1

i (v) =
i−1∑
j=1

vj, i = 2, . . . , s. (3.2.1)

Seja εi = F (ei), i = 1, . . . , s. Para qualquer u ∈ X̃ e x = F−1(u) sejam

• Q̃u,u+εi
= Qx,x+ei

, i = 1, . . . , s;

• Q̃uu = 1−
s∑

j=1

Q̃u,u+εj
;

• Q̃uv = 0 se v 6= u e não existe i tal que v = u + εi.
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Logo, os parâmetros do nosso modelo são G, α, β, γ, θ, e Ξ. O con-
junto dos valores dos parâmetros é definido. Nos próximos parágrafos vamos
descrever alguns subconjuntos do conjunto tais que a cadeia de Markov η̃t

é ergodica/não-ergodica. Se não tem restrições para alguns parâmetros isso
significa que os parâmetros podem assumir qualquer valor admisśıvel.

Modelo com +∞ e −∞. Neste modelo temos as seguintes condições de
fronteira Ξ. Seja s′ ≥ s + 2. Suponhamos que x′s+1 = +∞, x′s+2 = −∞, e
x′s+3, . . . , x

′
s′ assumem quaisquer valores admisśıveis.

Teorema 3.2.1. Para o modelo com +∞ e −∞ a cadeia de Markov η̃t não
é ergodica.

O modelo de cadeia simples. Neste modelo o grafo G é uma cadeia
simples, isto é, V = {1, . . . , s}, E = {{i, i + 1} : i = 1, . . . , s− 1}.

Nos casos quando Ξ é igual a 〈−∞,−∞〉, 〈+∞, +∞〉, 〈+∞, =〉, 〈−∞, =〉,
ou 〈=, =〉 o grafo G′ é uma cadeia simples com s′ = s + 2, isto é, V ′ =
{1, . . . , s′}, E ′ = {{i, i + 1} : i = 1, . . . , s} ∪ {{1, s + 2}}. As alturas das
colunas adicionais são x′s+2 e x′s+1. O valor de Ξ defina as valores de x′s+2 e
x′s+1. Por exemplo, Ξ = 〈+∞, =〉 significa que x′s+2 = +∞ e x′s+1 é sempre
igual a xs. No caso quando Ξ é igual a 〈ª〉 o grafo G′ é o grafo G com mais
um elo {1, s}. Neste modelo dado i temos θ1(i) = α, θ2(i) = γ, θ3(i) = β.

Teorema 3.2.2. Para o modelo de cadeia simples a cadeia de Markov η̃t é
ergodica.

Modelo de árvore. Neste modelo o grafo G é uma árvore com raiz, isto
é, G não tem ciclos e um śıtio r é selecionado. O śıtio r se chama raiz.

Nos caso quando Ξ é igual a 〈=〉, 〈+∞〉, ou 〈−∞〉 o grafo G′ tem mais
um śıtio e mais um elo que o grafo G. O novo elo é entre o novo śıtio e o
raiz. A altura da coluna adicional é x′s+1. O valor de Ξ defina o valor de
x′s+1. Por exemplo, Ξ = 〈=〉 significa que x′s+1 é sempre igual a xr. No caso
quando Ξ é igual a 〈∅〉 o grafo G′ é igual a G.

Teorema 3.2.3. Para o modelo de árvore a cadeia de Markov η̃t é ergodica.

Nota 3. Suponhamos que a árvore com raiz G é uma cadeia simples. Se
dado i temos θ1(i) = α, θ2(i) = γ, θ3(i) = β e Ξ = 〈=〉; então temos o modelo
de cadeia simples com Ξ = 〈=, =〉. Se dado i temos θ1(i) = β, θ2(i) =
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γ, θ3(i) = γ; então o modelo de árvore é uma generalização do modelo de [23]
(o Teorema 1,[23]).

3.3 Provas

3.3.1 Fatos básicos

Consideramos uma cadeia de Markov η̂t homogênea e irredut́ıvel com espaço
de estados X̂.

Teorema 3.3.1 (Foster). A cadeia de Markov η̂t é ergodica se e somente se
existem uma função positiva f(x), x ∈ X̂, um número ε > 0 e um conjunto
finito A ∈ X̂ tais que

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = x) ≤ −ε, x /∈ A,

E(f(η̂t+1) | η̂t = x) < ∞, x ∈ A.

Teorema 3.3.2. Para que a cadeia de Markov η̂t seja não ergodica, é su-
ficiente que existe uma função f(x), x ∈ X̂, e umas constantes C e d tais
que

• dado t temos E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = x) ≥ 0, x ∈ {f(x) > C},
onde os conjuntos {x | f(x) > C} e {x | f(x) ≤ C} são não vazios;

• dado t temos E(|f(η̂t+1)− f(η̂t)| | η̂t = x) ≤ d, x ∈ X̂.

As provas dos Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 pode-se achar em [18]

3.3.2 Prova do Teorema 3.2.1

Lembramos que x′s+1 = +∞ e x′s+2 = −∞. Sejam i, j os números dos śıtios

tais que χ′i,s+1 = 1 e χ′j,s+2 = 1. É claro que

Q̃v,v+εi
∈ {α

s
,
β

s
}, Q̃v,v+εj

∈ {γ

s
,
β

s
}.

Suponhamos, sem perda de generalidade, i > j. Seja

f(v) =
i−1∑

k=j

vk. (3.3.1)
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Portanto, temos

E(f(η̃t+1)− f(η̃t) | η̃t = v) = Q̃v,v+εi
− Q̃v,v+εj

≥ 0

A aplicação do Teorema 3.3.2, onde C = 0, d = 1 e f é definida por (3.3.1),
conclui a prova.

3.3.3 Prova do Teorema 3.2.2

Na prova usamos o número 0 para a coluna adicional s + 2. Para provar o
Teorema, constrúımos uma função de Lyapunov em X̃. A parte principal da
função é um produto escalar em X̃. Usamos o seguinte

Lema 3.3.1. Consideramos um produto escalar (·, ·) em Rn. Suponhamos
que ‖u‖ = (u, u)1/2, u ∈ Rn. Seja ξ uma variável aleatória, ξ ∈ Rn, tal que
existe uma constante positiva C tal que ‖ξ‖ < C q.c. Então dado u ∈ Rn tal
que u 6= 0 temos

E(‖u + ξ‖ − ‖u‖) ≤ (u,Eξ)

‖u‖ +
E(ξ, ξ)

2‖u‖ .

Prova. Usando a desigualdade simples (1 + t)1/2 ≤ 1 + t
2
, t ∈ R, obtemos

E(‖u + ξ‖ − ‖u‖) = E

(
‖u‖

((
1 +

2(u, ξ) + (ξ, ξ)

(u, u)

)1/2

− 1

))

≤
(

(u,Eξ)

‖u‖
)

+

(
E(ξ, ξ)

2‖u‖
)

Precisamos de uma notação.
Sejam M = max{α − β, β − γ} e m = min{α − β, β − γ}. Dado v ∈ X̃,

suponhamos que

ζ(v) = (ζ1(v), . . . , ζs−1(v)) = sE(η̃t+1 − η̃t | η̃t = v)

e δ(v) = (δ1(v), . . . , δs(v)), onde δi(v) = sQ̃v,v+εi
. Note que

δi(v) ∈ {α, β, γ} e |ζj(v)| ∈ {α− β, β − γ, α− γ, 0}.
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Dados n ∈ {1, . . . , s − 1}, K ∈ {0, . . . , s − n − 1}, por πK,n designamos a
projeção de Rs−1 para Rn tal que

πK,n(v) = (vK+1, . . . , vK+n) para v = (v1, . . . , vs−1).

Por π̃K,n designamos a projeção de Rs para Rn+1 tal que

π̃K,n(x) = (xK+1, . . . , xK+n+1) para x = (x1, . . . , xs).

Sejam

vK,n = (vK,n
1 , . . . , vK,n

n ) = πK,nv,

ζK,n(v) = (ζK,n
1 , . . . , ζK,n

n ) = πK,nζ(v),

δK,n(v) = (δK,n
1 , . . . , δK,n

n+1) = π̃K,nδ(v).

Nos constrúımos um produto escalar (·, ·)s−1 em Rs−1, de qual precisamos
para construir a função de Lyapunov, e provamos algumas propriedades do
produto escalar no seguinte

Lema 3.3.2. Dado n ∈ {1, . . . , s − 1} existe um produto escalar (·, ·)n em
Rn tal que as seguintes condições são cumpridos:

1. dados K ∈ {0, . . . , s − n − 1} e v ∈ X̃ se existe i ∈ {1, . . . , n + 1} tal
que δK,n

i (v) 6= β, então

(vK,n, ζK,n(v))n ≤ −m
( n∑

i=1

|vK,n
i |

)
;

2. dados K ∈ {0, . . . , s − n − 1} e v ∈ X̃ se para todo i ∈ {1, . . . , n + 1}
temos δK,n

i (v) = β, então

(vK,n, ζK,n(v))n ≤ 0.

Prova. Se δK,n
i (x) = β para todo i ∈ {1, . . . , n + 1}, então ζK,n(v) = 0.

Portanto, para qualquer produto escalar a Condição 2 é cumprida.
Para definir um produto escalar (·, ·)n definimos o valor de gn(u) = (u, u)n

para todo u ∈ Rn. Então

(a, b)n = (gn(a + b)− gn(a)− gn(b))/2, a, b ∈ Rn.
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Provamos o lema por indução sobre n.
Para n = 1 seja g1(u1) = u2

1. É claro que (·, ·)1 é um produto escalar.
Dado v ∈ X̃ temos

(vK,1, ζK,1)1 = vK,1ζK,1 = vK,1(δK,1
2 (v)− δK,1

1 (v)).

Suponhamos, sem perda de generalidade, vK,1 > 0; então

δK,1
1 (v) ∈ {α, β} e δK,1

2 (v) ∈ {β, γ}.
Logo, para este produto escalar a Condição 1 é cumprida.

Suponhamos que existem uns produtos escalares (·, ·)1, . . . , (·, ·)n−1 tais
que as Condições 1, 2 são cumpridas. Vamos provar que existe um produto
escalar (·, ·)n tal que as Condições 1, 2 são cumpridas.

Seja

gn(u1, . . . , un) =
( n∑

i=1

ui

)2

+

(
Mn

m
+ 1

) n−1∑
j=1

(gj(u1, . . . , uj) + gn−j(uj+1, . . . , un)).

É claro que (·, ·)n é um produto escalar. Vamos provar que para (·, ·)n a
Condição 1 é cumprida. Dados K ∈ {1, . . . , s − n − 1} e v ∈ X̃, seja
x = F−1(v). Consideramos dois casos.

1. Existe i ∈ {2, . . . , n} tal que δK,n
i (x) 6= β.

2. Para cada i ∈ {2, . . . , n} temos δK,n
i (x) = β.

No caso 1 temos

δK,i−1
i = δK+i−1,n−i+1

1 (x) = δK,n
i (x) 6= β.

Pela hipótese indutiva, temos

(vK,n, ζK,n)n ≤ nM
( n∑

j=1

|vK,n
j |

)

+

(
Mn

m
+ 1

) (
−m

( i−1∑
j=1

|vK,i−1
j |

)
−m

(n−i+1∑
j=1

|vK+i−1,n−i+1
j |

))

≤ −m
( n∑

j=1

|vK,n
j |

)
.
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No caso 2 existe i ∈ {1, n + 1} tal que δK,n
i (x) 6= β, e somente uma das

seguintes condições é cumprida:

• vK,n
j > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n} e δK,n

1 (v) > δK,n
n+1(v);

• vK,n
j < 0 para todo j ∈ {1, . . . , n} e δK,n

1 (v) < δK,n
n+1(v);

• vj = 0, j = 1, . . . , n.

Portanto,

(vK,n, ζK,n)n ≤
( n∑

i=1

vK,n
i

)
(δK,n

n+1(v)− δK,n
1 (v)) ≤ −m

( n∑
i=1

|vK,n
i |

)

Isto conclui a prova do Lema 3.3.2.

Vamos terminar a prova do Teorema 3.2.2. Usamos o produto escalar
(·, ·)s−1 tal que a hipótese do Lema 3.3.2 é cumprida. Denotamos (a, b) =
(a, b)s−1, a, b ∈ Rs−1 e ‖a‖ = (a, a)1/2. Dado v ∈ X̃, seja

f(v) = ‖v‖+ 1 (3.3.2)

É fácil ver que f(v) é uma função positiva.
Como em Rs−1 todas as normas são equivalentes, existe C1 > 0 tal que

‖u‖ ≤ C1

( n∑
j=1

|uj|
)
.

Existe C2 > 0 tal que dado t temos

‖f(η̃t+1)− f(η̃t)‖ ≤ C2.

Do Lema 3.3.1 segue que existe C3 > 0 tal que dado v ∈ X̃ temos

E(f(η̃t+1)− f(η̃t) | η̃t = v) ≤ (v, ζ(v))

s‖v‖ +
C3

‖v‖ . (3.3.3)

Sejam 0 < ε < m
sC1

e

A =
{

v ∈ Zs−1 :
C3

‖v‖ −
m

sC1

> −ε
}

. (3.3.4)
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É claro que A é finito e 0 ∈ A.
Sejam v ∈ X̃, v 6= 0, e x = F−1(v), onde F−1 é definido por (3.2.1).
Nos casos 〈ª〉, 〈−∞,−∞〉, 〈−∞, =〉, 〈=, =〉 existe

i ∈
{

l : xl = max
j=1,...,s

xj

}

tal que δi(v) = γ.
Nos casos 〈+∞, +∞〉, 〈+∞, =〉, existe

i ∈
{

l : xl = min
j=1,...,s

xj

}

tal que δi(v) = α.
Portanto, de (3.3.3) e do Lema 3.3.2 segue que dado v /∈ A temos

E(f(η̃t+1)− f(η̃t) | η̃t = v) ≤ −m
∑n

i=1 |vi|
s‖v‖ +

C3

‖v‖ ≤ − m

sC1

+
C3

‖v‖ ≤ −ε.

É claro que dado v ∈ A temos

E(f(η̃t+1) | η̃t = v) < ∞.

A aplicação do Teorema 3.3.1, onde f é definida por (3.3.2) e A por
(3.3.4), conclui a prova.

3.3.4 Prova do Teorema 3.2.3

Daqui para frente usamos o número 0 para a coluna adicional s + 1. Para a
árvore G com raiz r a notação Gr = (G, r) = (V, E, r) é usada.

Também usamos outra definição de F, F−1 e, portanto, de Q̃ e η̃t. É claro
que η̃t nova é ergodica se e somente se a η̃t anterior é ergodica.

Enumeramos todos os elos de Gr em alguma maneira. Assumimos que F
é uma função de X para X̃ tal que

F (x) = (F1(x), . . . , Fs−1(x))

Fl(x) = xi − xj, (3.3.5)

onde os śıtios i e j são conectados pelo elo l, a distância entre o raiz r e o
śıtio j é menor que a distância entre o raiz r e o śıtio i. A distância entre o
raiz r e algum śıtio i é o numero dos elos no caminho que conecta r com i e
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passa por cada elo de Gr um ou zero vezes. Por Ẽi designamos o conjunto
dos elos deste caminho.

Assumimos, sem perda de generalidade, r = 1. Portanto, uma realização
de F−1 pode ser definida por

F−1(v) = (F−1
1 (v), . . . , F−1

s (v)),

F−1
1 (v) = 0, F−1

i (v) =
∑

l∈Ẽi

vl, v ∈ X̃, i = 2, . . . , s. (3.3.6)

Seja m = min{α− β, β − γ}.
Nota 4. Sejam i e j dois śıtios conectados pelo elo l. É claro que se Q̃u,u+εi

=
Q̃u,u+εj

, então dado u ∈ X̃ com ul 6= 0 temos

E(|(η̃t+1)l| − |(η̃t)l| | ηt = u) = 0,

onde (η̃t)l = ul se η̃t = u; se Q̃u,u+εi
6= Q̃u,u+εj

, então dado u ∈ X̃ com ul 6= 0
temos

E(|(η̃t+1)l| − |(η̃t)l| | ηt = u) ≤ −m

s
.

Vamos provar o Teorema 3.3.3 (embaixo) por indução sobre s. O Te-
orema 3.2.3 segue do Teorema 3.3.3. Precisamos de duas condições para
(f, η̂t, X̂), onde η̂t é uma cadeia de Markov com espaço de estados X̂, X̂ = Zm

para algum m ∈ N, e f : X̂ → R. Por ∆f(w) designamos a variável aleatória
f(η̂1) − f(η̂0), onde η̂0 = w. Note que para cada realização fixa segue que
∆f(w) é uma função de w.

Condição 1. (f, η̂t, X̂) satisfaz a Condição 1 com 0 ≤ δ < 1, umas constantes
positivas C1, C2, ε, e uns conjuntos finitos A1, A2 ∈ X̂ se e somente se as
seguintes condições são cumpridas:

1. f(w) = ‖w‖1+δ(C1 + o(1))

2. dados t e w ∈ A1 temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) = E(∆f(w)) ≤ −ε, (3.3.7)

3. dado w ∈ A2 temos |∆f(w)| ≤ C2‖w‖δ.
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Usamos w = (w1, . . . , wm), o(1) é uma função que converge para 0 quando
‖w‖ converge para +∞,

‖w‖ =
( m∑

i=1

|wi|2
)1/2

e A = X̂ \ A.

Condição 2. (f, η̂t, X̂) satisfaz a Condição 2 com 0 ≤ δ < 1, umas constantes
positivas C1, C2, ε, ε̃, 0 < δ̃ < 1 e uns conjuntos finitos A1, A2, A3 ∈ X̂ se e
somente se (f, η̂t, X̂) satisfaz a Condição 1 com as constantes C1, C2, ε, δ e
os conjuntos A1, A2, e dado w ∈ A3 a seguinte condição é cumprida:

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) = E(∆f(w)) ≤ −ε̃‖w‖δ̃ (3.3.8)

Fixamos os parâmetros α, β, γ, θ, e a árvore com raiz Gr. Portanto,
temos as seguintes quatro cadeias de Markov η̃t. Para a primeira cadeia
de Markov Ξ = 〈=〉. Para as outras Ξ é igual a 〈+∞〉, 〈−∞〉, e 〈∅〉. Por
L(Gr) designamos o conjunto destas quatro cadeias de Markov. Daqui para
frente as vezes trabalhamos com algumas árvores com raiz no mesmo tempo.
Portanto as vezes usamos a notação X(Gr), X̃(Gr), Q(Gr), e Q̃(Gr) no lugar
de X, X̃, Q, e Q̃ respectivamente.

Usamos as seguintes definições.

Condição 3. (f, L(Gr)) satisfaz a Condição 3 se e somente se existem 0 ≤
δ < 1, umas constantes positivas C1, C2, C3, ε, e alguns conjuntos finitos
A1, A2 ∈ X̃(Gr) tais que para todo η̂t ∈ L(Gr) segue que (f, η̂t, X̃(Gr))
satisfaz a Condição 1 com as constantes C1, C2, C3, ε, δ e os conjuntos A1, A2.

Condição 4. (f, L(Gr)) satisfaz a Condição 4 se e somente se existem
0 ≤ δ < 1, umas constantes positivas C1, C2, C3, ε, ε̃, 0 < δ̃ < 1 e uns
conjuntos finitos A1, A2, A3 ∈ X̃(Gr) tais que para todo η̂t ∈ L(Gr), segue
que (f, η̂t, X̃(Gr)) satisfaz a Condição 2 com as constantes C1, C2, C3, ε, ε̃, δ, δ̃
e os conjuntos A1, A2, A3.

Nossa prova precisa de indução sobre s. Portanto, na realidade precisamos
provar o seguinte

Teorema 3.3.3. Dados qualquer árvore com raiz Gr e quaisquer admisśıveis
α, β, γ, e θ as seguintes proposições são verdadeiras.
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1. Existe uma função f : X̃(Gr) → R tal que para (f, L(Gr)) a Condição 3
é cumprida.

2. Para qualquer Ξ admisśıvel a cadeia de Markov η̃t é ergodica.

É claro que o Teorema 3.2.3 segue do Teorema 3.3.3. Isto conclui a prova
do Teorema 3.2.3.

3.3.5 Prova do Teorema 3.3.3

Começamos a prova com os seguintes dois lemas.

Lema 3.3.3. Seja Gr uma árvore com raiz. Suponhamos que (f0,L(Gr))
satisfaz a Condição 3 e λ é uma constante tal que 0 < λ < 1. Então para
(f 1+λ

0 , L(Gr)) a Condição 4 é cumprida.

Prova. Sejam 0 ≤ δ < 1, as constantes positivas C1, C2, ε, e A1, A2 os con-
juntos finitos da Condição 3 para (f0, L(Gr)).

É fácil verificar que dados |t| ≤ 1
2

e 0 < λ < 1 temos

(1 + t)1+λ ≤ 1 + (1 + λ)t + 2t2. (3.3.9)

Dado w ∈ A2, obtemos

|∆f0(w)|
f0(w)

≤ C2‖w‖δ

‖w‖1+δ(C1 + o(1))
=

C2

C1‖w‖(1 + o(1)). (3.3.10)

Usando (3.3.9) e (3.3.10), dado w com ‖w‖ suficientemente grande temos

∆(f 1+λ
0 )(w) =f 1+λ

0 (w)

((
1 +

∆f0(w)

f0(w)

)1+λ

− 1

)

≤fλ
0 (w)∆f0(w)

(
1 + λ + 2

∆f0(w)

f0(w)

)
(3.3.11)

Dado η̂t ∈ L(Gr) nós vamos usamos os ı́tens 1, 2, 3 da Condição 1 para
(f0, η̂t, X̃(Gr)).

Usando (3.3.11), dado w com ‖w‖ suficientemente grande, obtemos

|∆(f 1+λ
0 )(w)| ≤ Cλ

1 ‖w‖λ+λδC2‖w‖δ

(
1 + λ +

2C2

C1‖w‖ + o(1)

)
.
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Portanto, dado η̂t ∈ L(Gr) ı́tem 3 da Condição 1 for (f 1+λ
0 , η̂t, X̃(Gr)) é

cumprido.
Usando (3.3.11) de novo, dado w com ‖w‖ suficientemente grande, obte-

mos

E
(
∆(f 1+λ

0 )(w)
) ≤ Cλ

1 ‖w‖λ+λδ(−ε)

(
1 + λ− 2C2

C1‖w‖ + o(1)

)
.

Logo, (3.3.8) e o ı́tem 2 são cumpridos.
Como

f 1+λ
0 (w) = (‖w‖1+δ(C1 + o(1)))1+λ = ‖w‖1+δ+λ+λδ(C1+λ

1 + o(1)),

segue que o ı́tem 1 é cumprido.

Lema 3.3.4. Suponhamos que η̂t é uma cadeia de Markov irredut́ıvel que é
também ergodica, X̂ é espaço de estados de η̂t, e w0 é um ponto fixo de X̂.
Seja ρ uma função em X̂ tal que existe um conjunto finito B ⊂ X̂ tal que
w0 ∈ B e ρ(w) = 0 para w /∈ B. Seja ε > 0. Então existe uma função
positiva g̃ em X̂ tal que

• E(g̃(η̂t+1)− g̃(η̂t) | η̂t = w) + ρ(w) = −ε, para todo w ∈ B, w 6= w0,

• E(g̃(η̂t+1)− g̃(η̂t) | η̂t = w) = 0, w /∈ B.

Prova. Seja

h(w) =

{
ρ(w) + ε se w ∈ B
0 if w /∈ B.

Sejam R0 = h(η̂0), Rt = Rt−1 + h(η̂t). Suponhamos que

T = inf{t ≥ 0 : η̂t = w0},
g̃(w) = E(RT | η̂0 = w).

Como η̂t é ergodica e h(w) 6= 0 se e somente se w ∈ B, temos que a função
g̃ é limitada. Além disso, dado w 6= w0 temos

E(g̃(η̂t+1)− g̃(η̂t) | η̂t = w) + h(w) = 0.

Finalmente, podemos adicionar uma constante para que g̃ seja positiva.

Sejam Gr = (V, E, r) e |V | = s. A prova é por indução sobre s. Inicial-
mente precisamos do seguinte
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Lema 3.3.5. Para s = 2 o Teorema 3.3.3 vale.

Prova. Assumimos, sem perda de generalidade, V = {1, 2} e r = 1. Seja
f(u) = |u|, onde |u| é a diferença entre as alturas das duas colunas, isto é,
|u| = |x2 − x1|.

Agora vamos verificar que para (f, L(Gr)) a Condição 3 é cumprida. Te-
mos u ∈ Z e ε1 = −1, ε2 = 1. De acordo com as condições de fronteira
consideramos quatro casos. Caso de Ξ = 〈=〉:

Q̃u,u+ε1 ∈
{γ

2
,
β

2

}
e Q̃u,u+ε2 =

α

2
se x2 < x1;

Q̃u,u+ε1 ∈
{α

2
,
β

2

}
e Q̃u,u+ε2 =

γ

2
se x2 > x1;

Caso de Ξ = 〈+∞〉:

Q̃u,u+ε1 =
β

2
e Q̃u,u+ε2 =

α

2
se x2 < x1;

Q̃u,u+ε1 =
α

2
e Q̃u,u+ε2 =

γ

2
se x2 > x1;

Caso de Ξ = 〈−∞〉:

Q̃u,u+ε1 =
γ

2
e Q̃u,u+ε2 =

α

2
se x2 < x1;

Q̃u,u+ε1 =
β

2
e Q̃u,u+ε2 =

γ

2
se x2 > x1;

Caso de Ξ = 〈∅〉:

Q̃u,u+ε1 =
γ

2
e Q̃u,u+ε2 =

α

2
se x2 < x1;

Q̃u,u+ε1 =
α

2
e Q̃u,u+ε2 =

γ

2
se x2 > x1;

Portanto, dados η̂t ∈ L(Gr) e u 6= 0 temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = u) = −|Q̃u,u+ε2 − Q̃u,u+ε1| ≤ −m

2
.

Logo (f, L(Gr)) satisfaz a Condição 3.
Do Teorema 3.3.1 e o fato que a Condição 3 é cumprida para (f, L(Gr)),

segue que a cadeia de Markov η̃t é ergodica.
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Agora, seja s > 2. Suponhamos que Er é o conjunto dos elos incidentes
a r. Por G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (Vk, Ek) designamos as componentes co-
nectadas do grafo (V \ {r}, E \ Er). Seja ri o sitio de Gr tal que ri ∈ Vi e
{r, ri} ∈ Er, i = 1, . . . , k. Então (G1, r1), . . . , (Gk, rk) são umas árvores com
raiz. Seja Hi = (Vi∪{r}, Ei∪{r, ri}), i = 1, . . . , k. Então (H1, r), . . . , (Hk, r)
são umas árvores com raiz.

Suponhamos que α, β, γ são os mesmos para

Q(Gr1
1 ), . . . , Q(Grk

k ), Q(Hr
1), . . . , Q(Hr

k),

e Q(Gr), os valores de θ são naturalmente induzidos do parâmetro θ de Q(Gr).
Consideramos dois casos.

Caso 1. Seja k ≥ 2. Então |Vi ∪ {r}| < s. Da hipótese indutiva segue
que existem umas funções f1, . . . , fk tais que para (fi, L(Hr

i )) a Condição 3
é cumprida, i = 1, . . . , k. Neste caso precisamos do seguinte

Lema 3.3.6. Se k ≥ 2, então existe uma função f tal que para (f, L(Gr)) a
Condição 3 é cumprida.

Prova. Por δi designamos a constante δ da Condição 3 para (fi,L(Hr
i )), onde

i = 1, . . . , k. Como 1 + δi = 2, segue que existem umas constantes α1, . . . , αk

tais que 0 < αi < 1, i = 1, . . . , k e

(1 + δi)(1 + αi) = (1 + δj)(1 + αj) < 2, para i, j = 1, . . . , k.

Do Lema 3.3.3 segue que para (f 1+αi
i ,L(Hr

i )) a Condição 4 é cumprida,
i = 1, . . . , k. Seja

f(u) =
k∑

i=1

f 1+αi
i (u(i)),

onde u = (u(1), . . . , u(k)) ∈ X̃(Gr), u(i) ∈ X̃(Gri
i ), i = 1, . . . , k.

Vamos provar que para (f, L(Gr)) a Condição 3 é cumprida. Portanto,
precisamos achar 0 ≤ δ < 1, umas constantes positivas C1, C2, ε, e uns con-
juntos finitos A1, A2 ∈ X̃(Gr) e provar que dado η̂t ∈ L(Gr) os ı́tens 1, 2,
3 da Condição 1 são cumpridos. A prova que os ı́tens 1 e 3 são cumpridos
é evidente. Logo, precisamos provar que o ı́tem 2 é cumprido. Portanto,
precisamos da seguinte
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Proposição 3.3.1. Existem ε > 0 e um conjunto finito A1 ∈ X̃(Gr) tais que
dados t, w ∈ Ā1, e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) ≤ −ε.

Prova. Como dado i ∈ {1, . . . , k} a Condição 4 para (f 1+αi
i , L(Hr

i )) é cum-
prida (na realidade precisamos de (3.3.7) e o fato que A1 é finito), segue que
existe uma constante C > 0 tal que dados t, w ∈ X̃(Gr), e η̂t ∈ L(Gr), temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) ≤ C.

Portanto, dado i ∈ {1, . . . , k}, como para (f 1+αi
i , L(Hr

i )) a Condição 4 é
cumprida (na realidade precisamos de (3.3.8) e o fato que A3 é finito), segue
que dado ε > 0 existem uns conjuntos finitos A(i) ⊂ X̃(Hr

i ), i = 1, . . . , k, tais
que dados t,

w ∈ X̃(Hr
1)× · · · × X̃(Hr

i−1)× A(i)

× X̃(Hr
i+1)× · · · × X̃(Hr

k),

e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) ≤ −ε.

Tomamos A1 = A(1) × · · · × A(k).

Isto completa a prova do Lema 3.3.6.

Caso 2. Seja k = 1. Então |V1| < s. Da hipótese indutiva segue que existe
uma função f1 tal que para (f1, L(Gr1

1 )) a Condição 3 é cumprida e a cadeia
de Markov η̂t ∈ L(Gr1

1 ) é ergodica. Note que para k = 1 temos Gr = Hr
1 .

Neste caso precisamos do seguinte

Lema 3.3.7. Se k = 1, então existe uma função f tal que para (f, L(Gr)) a
Condição 3 é cumprida.

Prova. Fixamos u+
0 , u−0 ∈ X̃(Gr) tais que para cada elo l de Gr1

1 tal que
l é incidente para r1 temos (u+

0 )l = 1 e (u−0 )l = −1. Sabemos que para
(f1, L(Gr1

1 )) a Condição 3 é cumprida. Dado 0 < κ < 1, do Lema 3.3.3 segue
que para (f 1+{

1 ,L(Gr1
1 )) a Condição 4 é cumprida. Seja u = (uI , ũ) ∈ X̃(Gr),

onde uI = xr1 − xr ∈ Z, ũ ∈ X̃(Gr1
1 ). Suponhamos que

f(u) = f̃(u) + g(u) + fI(u),
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onde g é uma função positiva limitada,

f̃(u) = f 1+{
1 (ũ), e fI(u) = |uI |1+δ

com δ da Condição 4 para (f 1+{
1 ,L(Gr1

1 )).
Vamos definir a função g e provar que para (f, L(Gr)) a Condição 3 é

cumprida. Portanto, precisamos achar as constantes C1, C2, ε, δ e os conjun-
tos finitos A1, A2 ∈ X̃(Gr), e provar que dado η̂t ∈ L(Gr) os ı́tens 1, 2, 3
da Condição 1 são cumpridos. A prova que os ı́tens 1 e 3 são cumpridos
é evidente. Precisamos provar que o ı́tem 2 é cumprido. Portanto, vamos
provar que existem ε > 0 e um conjunto finito A1 ∈ X̃(Gr) tais que dados t,
w ∈ A1, e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(f(η̂t+1)− f(η̂t) | η̂t = w) ≤ −ε. (3.3.12)

Procuramos pelo conjunto finito A1 da forma A1 = A′
1 × A′′

1, onde A′′
1 ⊂

X̃(Gr1
1 ) e A′

1 ⊂ Z são uns conjuntos finitos, 0 ∈ A′
1, 0 ∈ A′′

1. Usamos a
seguinte fórmula:

A1 = A′
1 × A′′

1 = (A′
1 × X̃) ∪ (Z× A′′

1) =

(A′
1 ∩ Z+)× (X̃ \ {u+

0 }) ∪ (A′
1 ∩ Z−)× (X̃ \ {u−0 })∪

(A′
1 ∩ Z+)× {u+

0 } ∪ (A′
1 ∩ Z−)× {u−0 } ∪ (Z× A′′

1),

onde X̃ = X̃(Gr1
1 ), Z+ = {0, 1, . . . }, e Z− = {. . . ,−1, 0}.

Precisamos das seguintes proposições.

Proposição 3.3.2. Dado ε1 > 0 existe uma função g e um conjunto finito
A′

1 ⊂ Z tal que dados t,

w ∈ (A′
1 ∩ Z+)× (X̃(Gr1

1 ) \ {u+
0 }) ∪ (A′

1 ∩ Z−)× (X̃(Gr1
1 ) \ {u−0 }),

e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(f̃(η̂t+1) + g(η̂t+1)− f̃(η̂t)− g(η̂t) | η̂t = w) ≤ −ε1. (3.3.13)

Prova. Seja

g(u) =

{
g+(ũ) se uI ≤ 0

g−(ũ) se uI > 0
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Seja A′
1 = {0, 1}. Note que se

η̂t = u ∈ (A′
1 ∩ Z+)× X̃(Gr1

1 ),

então (η̂t)I > 0 e (η̂t+1)I > 0, se

η̂t = u ∈ (A′
1 ∩ Z−)× X̃(Gr1

1 ),

então (η̂t)I ≤ 0 e (η̂t+1)I ≤ 0, onde (η̂t)I = uI se η̂t = u.
Vamos definir g+ e provar que dados t,

w ∈ (A′
1 ∩ Z+)× (X̃(Gr1

1 ) \ {u+
0 }),

e η̂t ∈ L(Gr) temos (3.3.13). É fácil ver que precisamos da prova somente para
a cadeia de Markov η̂t que é η̃t para a árvore com raiz Gr1

1 com as condições
de fronteira 〈+∞〉. Como (f̃ , L(Gr1

1 )) satisfaz a Condição 4 (precisamos de
(3.3.8)), segue que existe um conjunto finito B ∈ X̃(Gr1

1 ) tal que dado u ∈
X̃(Gr) com ũ ∈ B temos

E(f̃(η̂t+1)− f̃(η̂t) | η̂t = u) ≤ −ε1.

Sabemos que a cadeia de Markov η̂t é ergodica. Aplicando o Lema 3.3.4 e
tomando g+ = g̃, onde g̃ é do Lema 3.3.4 com w0 = u+

0 , ε = ε1, o conjunto
finito B e

ρ(w) = E(f̃(η̂t+1)− f̃(η̂t) | η̂t = w),

w ∈ B, conclúımos a prova.
Do modo análogo, definimos g− e provamos que dado dado t,

w ∈ (A′
1 ∩ Z−)× (X̃(Gr1

1 ) \ {u−0 }),
e η̂t ∈ L(Gr) temos (3.3.13). Na prova somente temos que substituir a cadeia
de Markov η̃t para a árvore com raiz Gr1

1 com as condições de fronteira 〈+∞〉
pela cadeia de Markov η̃t para a árvore com raiz Gr1

1 com as condições de
fronteira 〈−∞〉 e também substituir u+

0 por u−0 .

Proposição 3.3.3. Existe um conjunto finito 0 ∈ A′
1 ⊂ Z tal que dados t,

w ∈ A′
1 × X̃(Gr1

1 ), e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(fI(η̂t+1)− fI(η̂t) | η̂t = w) ≤
wδ

I(1 + δ)E(|(η̂t+1)I | − |(η̂t)I | | η̂t = w) +
2

|wI |1−δ
(3.3.14)
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Prova. Seja f0(w) = |wI |. Usando (3.3.9), obtemos

∆fI(w) ≤ |wI |δ(1 + δ)∆f0(w) +
2(∆f0(w))2

|wI |1−δ
. (3.3.15)

O calculo do valor médio de (3.3.15) e o uso do fato que E(∆f0(w))2 ≤ 1
completam a prova.

Proposição 3.3.4. Dado ε1 > 0 existe um conjunto finito 0 ∈ A′
1 ⊂ Z, tal

que dados t, w ∈ A′
1 × X̃(Gr1

1 ), e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(fI(η̂t+1)− fI(η̂t) | η̂t = w) ≤ ε1.

Prova. Da nota 4 segue que dados w ∈ X̃(Gr) e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(|(η̂t+1)I | − |(η̂t)I | | η̂t = w) ≤ 0,

Logo, a aplicação da Proposição 3.3.3 completa a prova.

Proposição 3.3.5. Dado C > 0 existe um conjunto finito 0 ∈ A′
1 ⊂ Z tal

que dados t,

w ∈ (A′
1 ∩ Z+)× {u+

0 } ∪ (A′
1 ∩ Z−)× {u−0 },

e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(fI(η̂t+1)− fI(η̂t) | η̂t = w) ≤ −C.

Prova. Se u ∈ (Z+ \ {0})× {u+
0 }, então

Q̃u,u+εr1
(Gr) =

α

s
e Q̃u,u+εr(G

r) ∈
{β

s
,
γ

s

}
.

Usando a Nota 4, dados t, u ∈ (Z+ \ {0})× {u+
0 }, e η̂t ∈ L(Gr) obtemos

E(|(η̂t+1)I | − |(η̂t)I | | η̂t = u) ≤ −m

s
.

Usando a Proposição 3.3.3, escolhemos um conjunto finito 0 ∈ A′
1 ∈ Z e

conclúımos a prova para qualquer u ∈ (A′
1 ∩ Z+)× {u+

0 }.
Se u ∈ (Z− \ {0})× {u−0 }, então

Q̃u,u+εr1
(Gr) =

γ

s
e Q̃u,u+εr(G

r) ∈
{β

s
,
α

s

}
.

Do modo análogo como em cima, escolhemos um conjunto finito 0 ∈ A′
1 ∈ Z

e conclúımos a prova para qualquer u ∈ (A′
1 ∩ Z−)× {u−0 }.
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Proposição 3.3.6. Dados ε1 > 0 e uma função positiva g1 : X̃(Gr) → R
existe um conjunto finito A′′

1 ⊂ X̃(Gr1
1 ) tal que dados t, w ∈ Z × A′′

1, e
η̂t ∈ L(Gr) temos

E(f̃(η̂t+1) + g1(η̂t+1) + fI(η̂t+1)− f̃(η̂t)− g1(η̂t)− fI(η̂t) | η̂t = w) ≤ −ε1.

Prova. Usando a Proposição 3.3.4, temos que existe uma constante C tal que
dados t, u ∈ X̃(Gr), e η̂t ∈ L(Gr) temos

E(fI(η̂t+1)− fI(η̂t) | η̂t = u) ≤ C.

Considerando o fato que para (f 1+{
1 ,L(Gr1

1 )) a Condição 4 é cumprida (preci-
samos de (3.3.8) e o fato que o conjunto A3 é finito), conclúımos a prova.

Vamos terminar a prova do Lema 3.3.7.
Fixamos um ε > 0. Inicialmente, usando a Proposição 3.3.2 e a Pro-

posição 3.3.4, achamos uma função positiva limitada g e um conjunto finito
A′

1 ⊂ Z e provamos (3.3.12) para qualquer

w ∈ (A′
1 ∩ Z+)× (X̃(Gr1

1 ) \ {u+
0 }) ∪ (A′

1 ∩ Z−)× (X̃(Gr1
1 ) \ {u−0 }).

Em seguida, usando a Proposição 3.3.5 e o fato que g é limitada, ajusta-
mos o conjunto A′

1 e provamos (3.3.12) para qualquer

w ∈ (A′
1 ∩ Z+)× {u+

0 } ∪ (A′
1 ∩ Z−)× {u−0 }.

Finalmente, usando a Proposição 3.3.6 e o fato que g é limitada, achamos
o conjunto A′′

1 e provamos (3.3.12) para qualquer w ∈ Z× A′′
1.

Vamos terminar a prova do Teorema 3.3.3. Usando os Lemas 3.3.6 e 3.3.7
provamos que existe uma função f : X̃(Gr) → R tal que para (f, L(Gr)) a
Condição 3 é cumprida. Usando o fato que para (f, L(Gr)) a Condição 3 é
cumprida (na realidade precisamos da constante ε , o fato que o conjunto
A1 é finito, e que o ı́tem 2 da Condição 1 é cumprido) e o Teorema 3.3.1,
provamos que para todos os valores admisśıveis de α, β, γ, θ, e Ξ a cadeia de
Markov η̃t é ergodica.
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Caṕıtulo 4

Fuga de massa em processos de
alcance nulo multidimensionais
com taxas aleatórias

4.1 Introdução e resultados

O interesse no comportamento dos sistemas de part́ıculas em meio aleatório
cresceu recentemente: Benjamini, Ferrari e Landim (1996, [29]), Evans (1996,
[30]) e Ferrari e Krug (1996, [34]) observaram a existência da transição de fase
nestes modelos; Benjamini, Ferrari e Landim (1996, [29]), Krug e Seppäläinen
(1999, [36]) e Koukkous (1999, [33]) investigaram o comportamento hidro-
dinâmico dos processos conservativos em meios aleatórios; Landim (1996,
[35]) e Bahadoran (1998, [28]) estudaram o mesmo problema para processo
não homogêneo assimétrico atrativo; Gielis, Koukkous e Landim (1998, [31])
deduziram as flutuações de equiĺıbrio de um processo simétrico com alcance
nulo num meio aleatório; Andjel, Ferrari, Guiol e Landim (2000, [27]) prova-
ram a convergência à medida invariante maximal para um processo unidimen-
sional totalmente assimétrico com alcance nulo com vizinhos mais próximos
em meio aleatório.

Neste caṕıtulo consideramos um processo multi-dimensional com alcance
nulo com taxas aleatórias. Seja S = Zd. Fixamos 0 < c < 1 e consideramos
uma coleção λ = {λx}x∈S assumindo valores em (c, 1] tal que c = infx∈S λx e
λx > c, para qualquer x ∈ S.
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Neste caṕıtulo usamos notação

‖x‖ = max
i=1,...,d

|xi|,

aqui x = (x1, . . . , xd) ∈ S.
Seja M > 0. Suponhamos que p : S → [0, 1] é uma função tal que∑

x∈S p(x) = 1 e para qualquer x tal que ‖x‖ > M , temos p(x) = 0. Vamos
supor que existem vetores x1, . . . ,xd ∈ S com as seguintes propriedades:

• p(xi) > 0, i = 1, . . . , d,

• x1, . . . ,xd são linearmente independentes em Rd.

Consideramos um processo com alcance nulo no meio λ. Isso é um processo
de Markov que podemos descrever não formalmente da seguinte maneira.
Inicialmente distribúımos part́ıculas em S de algum modo. Se existe pelo
menos uma part́ıcula no śıtio x, então com taxa λxp(y − x) uma destas
part́ıculas pula para o śıtio y.

Para construir o processo de Markov ηt em X = NS que corresponde
à descrição acima suponhamos que Nx,y(t) é uma coleção de processos de
Poisson independentes tais que para qualquer x, y ∈ S, ‖x− y‖ ≤ M, temos
E(Nx,y(t)) = λxp(y− x)t. A evolução de ηt é agora dada pela seguinte regra:
se o processo de Poisson Nx,y pular no momento t e ηt−(x) > 0, então uma
part́ıcula pula de x para y neste momento. Vamos usar notações η e ξ para
elementos de X.

O gerador deste processo Lλ, definido por

Lλf(η) = dE[f(ηt) | η0 = η]/dt |t=0,

atua sobre funções ciĺındricas f do seguinte modo:

(Lλf)(η) =
∑
x∈S

∑
y∈S

λxp(y − x)1{η(x)>0}[f(ηx,y)− f(η)].

Na fórmula acima temos ηx,y = η − ∂x + ∂y, onde ∂z representa a confi-
guração com exatamente uma part́ıcula no śıtio z e a adição de configurações
é feita componente por componente.

Seja {Sλ(t), t ≥ 0} o semigrupo associado com o gerador Lλ, i.e.,

Sλ(t)f(η) = E[f(ηt) | η0 = η].
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A prova da existência do processo ηt e do processo da Seção 4.2.1 pode
ser encontrada em Andjel (1982, [26]) e no apêndice de Andjel (1980, [25]).

Seja v um número real tal que 0 ≤ v ≤ c. Então um cálculo (primeira
vez observado por Jackson (1957, [32]) no caso finito) mostra que a medida
produto νλp,v com marginais

νλ,v{ξ : ξ(x) = n} =

(
v

λx

)n (
1− v

λx

)

é uma medida invariante para o processo.
Para alguns casos sabe-se que o conjunto de todas as medidas invariantes

é a envelope convexo do conjunto {νλ,v : 0 ≤ v ≤ c}. Para o processo
totalmente assimétrico com alcance nulo com vizinhos mais próximos em
dimensão 1 a prova pode ser encontrada em Andjel, Ferrari, Guiol e Landim
(2000, [27]). Em dimensão 1 e 2 com

∑
xp(x) = 0 é fácil provar o resultado

usando o Teorema 1.10 de Andjel (1982, [26]).
Para definir a ordenação parcial padrão para medidas de probabilidade

sobre X, primeiro, dizemos que η ≤ ξ se η(x) ≤ ξ(x) para todo x ∈ S. Depois
dizemos que uma função com valores reais f definida em X é crescente se
η ≤ ξ implica f(η) ≤ f(ξ). Finalmente, se µ e ν são duas medidas de
probabilidade sobre X, dizemos que µ ≤ ν se

∫
fdµ ≤ ∫

fdν para toda
função crescente ciĺındrica limitada f. Neste caso dizemos que ν domina µ.

Para formular o nosso teorema principal precisamos da seguinte condição.

Condição 5. Seja

Jn = {x ∈ S : ‖x‖ ≤ n log n}, n = 1, 2, . . .

Uma medida de probabilidade µ sobre X satisfaz a Condição 5 se e somente
se para qualquer constante β > 0, temos que a soma

∞∑
n=1

e−βn
∑

x∈Jn\Jn−1

η(x) (4.1.1)

é finita µ-q.c.

Mais fácil verificar a seguinte

Condição 6. Uma medida de probabilidade µ sobre X satisfaz a Condição 6
se e somente se para alguma constante 0 < β0 < 1, temos

lim
‖x‖→∞

η(x) exp(−‖x‖1−β0) = 0 µ-q.c. (4.1.2)
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É fácil ver que se µ satisfaz a Condição 6, então µ satisfaz a Condição 5.
De fato, usando (4.1.2), obtemos que para algum 0 < β0 < 1 e qualquer
β > 0, temos que a soma (4.1.1) é finita se a soma

∞∑
n=1

(n log n)d exp((n log n)1−β0) exp(−βn), (4.1.3)

é finita. É fácil ver que (4.1.3) converge.
É fácil verificar que se µ satisfaz a Condição 5, então dado t, segue que

µSλ(t) satisfaz a Condição 5. A mesma coisa é valida para a Condição 6.

Teorema 4.1.1. Seja P uma distribuição de λ tal que {λx}x∈S são variáveis
aleatórias independentes identicamente distribúıdas, λ0 assume valores em
(c, 1], e dado ε > 0 temos P(λ0 ∈ (c, c + ε)) > 0. Seja µ uma medida
de probabilidade sobre X tal que µ satisfaz a Condição 5. Suponhamos que
Ξλ = {µSλ(t) : t > 0}. Então as seguintes proposições são verdadeiras P-q.c.

1. Ξλ é tight.

2. Todo limite fraco de Ξλ quando t converge para o infinito é dominado
por νλ,c.

Finalmente, vamos explicar porque achamos que o teorema é interessante.
Sob algumas condições é posśıvel introduzir a densidade assintótica de cada
configuração ρ(λ), a densidade cŕıtica ρ∗(λ) que corresponde à medida inva-
riante νλ,c, e ter ρ∗(λ) < ∞. O nosso teorema, em particular, está dizendo
que se o processo começa com uma medida com uma densidade assintótica
acima de ρ∗(λ) e converge para alguma medida, então as configurações ob-
tidas usando esta medida tem densidade assintótica menor ou igual a ρ∗(λ).
Este comportamento é notável porque o processo é conservativo, isto é, o
número total de part́ıculas é conservado, mas no limite “perde massa”. Mais
detalhes em d = 1 podem ser encontrados em Andjel, Ferrari, Guiol e Landim
(2000, [27]).

Note que de modo análogo o teorema pode ser formulado e provado para
um tipo mais geral de processo com alcance nulo. Seja g : N→ [0, +∞) uma
função não decrescente tal que limk→∞ g(k) < ∞, e g(0) = 0. O gerador
deste processo Lλ atua sobre funções ciĺındricos do seguinte modo:

(Lλf)(η) =
∑
x∈S

∑
y∈S

λxg(η(x))p(y − x)[f(ηx,y)− f(η)].
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O processo tem medidas invariantes νλ,v com as marginais

νλ,v{ξ : ξ(x) = k} =

{
γx(v/λx)k

g(1)...g(k)
se k > 0

γx se k = 0,

onde 0 ≤ v ≤ c e γx = γx(λ, v) é uma constante para normalizar.

4.2 Provas

Na prova temos duas idéias principais. A primeira idéia é introduzir um pro-
cesso com alcance nulo com um número infinito de part́ıculas em alguns śıtios.
A segunda é esquecer o tempo e considerar o movimento de cada part́ıcula
como uma realização de uma cadeia de Markov em tempo discreto. Então é
posśıvel usar o Lema 4.2.3. Finalmente, alguns argumentos de acoplamento
são usados.

Para o tipo mais geral de processo com alcance nulo podemos ainda usar
as duas idéias, porque podemos assumir g(∞) = limk→∞ g(k) < ∞ e porque
esquecemos do tempo. Detalhes sobre medidas invariantes, acoplamentos e
existência dos processos no caso de tipo mais geral podem ser encontrados
Andjel (1980, [25]) e (1982, [26]).

4.2.1 Prova do Teorema 4.1.1

Inicialmente, constrúımos uma famı́lia de processos no meio λ e provamos
algumas propriedades dos processos. Precisamos dos seguintes definições e
lemas.

Seja α > 0. Suponhamos que λα = {λα
x}x∈S, onde

λα
x =

{
c + α se λx ≤ c + α

λx se λx > c + α.

Seja cα = infx∈S λα
x = c + α. Por N̄ designamos todos os números inteiros

não negativos junto com o ponto +∞.
Dado α ≥ 0 consideramos um processo com alcance nulo ηt no meio λ.

Para α = 0 o processo é o processo ηt definido na Seção 4.1. Usamos a mesma
notação ηt para o processo com α > 0. O espaço de configuração do processo
é N̄S. O processo novo ηt é definido do mesmo modo que o processo ηt da
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Seção 4.1 com as seguintes diferenças. Quando uma part́ıcula pula de (para)
um śıtio com o número infinito de part́ıculas, então o número de part́ıculas
continua a ser infinito. A taxa do pulo de x para y é λα

xp(y−x). Suponhamos
também que qualquer configuração inicial do processo ηt no meio λ tem o
número infinito de part́ıculas nos śıtios com λα

x = cα e um número finito
de part́ıculas em todos os outros śıtios. Por {Nα

x,y(t)}x,y∈S designamos o
processo de Poisson usado na construção de ηt com o parâmetro α. Sejam
Lα

λ o gerador do processo ηt com o parâmetro α e {Sα
λ (t), t ≥ 0} o semigrupo

associado ao gerador Lα
λ .

Note que para qualquer x ∈ S, se η0(x) < ∞, então para qualquer t,
temos ηt(x) < ∞. Logo o processo ηt realmente evolve em NS(λ,α), onde

S(λ, α) = {x ∈ S : ηt(x) < ∞}.
Portanto, podemos considerar uma medida nas configurações iniciais do pro-
cesso ηt como uma medida em NS(λ,α).

É fácil verificar que a medida produto να
λ com as marginais

να
λ{ξ : ξ(x) = k} =





( cα

λα
x

)k(
1− cα

λα
x

)
se x ∈ S(λ, α)

1{k=∞} se x ∈ S \ S(λ, α)

é uma medida invariante do processo ηt.
Temos o seguinte plano da prova do teorema. Inicialmente, para cada

medida µ em X vamos por em correspondência uma famı́lia das medidas
µα em X̄. As medidas µα dominam µ e também dado t, segue que µαSα

λ (t)
domina µSλ(t). Em seguida, provamos a convergência de µαSα

λ para a medida
invariante να

λ . Finalmente, usamos o fato que να
λ converge fracamente para

νλ,c quando α converge para 0. Portanto, precisamos dos seguintes lemas e
definições.

A ordenação parcial para as medidas de probabilidade em X̄ é definido de
modo análogo à ordenação parcial em X. Somente notamos que +∞ ≤ +∞
e dado a ∈ N, temos a ≤ +∞. Note que se µ ≤ ν em X, então µ ≤ ν em X̄.

À cada medida µ em X vamos por em correspondência uma famı́lia de
medidas de probabilidade µα em X̄, onde α > 0 e µα é a medida em X̄ com
os seguintes marginais. Sejam n ∈ N e Ai ⊂ X, xi ∈ S(λ, α), i = 1, 2, . . . , n,
então

µα(η(xi) ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n) = µ(η(xi) ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n).

Seja x /∈ S(λ, α), então µα(η(x) = ∞) = 1.
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Lema 4.2.1. Sejam α > 0 e t ≥ 0. Então µSλ(t) ≤ µαSα
λ (t).

Lema 4.2.2. Seja µ uma medida de probabilidade em X tal que a Condição 5
é cumprida para µ. Então para qualquer α > 0, temos lim supt→∞ µαSα

λ (t) ≤
να

λ P-q.c.

Vamos terminar a prova do Teorema 4.1.1. Do Lema 4.2.1 e do fato que
para fixos x e N a função 1η(x)>N é cont́ınua e crescente, segue que dados
α > 0, x ∈ S e N > 0, temos

µSλ(t){η(x) > N} ≤ µαSα(t){η(x) > N}.

Portanto, do Lema 4.2.2, segue que Ξλ é tight.
Usando o Lema 4.2.1 e o Lema 4.2.2, obtemos

lim sup
t→∞

µSλ(t) ≤ lim sup
t→∞

µαSα
λ (t) ≤ να

λ .

Para concluir a prova, tem que passar ao limite quando α → 0.

4.2.2 Ferramenta principal

Dado α ≥ 0 consideramos uma cadeia de Markov ζn no meio λ. A cadeia de
Markov ζn tem espaço de estados S e matriz de transição (pα(x, y) : x, y ∈ S).
Seja

pα(x, y) =





p(y − x) se x ∈ S(λ, α), y ∈ S, x 6= y,

1 se x ∈ S \ S(λ, α), x = y,

0 se x ∈ S \ S(λ, α), y ∈ S, x 6= y.

Seja A ⊂ S um conjunto finito. Por τA(x) designamos o primeiro mo-
mento tal tal que a cadeia de Markov ζn, começando no ponto x, atinge o
conjunto A. Note que τA(x) é um tempo de parada. Lembramos que {λx}x∈S

são i.i.d variáveis aleatórias.

Lema 4.2.3. Dado α > 0 existem P-q.c. N = N(λ, α) ∈ N e β̃ = β̃(λ, α) > 0
tais que dados k, m ∈ N, x, y ∈ S tais que k > m > N, x ∈ Jm \ Jm−1, y ∈
S \ Jk, temos

P(τS\Jk
(x) < ∞) ≤ e−β̃(k−m) (4.2.1)

P(τJm(y) < ∞) ≤ e−β̃(k−m) (4.2.2)
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Prova. Sejam C̃ > 0 e M̃ ∈ N. Sejam x̃ ∈ Zd e

Ix̃ = {x ∈ S : ‖x̃(2M̃ + 1)− x‖ ≤ M̃}.

Na formulação do lema substitúımos Jn com

Jn(C̃, M̃) = {x ∈ S : x ∈ Ix̃, ‖x̃‖ ≤ C̃n log n}.

Proposição 4.2.1. O novo lema é equivalente ao lema original.

Prova. Sejam b2 > b1 > 0, a > 0, e γ > 0. Seja f uma função tal que

γf(a) log f(a) = a log a.

Como para algum ε > 0 e algum a suficientemente grande, temos

log(f(a))1+ε ≥ log(f(a) log f(a)) = log
(a log a

γ

)
≥ log a− log γ,

f ′(a) =
log(a) + 1

γ(log f(a) + 1)
,

segue que existem C > 0 e b > 0 tais que para todos b2 > b1 > b, temos

f(b2)− f(b1) =

∫ b2

b1

f ′(a) da ≤ C(b2 − b1). (4.2.3)

Assumindo

γ =
C̃

2M̃ + 1

e aplicando a desigualdade (4.2.3), conclúımos a prova.

Lembramos que os vetores x1, . . . ,xd ∈ S são definidos no começo da
Seção 4.1. Dado x ∈ S sejam

χx = {x + x1n1 + · · ·+ xdnd : n1, . . . , nd ∈ Z},
χ+

x = {x + x1v1 + · · ·+ xdvd : v1, . . . , vd ∈ R+},

onde R+ = [0, +∞). Seja G0 =
⋂

x∈I0
χ+

x .

É fácil ver que existe z̃ ∈ Zd tal que Iz̃ ⊂ G0 e a função z̃ = z̃(M̃) é
um vetor constante para todo M̃ suficientemente grande, isto é, existe um
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M̃ > 0 tal que dados M̃1 > M̃ e M̃2 > M̃ , temos z̃(M̃1) = z̃(M̃2). Seja
K = ‖z̃‖.

Suponhamos que M̃ > M . Consideramos uma percolação por śıtios não
orientada no grafo (Zd, E(d)), onde Zd é o conjunto dos śıtios do grafo e

E(d) = {{x̃, ỹ} : x̃, ỹ ∈ Zd, ‖x̃− ỹ‖ = K + 1}
é o conjunto dos elos.

Seja
Ibig
x̃ = {x ∈ S : x ∈ Iỹ, ‖x̃− ỹ‖ ≤ K}.

Suponhamos que x ∈ I0. Por Ox designamos o conjunto dos śıtios de Ibig
0 tal

que a cadeia de Markov ζn atinge eles antes de sair de Ibig
0 com probabilidade

positiva, isto é,

Ox = {y ∈ Ibig
0 : P(τ{y}(x) < τS\Ibig

0
(x)) > 0}.

Como existem s ∈ N e uns vetores y1, . . . , ys tais que S =
⋃s

i=1 χyi
, segue

que existem s ∈ N e uns conjuntos Q1, . . . , Qs ⊂ S tais que

• {Q1, . . . , Qs} = {χx ∩ Iz̃ : x ∈ I0},
• dado i temos Qi = Qi(M̃) e |Qi(M̃)| → ∞ quando M̃ →∞,

• a função s = s(M̃) é uma constante para todo M̃ suficientemente
grande.

Seja
Qx̃

i = {x ∈ S : x− x̃(2M̃ + 1) ∈ Qi}.
Continuamos a definição do modelo de percolação. Cada śıtio x̃ é preto

ou branco. É branco se e somente se todos os conjuntos

Qx̃
1 ∩ (S \ S(λ, α)), . . . , Qx̃

s ∩ (S \ S(λ, α))

não são vazios. Lembramos que {λx : x ∈ S} são i.i.d. Portanto, existe
q̃ = q̃(α, M̃) > 0 tal que cada śıtio é preto com probabilidade q̃ e branco
com probabilidade 1− q̃. Todos os śıtios são pretos ou brancos mutuamente
independente. Note que quando α é fixo, temos q̃ → 1 quando M̃ →∞.

Sejam x̃, ỹ ∈ Zd. Existe um caminho branco conectando śıtios x̃ e ỹ se
existe uma coleção de śıtios (x̃0, x̃1, . . . , x̃n) tal que x̃i é branco, i = 0, . . . , n,
x̃0 = x̃, x̃n = ỹ, {x̃i, x̃i+1} ∈ E(d), i = 0, . . . , n−1, e não existem i e j tais que
i 6= j e x̃i = x̃j. O número n é chamado o cumprimento do caminho branco.
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Proposição 4.2.2. Dado α > 0 existem M̃ > M ,N0 > 0, e β1 > 0 tais que
dados x̃ ∈ Zd e N1 > N0, temos que a probabilidade que existe ỹ ∈ Zd tal
que ‖x̃− ỹ‖ > N1 e existe um caminho branco conectando x̃ e ỹ é menor que
e−β1N1 .

Prova. Sejam x̃ ∈ Zd e K1 = #{ỹ ∈ Zd : ‖x̃ − ỹ‖ = K + 1}. A proposição
segue do lema de Borel-Cantelli e o fato que a probabilidade que existe um
caminho de comprimento n do śıtio x̃ é menor que Kn(1− q̃)n, onde o número
dos caminhos é majorizado por Kn e (1− q̃)n é probabilidade de cada cami-
nho (isto é uma parte da bem conhecida na teoria de percolação prova para
o fato que não existe percolação quando o parâmetro de percolação é sufici-
entemente pequeno). Logo, dado M̃ > M suficientemente grande, temos que
1− q̃ é suficientemente pequeno e isto completa a prova.

Suponhamos que Am é o evento que existem x̃, ỹ ∈ Zd tais que

‖x̃‖ > C̃m log m, ‖ỹ‖ ≤ C̃(m− 1) log(m− 1) + K + 2,

e existe um caminho conectando os śıtios x̃ e ỹ, m = 2, 3, . . .

Proposição 4.2.3. Dado α > 0 existem M̃ > M e C̃ > 0 tais que no nosso
modelo de percolação a variável aleatória

∑∞
m=1 1Am é finita q.c.

Prova. Seja β1 da Proposição 4.2.2. Seja C1 > 0 tal que

C1β1 − (d− 1) > 2.

Suponhamos que C̃ > C1. Sejam Rm = C̃m log m,Km = C1(1+log m). Note
que dado m suficientemente grande, temos Km < bRmc − dRm−1e − 2K − 5.
Da Proposição 4.2.2, segue que existem algumas constantes C2 > 0 e C3 > 0
tais que dado m suficientemente grande, temos

P(Am) ≤ #{x̃ ∈ Zd : Rm −K − 1 ≤ ‖x̃‖ ≤ Rm} exp(−β1Km)

≤ C2(m log m)d−1 exp(−β1Km) ≤ C3

m2
.

Usando o lema de Borel-Cantelli, conclúımos a prova.

Vamos terminar a prova do Lema 4.2.3. Suponhamos que

a := min
x∈I0

max
i=1,...,s

min
y∈Qi

P(τ{y}(x) < τS\Ibig
0

(x)),
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aqui α = 0. Lembrando a definição dos conjuntos Qi, obtemos a > 0. Se
para alguns m, k tais que k > m os eventos Am, . . . , Ak não acontecem,
então para atingir Jm(C̃, M̃) de S \Jk(C̃, M̃) a cadeia de Markov ζn tem que
passar alguns cubos Ix̃m+1 , . . . , Ix̃k

, onde x̃m+1, . . . , x̃k são śıtios pretos e dado
i, j tais que i 6= j, temos ‖x̃i − x̃j‖ > K. Se a cadeia de Markov ζn está em
Ix̃ e x̃ é um śıtio preto, então com probabilidade pelo menos a a cadeia de
Markov ζn atinge o conjunto S \ S(λ, α) e para. Em outras palavras, dado
y ∈ S \ Jk(C̃, M̃), temos

P(τJm(C̃,M̃)(y)) ≤ ak−m.

De modo análogo pode ser provado que dado x ∈ Jm(C̃, M̃), temos

P(τS\Jk(C̃,M̃)(x)) ≤ ak−m.

Isto conclui a prova.

Na Seção 4.2.3 usamos a seguinte conexão entre o processo com alcance
nulo ηt e a cadeia de Markov ζn. Vamos observar uma part́ıcula que está
no śıtio x no momento 0. Observamos a part́ıcula nos momentos quando a
part́ıcula pula de um śıtio para um outro. A posição da part́ıcula depois do
pulo número m é ζm se ζ0 = x.

4.2.3 Provas dos lemas

Prova do Lema 4.2.1. Nesta prova usamos a notação ηα
t para o processo ηt

com o parâmetro α > 0 e a notação ηt para o processo ηt com o parâmetro
α = 0. Consideramos um acoplamento dos processos ηt e ηα

t . Fixamos uma
realização do meio λ. Sejam ηα

0 (x) = η0(x) se x ∈ S(λ, α) e ηα
0 (x) = +∞

se x ∈ S \ S(λ, α). Podemos obter os processos Nx,y(t) e Nα
x,y(t) da seguinte

maneira. Por {Mx,y(·) : x, y ∈ S} designamos uma famı́lia de independentes
duas-dimensionais processos de Poisson com o parâmetro 1. Sejam

Nx,y(t) = Nx,y([0, t)) = Mx,y([0, t)× [0, p(y − x)λx]),

Nα
x,y(t) = Nα

x,y([0, t)) = Mx,y([0, t)× [0, p(y − x)λα
x ]).

Como a taxa do pulo do processo ηα
t do śıtio x é maior que a taxa do

pulo do processo ηt quando x ∈ S \ S(λ, α), isto é, ηα
t (x) = +∞, segue que

se ηα
t− ≥ ηt−, então ηα

t ≥ ηt. Também da definição do acoplamento segue que
ηα

0 ≥ η0.
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Prova do Lema 4.2.2. Por (ξt, ηt) vamos designar o acoplamento das duas
versões do processo ηt, usando a mesma famı́lia de processos de Poisson
(Nα

x,y(t) : x, y ∈ S). Seja L̄α
λ o gerador do processo (ξt, ηt). Suponhamos que

{S̄α
λ : t ≥ 0} é um semigrupo associado ao gerador L̄α

λ .
Como να

λ é uma medida invariante do processo ηt, segue que para provar
o Lema 4.2.2 é suficiente provar que dados α > 0 e µ tais que a Condição 5
é cumprida, segue que

lim
t→∞

(µα × να
λ )S̄α

λ (t){(ξ, η) : ξ(x) > η(x)} = 0 (4.2.4)

para todo x ∈ S \ S(λ, α) P-q.c.
As configurações ξ e η são em principio não ordenados: existem (possivel-

mente um infinito número de) śıtios x ∈ S(λ, α) tais que (ξ(x)− η(x))+ > 0
e (possivelmente um número infinito de) śıtios y ∈ S(λ, α) tais que (ξ(x) −
η(x))− > 0. Dizemos que temos ξη-discrepâncias no primeiro caso e ηξ-
discrepâncias no segundo.

O número dos part́ıculas acopladas no śıtio z no momento t é dado por
ξ̄t(z) := min{ηt(z), ξt(z)}. As ξ̄-part́ıculas se movem como umas part́ıculas
regulares (de primeira classe) do processo com alcance nulo. Há no máximo
um tipo de discrepâncias em cada śıtio no momento do tempo 0. Dis-
crepâncias dos dois tipos se movem como umas part́ıculas de segunda classe,
isto é, uma ξη-discrepância pula de x para y com taxa

λxp(y − x)[1{ξ(x)≥1} − 1{ξ̄(x)≥1}]

e uma ηξ-discrepância pula de x para y com taxa

λxp(y − x)[1{η(x)≥1} − 1{ξ̄(x)≥1}].

Se uma ξη-discrepância pula de um śıtio z ocupado por pelo menos uma
ηξ-discrepância, então a ξη-discrepância e uma das ηξ-discrepâncias em z
coalescem numa ξ̄-part́ıcula acoplada em z. A part́ıcula acoplada comporte-
se deste momento como uma part́ıcula regular (de primeira classe). Se uma
ξη-discrepância pula a um śıtio x com o número infinito de part́ıculas, isto é,
x ∈ S \ S(λ, α), então a ξη-discrepância desaparece. Todas as part́ıculas no
śıtio x ∈ S \ S(λ, α) são ξ̄-part́ıculas. Portanto, qualquer part́ıcula que pula
de qualquer śıtio x ∈ S \ S(λ, α) é uma ξ̄-part́ıcula. A mesma coisa (todo
este parágrafo) é a verdade quando os papeis de ξ e η são trocados.
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Para provar o lema é suficiente provar que dados α > 0, ε > 0, µ tais que
eles satisfazem a Condição 5, λ (P-q.c.), ξ0 (µ-q.c.), e η0 (να

λ -q.c.), temos

lim
t→∞

(δα
ξ0
× δα

η0
)S̄α

λ (t){(ξ, η) : ξ(x) > η(x)} < ε

para todo x ∈ S \ S(λ, α), onde δξ é a medida de probabilidade concentrada
no elemento ξ de X. De fato, inicialmente, usamos o lema de Levy para
obter µα em vez de δα

ξ0
e να

λ em vez de δα
η0

, em seguida, passamos para o
limite quando ε → 0.

Assumimos, sem perda de generalidade, que x = 0 e 0 ∈ S(λ, α). Fixa-
mos α > 0, ε > 0, um meio λ, e uma configuração ξ0. Seja M̄ ∈ N. Temos
o seguinte plano. Cada ξη-discrepância que está em JM̄ no momento zero
atinge o conjunto S \ S(λ, α) e desaparece (a Proposição 4.2.4). Como no
momento zero há um número finito de ξη-discrepâncias em JM̄ , segue que
precisa de algum tempo finito (aleatório) para todos eles desaparecer. Por-
tanto, somente as ξη-discrepâncias que estão no conjunto S \JM̄ no momento
zero podem estar no śıtio 0 quando t é grande. Vamos esquecer do tempo
e observar somente as trajetórias das ξη-discrepâncias. A probabilidade que
pelo menos uma ξη-discrepância que está no conjunto S \ JM̄ no momento
zero atinge o śıtio 0 é suficientemente pequeno quando M̄ é suficientemente
grande (a Proposição 4.2.5).

Logo, para terminar a prova do lema, somente precisamos provar as se-
guintes duas proposições, onde P̄ é a medida de probabilidade para a famı́lia
de processos de Poisson (Nα

x,y(t) : x, y ∈ S). Nas provas das proposições
usamos algumas definições do começo da Seção 4.2.2.

Proposição 4.2.4. Cada ξη-discrepância que está em JM̄ no momento zero
atinge o conjunto S \ S(λ, α) ( P̄-q.c.)

Prova. Dado M ∈ N, seja ζM
n uma cadeia de Markov com o parâmetro α

no meio λ. A cadeia de Markov ζM
n tem espaço de estados JM e matriz de

transição (qM(x, y) : x, y ∈ JM). Seja

qM(x, y) =

{
pα(x, y) se x, y ∈ JM , x 6= y∑

z∈JM
pα(x, z) se x = y ∈ JM .

Vamos construir um acoplamento das cadeias de Markov ζn e ζM
n da

seguinte maneira. Suponhamos que x = ζ0 = ζM
0 ∈ JM . Então ζM

m = ζm se
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m < τS\JM
(x). Para m ≥ τS\JM

(x) as cadeias de Markov ζM
n e ζn evoluem

independentemente.
Sejam A ⊂ JM , x ∈ JM . Por τM

A (x) designamos o primeiro momento tal
que a cadeia de Markov ζM

n começando no śıtio x atinge o conjunto A.
Consideramos

AM =
{

x ∈ JM :
∑

y 6=x

qM(x, y) = 0
}

.

Como o espaço de estados da cadeia de Markov ζM
n é finito, segue que

P(τM
AM∪(S\S(λ,α))(x) < ∞) = 1.

É fácil ver que se ηM
n atinge algum śıtio x ∈ AM ∩ S(λ, α) no momento

m, então isto significa que no momento m + 1 a cadeia de Markov ζn pula
fora do conjunto JM com probabilidade 1. Portanto, todos os caminhos
(realizações) da cadeia de Markov ζn com τS\JM

(x) = ∞ atinge o conjunto
JM∩(S\S(λ, α)). Passando ao limite quando M →∞ e usando o Lema 4.2.3,
conclúımos a prova.

Proposição 4.2.5. Dado α > 0 e ε > 0, existe M̄ ∈ N tal que a proba-
bilidade que no momento zero no conjunto S \ JM̄ existe pelo menos uma
ξη-discrepância que em algum momento atinge o śıtio 0 é menor que ε ( P̄-
q.c.)

Prova. A probabilidade é menor ou igual a

∑

y∈S(λ,α)\JM̄

ξ0(y)P(τ{0}(y) < ∞) (4.2.5)

Usando o Lema 4.2.3, temos que existem N ∈ N e β̃ > 0 tais que dado
M̄ > N , segue que (4.2.5) é menor ou igual a

∞∑

n=M̄

e−β̃(n−1)
∑

x∈Jn\Jn−1

ξ0(x). (4.2.6)

Lembramos que µ satisfaz a Condição 5. Isto completa a prova.

Isto termina a prova do Lema 4.2.2.
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