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Resumo

Estudamos o processo de Hammersley. Provamos que o perfil de densi-
dade convenientemente renormalizado converge a uma solucao fraca de uma
equacao diferencial nao linear tipo Burgers. Essa equagao admite uma solucao
fraca constante num ponto. Com o tempo essa condicao inicial é trasladada
e é chamada de choque macroscopico. Partindo de medidas produto com
densidades diferentes a esquerda e a direita da origem, provenientes de uma
das solugoes de choque da equacgao, provamos que existe um choque mi-
croscopico que corresponde aquele choque macroscépico. Provamos que a
posicao do choque é dada pela posi¢ao de uma particula de segunda classe.
Calculamos os dois primeiros momentos assintoticos dos fluxos de particulas
de primeira e segunda classe e da posi¢ao de uma particula de segunda classe
sob condicoes iniciais de choque.

Abstract

We consider the Hammersley process. We show that the density profile
converges to a weak solution of a non linear differential equation. Under shock
initial conditions, the weak solution have a discontinuity (shock). We prove
that under an initial measure corresponding to the macroscopic shock, there
exists a microscopic shock given by the position of a second class particle.
We compute the asymptotics of the first two moments for the fluxes of first
and second class particles and for the position of a second class particles
under shock initial conditions.
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Capitulo 1

Introducao

Aldous e Diaconis definiram o processo de Hammersley para solucionar o pro-
blema de Ulam, que consiste em achar o comportamento assintotico da maior
subseqiiéncia crescente de uma permutacgao aleatéria de n elementos quando
n vai para o infinito. Se chamarmos L, o tamanho de uma subsequéncia
crescente de tamanho maximal de uma permutacgao aleatoria uniforme de n

elementos, a solugao do problema é lim,, . nL172 = 2. O problema de Ulam

pode ser representado por meio de um processo de Poisson no plano: se
considerarmos os pontos do processo de Poisson num retangulo [a,b] X [c, d]
estes definem uma permutacao aleatéria de n elementos, onde n é o niimero
de pontos no retangulo. Portanto, nesta representagao, n é aleatorio. Para
n fixo, basta condicionar N([a,b] X [¢,d]) = n. Esta representagao da a
ligacao entre o problema de Ulam e o processo de Hammersley. O problema

de Ulam ¢é equivalente a demostragdo de um limite hidrodinamico (Lei dos



grandes nimeros) para o processo de Hammersley.

Uma configuracao do processo de Hammersley consiste de particulas loca-
lizadas na reta real. Um estado do processo é uma seqiiéncia enumeravel de
nimeros reais. A dinamica do processo pode ser descrita como segue: cada
particula pula para uma posigao, escolhida uniformemente entre a posicao
no instante do pulo e a posicao da particula mais proxima a sua esquerda.
O pulo é feito com taxa igual ao cumprimento do intervalo entre as duas

particulas.

Por esta definicao, temos que a ordem entre as particulas é mantida e nao

temos aniquilagao nem criacao de particulas durante a evolugao do processo.

Aldous e Diaconis [?] e Seppéléinen [?] mostraram que todas as medidas
invariantes para o processo sao misturas de processos de Poisson homogéneos

na reta.

Nosso primeiro resultado é a prova de um limite hidrodinamico. Quando
escalado no tempo e no espacgo, a densidade de particulas converge a uma

solucao fraca da seguinte equacao tipo Burgers,

0 0 1

P rvr ey Sl

A demonstragao é feita em termos da equagao equivalente de Hamilton-Jacobi

B 1
—U(z,t) — ——— = 0.
V(@0 DU (x, 1) 0

2



Onde u é a derivada de Radon Nikodyn de U. Esta maneira de provar limites

hidrodinamicos foi introduzida por Seppéléinen [?].

Neste processo podemos definir particulas de segunda classe de forma
analoga as do processo de exclusao, isto é, consideremos dois processos 7,
e (;, acoplados convenientemente e com configuragoes iniciais ¢ < 7, entao

& =mn, — (¢, € o processo de particulas de segunda classe .

Nosso segundo resultado diz respeito a existéncia de um choque mi-
croscopico. Consideremos p < A, e v, a medida que corresponde a ter
a esquerda da origem um processo de Poisson de parametro p e a direita
um processo de Poisson de parametro A. Esta medida inicial corresponde a
condicao inicial de choque na equagao diferencial anterior. Nosso segundo
resultado é a prova de que existe um choque microscopico e que a posicao
do choque corresponde a de uma particula de segunda classe que no instante
inicial estiver na origem. A prova do teorema segue o espirito da prova em
Ferrari [?], mas utilizando neste caso medidas de Palm, pois neste processo

a probabilidade de um ponto conter uma particula é zero.

Nosso terceiro resultado é uma lei dos grandes numeros para o fluxo
(utilizando o limite hidrodinamico acima). Calculamos o limite da variancia
do fluxo, apropriadamente renormalizada, tanto para particulas de primeira
como de segunda classe e a variancia da particula de segunda classe. Para

isto, trabalhamos primeiro numa versao discreta do processo de Hammersley



que no limite resulta no processo de Hammersley continuo.

1.1 Processo de Hammersley

1.1.1 Problema de Ulam

O problema de Ulam consiste em estimar o comprimento de uma subseqiién-
cia crescente maximal de uma permutacao aleatoria de n elementos. Uma
permutacao aleatéria de n elementos é uma permutacao m, dos elementos

{1,2,...,n}, tal que
. . L., .
P(r,(i)=j)=— Vi,j €1,..,n.
n
Uma subseqiiéncia crescente de 7, é uma seqiiéncia
7 (1) < m(ig) < ... < (ig),

com 11 < ig < ... < 1.

Por exemplo, para a permutacao
7:(1,2,3,4,5,6,7,8,9,) — (3,9,7,4,1,2,8,5,6) ,
a subseqiiéncia 3 4 5 6 é uma subseqiiéncia crescente de comprimento ma-

ximal (assim como a subseqiiéncia 12 5 6).

Seja L,(m) o comprimento de uma subseqiiéncia crescente de compri-

mento maximal de uma permutacdo aleatéria uniforme de {1,2,...,n}. O
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problema de Ulam consiste em encontrar o(n) e ¢ deterministicas tais que

L
lim ——~ =c. (1.1)

A solucao foi encontrada por Vershik e Kerov [?] e Logan e Shepp [?] e é
dada por a (n) = n'/? e ¢ = 2. Eles provaram que

EL,
nl/2

1.1.2 Representacao do Problema de Ulam por um
Processo de Poisson no Plano

Consideremos um processo de Poisson homogéneo de parametro um em IR x
[0,00) e suponhamos que na regiao (finita) [0,2] x [0,t) temos n pontos
(x1,t1), ..., (T, t,) do processo. Isto define uma permutagao m com a seguinte

regra:

a i-ésima menor coordenada t, corresponde a w(i) -ésima menor coordenada

Z.

Definimos um caminho crescente de (0,0) a (z,t) como uma subseqiiéncia

(ZEil,til),...,((L’ik,tik> de (.Tl,tl),...,<l’n,tn), com < Tipqs til < til+17 [ =

1.k —1.



Consideremos L(x,t) o maior k para o qual existe um caminho crescente
com k pontos de (0,0) a (x,t). Se o numero de pontos em [0, z] x [0,t] é

M (z,t), temos que

L(x,t) = Lz —em distribuigao.

Com esta representacao do problema de Ulam, Aldous e Diaconis nota-
ram que o limite (1.1) podia ser visto como um limite hidrodinamico, num
processo que eles denominaram processo de Hammersley, pois esse processo
esteve implicito num trabalho de Hammersley [?]. Vamos agora definir esse

Processo.

1.1.3 Processo de Hammersley

Este processo foi introduzido por Aldous e Diaconis [?] e utilizado para encon-
trar uma nova prova para o limite (1.1) através de um limite hidrodinamico
para este processo. A existéncia do processo foi provada por Sepalainen em

[?7]. A prova de existencia precisa do seguinte espago de estado:

X é o conjunto das seqiliéncias crescentes de nimeros reais z = (zx)kez,

21 € R, tais que limy,_,_ oo k=22, = 0.

volui . - .
Informalmente, o processo evolui da seguinte maneira: cada particula
z; pula com uma taza igual ao comprimento do intervalo (z;_1,2;), a uma

posicao escolhida uniformemente neste intervalo.

6



Formalmente, definimos a evolucao do processo através de um processo
pontual de Poisson de parametro 1 sobre IR x (0,00). Fixemos P uma re-
alizagao deste processo e sejam s < t,a < b tais que C' = (a,b] x (s,1] seja
finito, denotamos por A(a,b, s,t) ao conjunto dos caminhos crescentes em

C N P. Sejay € Aa,b,s,t) e|v|| o nimero de pontos em ~, definimos:

L(a,b,s,t) = maz{[|y|| : v € Ala, b, s, 1)}

I'((a,s),t,k) =inf{h >0: L(a,a+ h,s,t) > k},

isto é, a menor distancia horizontal tal que o caminho tem tamanho maior

ou igual a k. Entao, Sepéldinen em [?] prova que dada uma seqiiéncia inicial

00 = (Ug)kEZa

on(t) = inf{o? + D((0?,0), ¢,k — i)} (1.2)

define a evolugao do processo.

O processo de Hammersley é um processo de Markov definido sobre X

com gerador

0f(0) =Y [ dulfe™) - (o).
oL sek #1i,

u se k=1

onde o, = {



1.1.4 Construcao Grafica

Seja P um processo de Poisson no Plano, 7 uma configuracao inicial, k € Z
et € IR". Usando (1.2), obtemos 2 (s), para 0 < s < t. Agora, para 2,1,
obtemos o caminho utilizando a seguinte regra: quando houver uma marca
do processo P no intervalo (2, 2x+1), a particula zjyq vai pular para a posicao

da marca.

Por exemplo, para o seguinte grafico:

- o ° ® ® t=0

a construcao grafica poderia resultar nas seguintes trajetorias para as parti-

culas:

- @ ® I t=0




1.2 Processo de Bastoes

Existe um outro processo relacionado com o processo de Hammersley, o cha-
mado processo de bastoes. Este é um processo sobre Z onde os estados sao
configuragoes n = (n,)icz , n; > 0,m; € R, tal que
. 2 b
kEIElOO k- ;m =0.
A evolugao do processo é a seguinte: para cada sitio ¢ € Z, o bastao 7,

quebra-se com taxa 7);, e uma parte de tamanho u do bastao 7, é tirada desse

bastao e agregada ao bastao 7,,,, u é escolhido uniformemente no intervalo

(07T]z>

A relagao entre este processo e o de Hammersley é que se z; é um processo
de Hammersley, pegando 0, (t) = 241 (t) — 2; (t), n, é um processo de bastoes

(i.e., o comprimento do i-ésimo bastao é a distancia entre z; e z;1).

O gerador para este processo tem a expressao

Qf(n) =3 / du [ f("Y) = f(n)]

’iEZO
onde
N M sek#i,1+1
nettt =4 —u se k=i

n,+u sek=1i+1

O processo assim definido é Feller e tem como medida invariante um processo

de Poisson em IR.



Escalado no espaco e no tempo, o perfil do processo de bastoes converge

a uma solucao fraca da equacao de Burgers:

9 5 )
Sl t) + 5o, 1) = 0,

onde p(z,t) é uma fungao a valores reais definida para (z,t) € R x (0, 00)

(ver referéncia [1] ). A defini¢ao de solucao fraca esta no capitulo 2.

1.3 Acoplamento no processo de Hammers-
ley

Na construcao grafica, fixemos uma realizacao P do processo de Poisson
no plano, e consideremos duas configuracoes iniciais o0 = {0;},., ¢ ¢ =
{gj }jeZ, tal que o0 C ¢ como conjuntos, que denotaremos por o < (. Agora
faremos com que essas duas configuragoes evoluam segundo a construcao
grafica usando a realizacao P do processo de Poisson. Teremos entao que
or < (,;, para todo t, pois suponhamos que o, < (, e temos uma marca
do processo de Poisson em x, entao nesse instante a primeira particula o a
direita de = vai pular para x. O mesmo acontece com (. Temos dois casos: se
a particula ( esta sozinha, ela vai se juntar a uma particula o. Neste caso a
particula ¢ que estava com o vai ficar sozinha mas ainda preservando o < (.
Se a particula ¢ estava junta com uma particula o, as duas vao pular juntas

para x. Temos entao que

c<(=0,<( Vt>0.

10



Seja &, = (, — o, e consideremos (04,&,). As particulas ¢ evoluem da

seguinte maneira:

e se temos uma marca e a primeira particula a direita é uma particula o

entao a particula pula para a marca;

e se temos uma marca e a primeira particula a direita é uma particula &
entao a particula £ pula para a posicao da primeira particula o a sua

direita e a particula ¢ pula para a marca.

As particulas tipo ¢ ignoram as de tipo £, no entanto estas estao subor-

dinadas as particulas tipo o.

A interacao entre o; e &, nos leva a chamar as particulas o de particulas

de primeira classe e as particulas £ de particulas de segunda classe.

11



Capitulo 2

Limite Hidrodinamico

Neste capitulo provamos um limite hidrodinamico para o processo. Provamos
que escalado no tempo e no espago, o perfil de densidades do processo de

Hammersley converge para uma solugao fraca da equacao diferencial

1
pt+ <_> :07
P

com p (z,0) = p,(x), onde uy é o limite das densidades de particulas das

N

configuracoes iniciais {zz } 2 2N~ pdY escaladas no espago.
1€

Para provar isso vamos fazer uso de alguns resultados da teoria de Hamil-
ton-Jacobi. Nesta teoria muitos dos resultados exigem que a funcao de fluxo
seja convexa. Em nosso caso, o fluxo é concavo (f (p) = —1/p), pois definimos
o processo com as particulas pulando para a esquerda. Se redefinirmos a
dinamica do processo com as particulas pulando para a direita, a funcao

de fluxo fica convexa (f (p) = 1/p), o que simplifica muito a notagao e as

12



demostragoes, sem modificar a validade dos resultados para o processo de

Hammersley cléssico.

Portanto, neste capitulo vamos mudar a definicao do processo para a

seguinte:
— Espaco de estados: seja X o conjunto das seqiiéncias crescentes de
nimeros reais 2z = (zx)rez, 2 € IR, tais que limy_ o k225, = 0.

— Evolugao: cada particula z;, pula com uma taxa igual a longitude do
intervalo (z;,z;11), para uma posigao escolhida uniformemente nesse

intervalo.

Para este processo, a equagao diferencial fica:

Py + <1>m = 0. (2.1)

p

Definigao 2.1 Diremos que u (x,t) € uma solugdo fraca de

ug + (f (u), = 0,

u(z,0) = wup(x)
se para cada T > 0, ¢ € Cy (IR) de suporte compacto,

[o@u@n) = [ 6@uw@ - [ [ @, ) dud =0

13



Notemos que em nosso caso, a equagao anterior fica

A¢@muﬂﬁw—A¢QMM@MFAéAuéﬁ@¢QMﬁ_OWZQ

Definigao 2.2 Diremos que a solugao fraca u(x,t) € a solugao entropica de

se existe > 0 tal que para todot >0, x em IR e a > 0,

Teorema 2.1 A tnica solugdo fraca entrépica de (2.2) é a derivada de

Radon-Nikodyn da medida definida pela fungdo (crescente)

U(a,t) = it {Uo () — 2/l — 2)t}

onde

%wywm@:/ wo () .

[a,b]

Prova: Vamos a utilizar a formulacao do problema em termos de uma

equacao de Hamilton-Jacobi,

Ui + f (Ux) = 07
U(z,0) = Uo(x),
com f(u) = 1/u. Bardi e Evans [?] mostraram que se Uy é uniformemente
Lipschitz e f convexa, entao existe uma unica solugao fraca viscosa desta

14



equagao que é dada por U (z,1):

U(z,t) = jlggsgp U (@) +y(z—q)—tf(y)}.

Em nosso caso f (p) = 1/p. Derivando em relagao a y a expressao dentro do

supremo obtemos que existe um maximo em

Portanto, podemos eliminar os supremo em y. Substituindo fica

Ue,t) = gg{vomm/qfx<x—q>—tﬁ},
UGt) = int {Uh(@ - 2/tlg- o)},

que é a equacao (ue procuravamos.

Vamos denotar Cy (IR) ao conjunto de fungoes de IR continuas de suporte

compato.

Definigao 2.3 Sejam {m,}, p medidas de Radon sobre IR, m, — u na

topologia vaga se para cada ¢ € Cy (IR),

lim my (¢) = p(¢).

—00

Definicao 2.4 Seja z uma realizagdo do processo de Hammersley, para cada

¢ € Cy (IR), vamos chamar o (¢) =3, %gb (Zijsf)) _

15



Teorema 2.2 Seja my uma medida de Radon sobre IR tal que :

lim a*mg[z,0) — 0.

r——00

Sejam {/,Lév } as distribuicoes iniciais das configuracoes satisfazendo:
1
]\}im i {z eyY: ‘N# {zN[Na,Nb|} — pla, b)’ > 8} =0,

Va,b € R, —o00 < a < b < 00, e seja u(x,t) a solu¢io fraca entrdpica da
equagdo diferencial (2.2). Entao, para cada t > 0, of, — u(z,t)dz em
probabilidade na topologia vaga das medidas de Radon sobre IR. Isto é, para

cada ¢ € Cy(IR) ec >0

lim PV {‘a%t () — /gzﬁ(m) p(z,t) dx’ > 5} = 0.

N—oo

Prova: na prova anterior, mostramos que a solugao fraca de (2.2) u(x,t) é
a derivada de Radon Nikodyn da medida definida por m; (a,b) = U (b,t) —
U (a,t). Entao precisamos apenas provar o teorema para ¢ = ljp), com

—oo<a<b<oo,ie.,

b
aN, (¢) — / i (z,t) dr em probabilidade quando N — oo,

(2

ane (@) = ]bl[a,b] (ZZ (JSN)> : (2.3)

que pode ser descrito como o nimero de particulas no intervalo [Na, Nb]
dividido por N. Podemos usar a notagao do artigo de Aldous e Diaconis [?].
Seja

N (z,t) =sup{k: z (t) <z},

16



entdo N (b,t)—N (a,t) é o nimero de particulas no intervalo (a, b], no instante

t. Aldous e Diaconis [?] demonstraram que,
N (z,t) = ir>1f {N (2,0) = L(z,0,z,t)}

usando esta notagdo, a equagao (2.3) fica,

o, (¢) = ;f (N (bN,tN) — N (aN,tN)). (2.4)

Nosso problema fica entao reduzido a provar que

N (2N, tN)

N — U (z,t) em probabilidade,

mas, pela hipotese do teorema, temos que

N (zN,0)

N — Up (z) em probabilidade. (2.5)

Seppéléinen [?] e Aldous e Diaconis [?] demonstraram que

L(0,0,zN,tN)

N — 2¢/xt em probabilidade, (2.6)

N (zN,tN) 1 |
T = 7ZIZI;€V{N(Z’2€N)_L(Z’O’:L‘N’tN)}’

que também pode ser escrito

1
= —inf {N (¢N,tN)— L(¢N,0,zN,tN)}
N ¢>z

o { N (gN,0) L(gN,0,zN,tN) }

N N

q>x

17



Por (2.5) e (2.6), o termo dentro do infimo converge para

Uo (q) — 24/(q — 2)t.

Portanto, podemos passar o limite para dentro do infimo:

iy N@ENAN) [N (gN,0)  L(gN,0,2N, tN)
N N T Nsogie N N
= inf{Uo(q)—2 (q—x)t}
q=x
= U(x,t).

18



Capitulo 3

O Processo visto da Particula
Marcada de Segunda Classe

Seja m uma medida invariante por translagoes para o processo de Hammersley;,
1 ~ 7 uma configuragao de particulas, A C IR finito nao vazio, vamos denotar
nA) =#{ieZ:n, €A} ea(n)=mr(n(A)/|Al, onde # é o nimero de

elementos no conjunto e |A| é o volume de A.

Definimos agora uma medida 7" da seguinte maneira,

J i o1 @) = = [ ) 3w s o).

para toda f limitada e mesurdvel. Onde 7 ¢ a translacao

A medida 7’ pode ser interpretada como a medida 7 condicionada a ter

uma particula na posicao zero (Ver [?]).

19



Vamos a denotar por v, a medida de um processo de Poisson de parametro

Definicao 3.1 Diremos que uma medida o tem boas marginais, se

/ drs(0,6)f(0) = v,(f),
/ drs(0,€) f(a+€) = valf).

As medidas v, e v, sdo estaciondrias. Portanto, se (0¢,&,) tem boas

marginais para t = 0, entao as tera para todo t.
Vamos construir uma medida com boas marginais.

Seja n um processo de Poisson de parametro \ e {U, };cz varidveis aleaté-

rias independentes, uniformes no intervalo (0, 1); sejam agora os processos:

P
= Uz -
o Ui < T}

£ = {ni:§<Ui<1}.

Entao, o tem distribuicao v, e n = o + £ tem distribuicao v,. Portanto, se

chamarmos a distribuigao de (o,&) de 7, entdao w9 tem boas marginais.

A seguir, acoplamos os processos o e £, fazendo que evoluam usando o

mesmo processo de Poisson em IR x [0, c0).

Chamemos S5 (t) ao semigrupo deste processo.
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Seja 7, a medida 7y condicionada a ter uma particula £ na origem, isto

é, para toda f mensuravel e limitada,

/dﬂJQ (Uaf) f (076) - 04(7;)|A| /dﬂ? (0-75) Z T@'f (U,f),

onde 0 < |A| < 0.

Seja (0,&) ~ b, portanto £ (0) = 1. Seja X*¢(t) a posi¢io no tempo
t desta particula &, que no instante zero estava na origem. O processo
da particula marcada é o processo visto desta particula &, i.e., o processo
Txew (06,§;). Chamemos Sj (t) ao semigrupo deste processo. Temos entao

que para (0,&) ~ 7 e f limitada e mensuravel,

(1) £ (0,€) = [ AP (0,€) 7 (ceq o) (0060

onde as P4 sdo as probabilidades correspondentes ao processo sem marcar.

Teorema 3.1
my95(t) = (w255 (1))
Prova (adaptagao da prova do Teorema 6.5 de [?]): Seja A C R, tal que
Al =1,
mSh0f = [ dmy(0.€) 85 1) [ (0,€)
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> 7S5 (1) f(0,€)

E €A
- 6 = (6,60)
5 €A
= 5 = okt 5')T<X(§_§i)(t))f(o-t7£t>'

Usando a invariancia por translacoes da P, na integral interior, temos que,

TS () f = 5 =, 78t 5-)7-()((6*&@')(,5))]0(0’5’&)
= Tf t)f (Utagt)
f €A
- Tf'(t)f(o-hét)
EEA

= (775( )) (f)-

A dltima linha segue de « (m3) = a (7252 (t)) pois 7o ¢ invariante.
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Capitulo 4

Choques

4.1 Choque na Equacao tipo Burgers
Consideremos, na equacao diferencial derivada no capitulo anterior para a
densidade do processo de Hammersley, o problema com condigao inicial,
to(x) = pliz<oy + Algzso}
onde p < A.
Como em [?], a equagao é equivalente a
us + fr =0,

onde f (z,t) = —1/u(z,t), ou



onde a (u) = 1/u?, portanto quando

d
ax(t) = a,

u tem que ser constante em (z (t),t), as z(t) que cumplen com esa condigao

sdo chamadas curvas caracteristicas.

Estamos comecando com uma descontinuidade na origem, portanto nao
esperaramos encontrar uma solucao continua. Encontraremos uma solucao

descontinua, mas que sera unica no sentido de ser a solugao entroépica.

Chamemos y(t) a posigao da descontinidade, fixemos ¢ e chamemos y =
y(t), ue e ug o valor de u a esquerda e a direita de x, respectivamente,

a<x<hb.

Seja,

Derivando 1,

dt
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Mas,
b

[(t):/ayu(x,t)dx—i—/ u(x,t)de.

Y

Derivando 1,

dl Y b
= / ug (2, t) de + ueys + / ug (x,t) de — uqy,
a )

dt
- —/ayfx(x,t)dac+ueyt—/ybfx(x,t)—udyt
= —flue)+ f(ul(a,t) +ueys — f(u(b,t)) + f (ua) — uaye
= P — A\
= wlp—A).

Logo,

Entao, a solugao da equacao é

p(z,t) = plip<y ) + Algesvoy

com Y (t) = p%\t a posicao do choque.

4.2 Choque Microscépico

Seja p < A e v, a medida que corresponde a ter a esquerda da origem
um processo de Poisson de parametro p e a direita um processo de Poisson
de parametro A, esta condigao inicial corresponde ao choque na solucao da

equacao diferencial anterior.
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Definigao 4.1 Sejan ~ v, diremos que uma posi¢ao aleatoria X (t) € um
choque microscopico para 1, se sao verificados os sequintes limites uniformes
em t,

lim 7,0, = vy, lim 7,40, = v,,
T——+00 T——00

onde p, € a distribui¢do de Tx ;-

Vamos comegcar construindo essa medida inicial v, .

De agora em diante denotaremos por v, a um processo de Poisson de

parametro p.

Para construir a medida inicial, construimos os processos o, e v, acoplados
de tal maneira que o ~ v,, ¥ ~ vor—p € 0+ 77 ~ v, . Seja N um processo
pontual de Poisson de parametro A e {U;}iidU(0,1), 0 = {N; : U; < £}
ey ={N;: § < U <1,N; > 0}. Entao n = o + v, tem distribuicao

Vo Agora acoplamos os processos fazendo que evoluam, usando o mesmo

processo de Poisson em IR X [0, c0).

Agora construimos um terceiro processo, ( = {Ni A <Ui<1,N; < ()}.
£ = v+ ¢ tem distribuigao v,_,, portanto (oy,&,) tem distribuicao inicial tal

que 0 ~ v,, 0+ &~ vy

Teorema 4.1 Se n, tem distribuicio v, e X(t) € a posi¢ao de uma parti-

cula de sequnda classe com X (0) = 0. Entao X(t) € um choque microscopico
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para ;.

Prova: Seja my uma medida com as boas marginais e (0,&) ~ my. Se defi-

nirmos
n(r) = o) + Lzsné(z),

entao 1 ~ v, e fixando a construcao grafica,

N () = 04(z) + Lesx )y (2),

pois 0, depende somente de o( e do processo de Poisson bidimensional P da
construgao grafica, e ndao de X (t) nem de £. O movimento de cada particula

¢, somente depende das particulas £ a sua direita (além de o e P).
Se (0',€) ~ . € 7/(2) = 0'(2) + 1pmgy€' (), entio f ~ vy, e

n(x) = 03(2) + L>0&i(2).

Portanto, basta provar que

lim 7, (m255(t)) f(o(r) + 1paqié(r) = v,f,

lim 7, (m252(t)) f(o(r) + Liy=a1é(r)) = vaf,

r—00

uniformemente em ¢. Fixemos t. Como f ¢é cilindrica, existe 0 < M < oo,

tal que para x > M

T f(o(r) + 1{r>0}€(r)) = 7.f(0),
T f(o(r) + 1ps0)é(r) = 7-f(0+§)
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e também

To (1292(1)) f(o(r) + Lpsgp€(r) = 7o (m2Se(t)) f(0),
T s (Wzsz(t))l flo(r) + Lpsa)é(r) = 7_4 (m25(1)) f(o +£),

para todo x > M. Entao temos que provar que

lim 7, (m25:(t)) f(o) = v,f,

T——00

lim 7, (m255(1)) f(o+&) = vaf,

T——+00

uniformemente em ¢. Comegamos com o segundo limite. Seja {z;} uma
seqiiéncia crescente tal que z; — oo e (0,€) ~ m, f limitada implica que
existe uma subseqiiéncia convergente {Tzin flo+¢ )} Seja L o comprimento

do intervalo do qual f depende. Existe uma subsubseqiiéncia {xlnk} tal

que |z, — xink_l‘ > L Vk. Entao, como o e £ sao processos de Poisson
independentes, 75, f(0 + &) ¢ independente de 7., f(0 + §), para todo
1 2

k1 # ko, e tém a mesma distribuigao. Portanto,

lim Z Txmk (0 +&) = (m25:(t)) f(o+§)

N~>+ooN
e
1 )
N1_1>mooN (maSs(t ZT‘“% (c+&) = Nl_l}}rloo(wzsg ZT%% (c+¢&)
= (m25:(t)) f(o + &)
= w(f).
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Entao, a seqiiéncia (mS55(t)) Tau, | (o0 +&) é convergente e o limite de Cesaro

é (m255(t)) f(o +&). Portanto, o limite da seqiiéncia é

lm (m295(t)) 7o, [(0+ &) = (m25:2(1)) fo +&).

k——+o0
A convergéncia nao depende em t, so depende do soporte da f e da distri-

buicao de o 4 & que € invariante em ¢.

Agora, por definicao, para todo A C IR finito,

i (a50) 37, S0 0

1
_Nl_lﬁloo (m950) E(A) (m252(%)) N Z TngTg;m (0 +¢)
1

EEA k=1
= M %) @Ay 2 kzlggﬁ e, (748))

Pela definicao da distancia entre configuragoes no processo de Hammersley,

temos que para toda configuracao ¢,

d (¢ 752¢) <0

Fixemos ¢ > 0, f continua implica que existe ¢ tal que se d ((,x) < ¢ entao
1f(C) — f(x)| < e. Tomemos A tal que |A| < §/2 (com 0 € A). Entéo,

para todo &; € A, |§;| < §/2 e, portanto,

f(Q) = 7¢, f (C)‘ < ¢, para qualquer
configuracao (.

lim !
N=too (m255(1)) (§(A))

. 1
= W s E@) )

(25(t)) Te, f (e, (0+E))

=~
M=

Eonl
Il
—
o
d
m
b S

k

E(A) (£(ra,,, (0 ) +¢)

e
Il
—

==
M=
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| ! L5
= me ) § B (e, o O)£e)
1 1 &
= e (S0 (R, o 0) £

onde ¢ é arbitrario e nao depende de t. Portanto,
1Y
lim (7S(t)) N > Tfﬂinkf(a +&) =vyf.
k=1

N—-+4o00

O outro limite sai de maneira similar.
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Capitulo 5

Variancia do Fluxo

Ao longo deste capitulo trabalharemos no caso de medida estacionéria. Seja
Jrie 0 fluxo através da reta rt definido pelo nimero de particulas que no
tempo zero estiveram a esquerda do zero e no tempo t estao a direita da
posicao rt, menos o numero de particulas que no tempo zero estiveram a

direita do zero e no tempo t estao a esquerda de rt.

Formalmente, o fluxo no tempo t é

Jrir = #{x <0:ny(x) =1, X%(t) > rt}—#{x > 0:ny(x) = 1, X*(t) < rt}.
(5.1)

Queremos mostrar que se r é a velocidade de uma particula de segunda

classe, entao:

i YO e _

t—o0
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Vamos mostrar isso primeiro para a versao discreta do processo de Ham-

mersley e logo deduzir que é verdade para a versao continua.

5.1 O Processo de Hammersley Discreto

5.1.1 Particulas Marcadas no Processo de Hammers-
ley Discreto

Vamos fixar h > 0 (que ulteriormente ird para 0) e considerar o processo de
Hammersley sobre hZ, com 0 < h < 1, construido sobre o mesmo processo
de Poisson em IR x [0,00) e de parametro 1, usado na construcao grafica do

continuo.

No caso discreto, na construcao grafica, quando aparece uma marca do
processo de Poisson a esquerda da particula, se o primeiro ponto de hZ a
esquerda da marca estiver vazio a particula pula ao ponto, se estiver ocupado

a particula nao pula.

Seja X (t) a posi¢ao de uma particula marcada, que no tempo zero esteve

na posicao zero. Precisamos calcular

EX(t) Var(X(t))
t ¢ t ’

Na referéncia [5], ¢ mostrado que X (¢) ¢ um processo de Markov com taxas

ch, = a(z,x — hk) = h(1 — hp)*.
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Entao,

. EX(t) >
lim —— = - > RPk(1 — hp)®
k=0
= —h2 — hp)thp
— _hQﬂi
hp hp
_ 1—hp
PE
Agora, para a variancia,
. var(X (1)) L 2 D
iy S = g - EX ()
= Z (hk)2 Ch
= h*Y kK*h(1 — hp)*
k=0
= R Z E*(1 — hp)*
k=0

_ hPZkQ hpk: Lhp

(1- hp) (2 — hp)
P ’

Por ser X (t) um processo de Markov, temos que

EX
(0 _ . EX@)
t t—0 t
1—hp
= — = (5.2)
e para a variancia
X X
Va?“(t @) _ lmy Var(X(t))
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(1 —hp) (2= hp)
p3

5.1.2 Particulas de Segunda Classe no Processo de Ham-
mersley Discreto

Seja R uma particula de segunda classe que no tempo zero esteve na posicao

zero, queremos calcular F(RP).

Thy = #{k<0:ne(hk) =1, X" (t) > rt}
—# {k > 0:m(hk) = 1, X" (t) < rt}

- Z Uo(hk)[{xhk(t)zrt} - Z 770(37)[{th(t)<n}>

k<0 k>0
onde X"*(t) é a posigao no tempo t da particula que na configuragao inicial
estava na posi¢ao zero. Os dois termos sao finitos com probabilidade 1,

portanto,

EJ', = E (Z no(hR)T { XM () > vt} — 3" mo(hk) T {XM(t) > rt})

= EY (k) {X"(t) > rt} - E i no(hk)I { X" (t) < rt}.

Para o primeiro termo,

EY no(hk)I{XM(8) > vt} = 30 B (no(hk)T { X" (t) > rt})

k<0 k<0

= > P(X"(t) > rt) P (no(hk) = 1)

k<0

= hp>_ P (th(t) > rt)

k<0
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= hpZP( _”zk>

_ W (W)
= pE(X°(t)—rt)" . (5.3)

Da mesma forma, para o segundo termo,

EY no(hk)I{X"(t) <rt} = S E (no(hk)I {X"(t) < rt})

k>0 k>0

= > P(X"(t) <rt) P(no(hk) = 1)

k>0

= hpY P(X"(t) <rt)

k>0

XO(t) —rt
_ hpZP(—( )=t k:)
k>0 h
= pE (Xo(t) - Tt)i
Agora fixamos h e chamamos Jf; ; ao fluxo para o processo p. Temos entao
EJh, = pE (Xo(t) — rt)+ —pE (Xo(t) - rt)i
= pE(X°(t) - rt)

e usando (5.2),

EJ, = pE(X°(t)—rt)

Portanto,

1—h
EJf, = (— e pr) t.



: P A
Consideremos agora EJy,, — EJ 4,

1—nh 1—hA
EJY,—EJy, = (— pp—pr—l— 5y —|—)\r>t

1—hp 1—hA
= (p—=M)t (— + - 7“) .
Ol N PR VRIS YP Y
Também,
l—hp 1-hA  (A=hp)A—=(1—-hNp
plp—2A)  Ap—2A) pA(p — )
 A=hpA—p+hAp
pA(p = A)
_ A
pA(p — A)
_ 1
=
e, portanto,

1
E (th,t - J;\t,t) =t(p—2A) <p)\ - T) :

Agora, me = (th,t - J?t,t) , entao Eth’t =t(p—A) (,%\ — r).

Por outro lado:

& _
Tria = 2 &olhR) frnpyrry — ,g)&)(x)[{f’”“(t)“t}

k<0

asumindo r = 0, temos como antes,

BJ; = 3 P(&(hk)Lgamyz01) = 2 P&o(@) ggng o))

k<0 k>0
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= > P(&(0) ew=niy) — Y P(&o(0) Tiey<nny)
k<0 k>0

= E(& e 0=13)

= (p=NE(6(0) =1)

= (p—NER,.

Juntando isto com a formula para F Jf que tinhamos achado antes temos,

1
tip—N|—])=((p—-NER
-2 (5) = - nER,
e portanto
1
ER, = —t.
R, 5\

5.2 Variancia do Fluxo no Processo de Ham-
mersley Discreto

Novamente, vamos adaptar ao nosso processo uma prova escrita em [?], que
permite escrever a variancia do fluxo de particulas em funcao dos dois pri-
meiros momentos da posicao de uma particula marcada e do valor esperado

da posicao de uma particula de segunda classe. Queremos mostrar que

VL, = pVX'(t) = p(1 — hp)E(X°(t) — rt)

+2p(1 = hp) (E(R, — )" = BE(R, = X°(1))) . (5.4)

37



Lembrando de (5.1), podemos escrever J,,; = (J,,m)+ — (Jret)” com

(th,t)’L (Jrtt)” = 0. Portanto,

Ve =V (th,t)+ +V (Jres) +2E (th,t)+ E(Jus) .

Agora,

E ((th,t)_)2 = Fk (Z 770(hkj)f{xhk(t)<rt})

k>0

= B Z nO(hk)[{th(t)<rt} +28 Z no(hk>770(h’j)I{th(t)<rt}I{th(t)<rt}

k>0 §>k>0
= pB(X°(t)—rt) +2 Y g (W )io () L xos )<t}

§>k>0
= pE(X°(t)—rt) +2(hp)* > IP (XM (t) <rt)
j>k>0
12 % (E%(hk)no(hj)z{th(t)m} — (hp)* IP (X™(t) < ms))

§>k>0

= Ay + Ay + As,

a terceira igualdade é devida a (5.3) e ao fato do evento X"¥(t) < rt estar

incluso no evento X" (t) < rt. Pela invariancia por translagoes,

Ay = 2(hp)® > IP(XM(t) < rt)
j>k>0
= 20°h* > IP(X(t) - rt < —hj)
j>k>0

= 20"* (j) IP (= X°(t) + rt > hj)

Jj=1

= P*h*Y2(j) IP (—XO() + 7t > hj)

— 22 (Z (2 + 1) P (=X(t) + 7t > hj) — > IP (—=X°() +rt > hj))
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= p*h? (Z (2j = 1) IP (=X°(t) + rt > hj) = 3P (=X (t) + rt > hj))

j=0 J=20

=/ (BIXO0) = r)7)? = hE(X(t) = r1)")
condicionando ao evento 7,(hk) = 1,

As(t) = 2oh Y [IP(X[Y < rt,n(hj) = Ln(hk) = 1) — IP(X}Y < rt,n(hj) = 1)]

0<k<j

= 2ph(1—ph) Y [IP(X}? <rt,n(hj) = 1|n(hk) =1)

0<k<yj
—IP(X{? < rt,n(h) = Ln(hk) = 0)
= —2ph(1—ph) 37 P(X} <rt,n(hj) = 1ln(hk) = 0)

—IP(X} < rt,n(hj) = 1n(hk) = 1)]

= 2h(1—ph) Y B (n(hj)L {21 <rt < UFY)

0<k<j
onde U} é X com n(hk) =1e Z7 é X]¥ com n(hk) = 0. A segunda linha
sai de considerar IP(A|B) — IP(A) = IP(B)(IP(A|B) — IP(A|B°)).

Agora, acoplamos dois processos com uma unica discrepancia (particula
de segunda classe) na posicao hk, no instante inicial, e vamos chamar R"* a

posicao da particula de segunda classe.

Lema 5.1 Para todo r € IR,

STE ()1 {217 <rt < UP}) = IP(X) <rt < RY).

0<y

Prova: A prova é a mesma do lema 2.10 em [7].
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Usando o lema temos que

As(t) = =2ph (1= ph) > P (X[* <rt < R¥) .

Substituindo,

E((Jug))? =

Substituindo em

temos

0<k

pE (XO(t) = rt) +p* (E(X°(t) = rt)")* = hE(X () — rt)")

—2ph (1 — ph)>_ IP (ka <rt< Rfk>

0<k

pE (XO(t) = rt) +p* (E(X°(t) = rt)")* = hE(X () — rt)")

—2ph (1 — ph) (Z P(XF<rt) =Y IP (XM <rt> Rf’ﬂ))

0<k 0<k

pE (X°(t) = rt) + p* (E((X°(t) — 7t)7)* = hE(X () — 1))

—2p (1 — ph) (E (X°(t) = rt) = > 1P (R <rt)

0<k

+> P (XM >t > R,’}’f))

0<k

pE (XO(t) = rt) +p* (B(X°(t) = rt)")* = hE(X () — rt)")

~2p(1—ph) B (X°(t) —rt)

—2ph (1 — ph) (E (R°(t) —rt) 2 3 P (XMt > R?’“)) .

0<k

V(Jis)” = E((Ju)") = (E(ma))

% (er), = pE (Xo(t) — T’t)_ + p2 (E((Xo(t) — Tt)_)2 _ hE(XO(t) . Tt)_)
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—0? (B(XO(t) = r1)7)" = 20(1 — ph) E (X°(t) - rt)

1 hk hk
h-ﬂ%zp(xt > rt > R! ))

= p(L—hp)E(X°(t) —rt) +p*V ((X°(t) —rt)")

—2ph (1 — ph) (E (R°(t) = rt)

—2p(1—ph)E (Xo(t) — Tt)i
;L = (%P (xP* >t > R?’“))
= —p(L=hp) E(X°(t) = rt) +p*V (X°(t) = 1))

S P (XM >t > R,’}’“)) .

0<k

—2ph (1 — ph) (E (R°(t) = rt)

~2ph (1 — ph) (E (R0 ~rt) 7~

Para (th,t>+a

V()" = B () = (B (Ta)?)”

E ((th,t)+)2 =F (Z no(hk)l{xhk(t)zrt}>

k<0

=F Z no(hk)[{xhk(t)zﬁ} +2E Z 770(hk)no(hj)I{th(t)zﬁ}[{th(t)zﬁ}

k<0 j<k<0

= pk (Xo(t) - 7“15)+ +2 ) EUo(hk)no(hj)I{th(t)zrt}

= pE (X°(t) —rt) " +2(hp)* X 1P (X"(1) > rt)

j<k<0

+2 Z (Eno(hk)no(hj)]{xhj(t)zm} - (hP)QZP (th(t) > Tt))

j<k<0

= A+ Ay + As.

Da mesma forma que para J,;,;, temos

2

E((Jua)")” = pB (X°0) — rt) +0* (E(X°(t) — rt) ") = RE(XO(t) — r1)*),
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V()" = E (1)) = (B ee)®)’

= pE (X°(t) = rt) "+ ? (B ((X°(t) = rt)")?) — hE(X(t) — rt)")
2 (B(X(t) —rt)))’

= p(1—hp) B (X°() = rt) " + pPV((XO(t) —rt)"),

Ve =V (errr +V (Jy) +2E (th,t)+ E(Jrt)”
= p(1=hp) B (X°(t) = rt) + p* (V ((X°(t) = r)7) + V ((X°(t) = rt)*))

—2ph (1 — ph) (215 (RO(t) = rt) =S IP(X* >rt > Rﬁ’f))

0<k

+2pE (XO — Tt) (XO — rt)
=p(l—"hp) E ( rt)+p2V( —rt)
—2ph (1 — ph) (hE (RO(t) = rt) =S 1P (X >rt > R,?’“)) :
0<k
VI VXD B0 =

+2p(1 — hp) (E(Rt ) B XOW_)

t t
_ pU=h)2=hp) o (A=hp)
=7 » p(1 = hp) ( 7 )
+2p(1 — hp) (E(Rtt_rt) _ E(R, —tX (1)) ) .
Seja r > £t
i L p(L—hp) <<2 _ghp) + 4 —th) +r—2 (12 + 4 _2hp)>>
et P P p p
= p(1— hp) ((2 —2hp) _ 32 B (1 —th)>
p p p
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ER
t

vt 2 hp) (1—h 1
lim b= p(l—hp)(( p)—i-( = p)+r+2<p2—r>)

Seja r <

t—o0 t

Entao,
- VJZJ p(1 — hp) p%—r sep%zr
t—oo p(l—hp)r—pi2 Se’l“Zp% ’
isto é,
VI, 1
Jim =T = (1~ hp) | = .
para todo h.
. . vk, . . Jh,o L.
Agora, limy_,q limy g —5= = limy_g lim;_o, —=* pois isso acontece para
h
cada uma das componentes de % portanto tomando limite em A temos
. Vi 1
lim =pl=—r|.
t—oo t p2

5.3 Fluxo no Processo Continuo

Temos que o fluxo é

th7t =N (Tt, t) s
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portanto,
N (rt,t)

. J'rt,t .
lim —= = lim
t—o0 t—o0

Como vimos na se¢ao do limite hidrodinamico,

N
lim 7(Tt’ t

t—o0

=U(r1),

com

U (z,t) =sup {Uo (q) +2y/(x — q)t} :

g<lzx

Nesta se¢ao consideramos o processo estaciondrio com um processo de Poisson
de parametro p como distribuigao inicial, isto é, ug (z) = p. Portanto, Uy
tem que satisfazer
b
Us (b) = Uy (a) = | pda.
a

Sendo Uy (x) = pz,

U (z,t) = sup {pq~|—2 (:)s—q)t}.

g<lz

O maximo para a expressao dentro do supremo é atingido em

t
g=r— —.
2
Com isso temos
Ulx,t)=pxr+ —
P
e, substituindo, temos que
Sy 1
e



5.4 Dependéncia das Condicoes Iniciais

Seja N"(a,b) o nimero de particulas 7 no intervalo (a, b) ie.

Nn(au b) = #{77 N (avb)}

Proposicao 5.1 Seja Jy: o fluro através de zero no tempo t, para todo d > 0,
t t 1/3+6
J[)}t:Nn —72,0 + 2— +0<t ),
P P

Prova: Vamos utilizar novamente a notagao da medida de contagem para o

processo de Hammersley,

N (z,t) =sup{N (¢,0) + L (q,0,z,t)} .

q<x

Entao, podemos escrever

JO,t =N (Oa t) :

Vamos utilizar também o seguinte resultado de [?]:

. ([m] 4 lzﬂ ,t) _ ; + 2 ([ta],0) + o (15+9), (5.5)

para todo 0 > 0. Temos também a relagao:
N (z,t) =sup{k: z (k,t) <z},

entao,

N (0,t) =sup{k: z(k,t) <0}
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N (0, 1) = [tag] + [22] ,

t
ro = sup{x:2+z(ta:,0)—|—0(t1/3+5) §0}
p

t
= sup {x 2z (tx,0) + o (t1/3+‘5) < —2}.
p

Utilizando a relagao:

temos
t
z(tr,0) < — 2 + 0 <t1/3+5)
t
N (z (tz,0),0) < N" (—2 +o (£/547) ,0)
P
t
tr < N <—p2 +0 (tl/3+5) ,0>
Portanto,
t
t.ro = N" (—p2 +o0 <t1/3+6) ,O)
e, entao,

V0.0 =87 (~ Lo (29 0) + 2]

t t t t
Jog— N" (—2,0> - lz] = N" (—2 +o0 (t1/3+5) ,0) — N7 <—2,O>
P p p p

= N (o (#7549 0).

Mas N7 (.,0) é a medida de contagem de um processo de Poisson, portanto,

N7 <0 (t1/3+5> 70)
t1/3+6

— 0 com probabilidade um.
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5.5 Dependéncia das Condicoes Iniciais para
as Particulas de Segunda Classe

Lembrando que
th,t = (th,t - J;\t,t) )

da proposicao anterior, temos

t t 1 1
JE, =Ne (=, 0) =N <’0> DY NS PR AYESTAY
o <p2 ) A2 oA o (t1°)
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Capitulo 6

Variancia do Choque

A prova é similar a da variancia do fluxo de particulas de primeira classe.
+ - + -
Como antes, podemos escrever th,t = (th,t> — (th,t> com(me) (th,t) =

0. Portanto,
VIS, =V (15) +V (35) +2E(J5,) B (%)

Agora,

V(5 =E ((th,tf)Z - (E (th,t)+)

E ((‘]Et,t>+>2 - B (Z §O(hk)I{th(t)>rt}) 2

k<0

=E Z go(hk)[{zhk(t)zrt} +2F Z 50(hk)50(hj)[{zhk(t)zm}[{zhj(t)ZTt}

k<0 j<k<0

—(p=NE(2°) = rt) " +2 Y B&MAREN {1 yoy

j<k<0

=(p—NE (Zo(t) — Tt)+ +2 > Efo(hj)fo(hk)]{zhj(t)zrt}

j<k<0
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+2(h(p=N)* Y 1P (2" (t) > rt) (6.1)

“2(hlp=N)* 3 P (2"(t) > 1t)
j<k<0
—(p—\) (E (2°) —rt) " +20p S P (2(1) Zrt))
+2h(p — A) Z E¢, h])fo(hk)l{zhj(t)>rt}
=21 (p = A Y P (2" (t) > rt) (6.2)

= (=N (E (2°0) = 1) +2m(p =) S P (2(0) > ﬁ))

j<k<0

(2 > E& h])fo(hk)j{zhj (H)zrt} — /0)2 > P<Zhj<t) Z?“t)) :

j<k<0 j<k<0

Como para o fluxo de particulas de primeira classe, a terceira igualdade
é devida ao fato do evento Z"*(t) > rt estar incluso no evento Z"(t) > rt.
O resto da prova sai da mesma maneira que para o fluxo de primeira classe.

Neste caso, o termo Ajz fica

“2(p=Nh(L=(A=p)h) > E(Ehi)L{U"" <rt < Z7F})

0>k>j
hi s rrhj _ Shi s rhj _
onde U7 é Z,7, com n(hk) = 1, e Z;” é Z,”, com n(hk) = 0. Novamente,
acoplamos dois processos com uma tinica discrepancia posi¢cao hk no instante

inicial e obtemos, como no caso do fluxo de primeira classe,

A(t) = =2h (1= (A= p)h) Y- IP (2% < rt < RI*).

0>k

Substituindo, obtemos
Vi = (A=pPVX,— (A= p)EX; +2(\ - PER; — E(R, — X,)*
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+2(\ — p)p(ER} — E(R, — X,)*).

Pelo visto antes e dado que R, é uma particula de segunda classe com

respeito a o, e R; é uma particula de segunda classe, com respeito a 7, temos

que
~ 1
ERt - —72t,
p
1
Pela equacao (5.5)
t At
i VI gy VO (500) = W (50))
t—oo t—o0 t
A— ¢ t ot
v (—5,0) + VN? (=%, —%)
t—o0 t
Ao — 2p% + N\

Np ’
portanto, aplicando a férmula anterior,

VX, N=pPP—(=p)2\
lim = 5 5 -
t=oo 8 (A" = p*)(Ap)
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Capitulo 7

Apeéendice

Este apéndice é incluido para melhor comparar os resultados da tese com os

resultados existentes na literatura.

7.1 Processo de Exclusao Simples Completa-
mente Assimétrico

e Espaco de estados: X = {0,1}7;
e n € X é chamado de configuragao;

e 1 € X tem uma particula em = € Z se n(x) = 1.

Informalmente, as particulas movem-se em Z de acordo com as seguintes

leis:
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1. uma particula na posi¢ao x aguarda um tempo exponencial com para-

metro um;

2. ao final desse tempo, se o sitio x + 1 nao estiver ocupado, a particula
pula para a posicao x + 1, caso contrario ela continua na posigao x.

Nesse instante um novo tempo exponencial comeca a correr;

3. os tempos de espera de particulas diferentes sao independentes.

O Gerador

Qf (n) = Y n(x) (L =n(z+ D) [f (1) = £ ()],

reZ

onde f é uma fungao cilindrica e

n(z), sey=u1x+ 1,
nz,a:—i—l(y) = 77(1- + 1), sey =,
n(y), caso contrario.

Construcao Grafica

A cada par (z,z + 1) associamos um processo de Poisson de pardmetro
um, que denotaremos por (1;,),., para cada x. T, , representa o n-ésimo
instante em que uma particula na posicao x (se tiver alguma) tentard pular

a posicao x + 1. O pulo serd feito se a posicao x + 1 nao estiver ocupada.
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Medidas Invariantes

Seja C'(X) o conjunto de fungoes continuas de X e f € C(X). Definimos
S(t)f por:
S()f(n) = E,(f(n)),

onde S(t) é o semigrupo do processo.
Se S(t)f e C(X) VfeC(X)et>0,diremos que o processo é Feller.

Denotamos por (S(t) a medida definida por

[rdus@) = [ s@fan. Vi eC(x).

Definicao 7.1 A medida p € invariante para o processo se

uS(t) = p, Vt>0.

As medidas invariantes para este processo sao combinacoes convexas das
medidas v, e v, com 0 < o < 1 en € Z, onde v, é a medida produto

definida por
va ({n(z) =1 Vo € A}) = ol

e v, é a medida concentrada na configuracao n(™ com

1l paraz > n
(n) — P = :
n { 0 para z < n (Liggett 1976).
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Acoplamento

Consideramos a evolugao do processo (o4, (;), onde cada componente é um
processo de exclusao com configuragoes iniciais (o, () que evoluem utilizando

a mesma realizacao dos processos de Poisson da construcao grafica.

Diremos que o < p, se o(x) < p(x), Vo € Z, e que puy < p,, se Ju sobre

X? com marginais p, e i, tal que p{(oq1,09) : 01 < o9} = 1.
Temos como conseqiiéncia que, com probabilidade um,
c<(=0.<¢(, Vt>0,

pw<v=uSt) <vsS(t), Vt>O0,

isto é, o processo € atrativo.

Suponhamos o < ¢, logo o; < (,, V& > 0, Entao, podemos definir &, =

(;— oy Vejamos a dinamica de (o, &,).

Temos que em cada ponto z € Z o sitio pode estar vazio, pode ter uma
particula ¢ ou ter uma particula £&. Suponhamos que uma particula tenta

saltar da posigao x para a posicao x+ 1, teremos uma das seguintes situagoes:

e se r e x + 1 estao ocupados por particulas do mesmo tipo, entao nada

acontece,
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e se x esta ocupada por uma particula de qualquer tipo e x+1 esta vazio,

ela pula;
e se temos uma particula 0 em x e £ em x + 1, elas trocam posigoes;

e se x tem uma particula £ e x + 1 uma o, entao nada acontece.

Diremos que as particulas o sao de primeira classe e as £ de segunda

classe.
Limite Hidrodinamico:

Seja uma seqiiéncia 7™ (.), com medidas de probabilidades PV, tal que

25}:0

e definamos o) = N7' 3., 0 (£)d;/n. Entdo, para toda fungio ¢ continua

para todo —co < a<b< oo ee >0,

[N] b
lim ZPN{|1 > Y (0) — /auo(x)d:c

N
e it=[Na]+1

de suporte compacto,
A}lm IPN{’aNt /gb u(z,t) dx’ > 5} 0,

onde u(z,t) é solucao fraca de

) 0
au(;p t) = ~ 3 [u(z,t) (1 —u(x,1))],

com condicao inicial wug.

O limite hidrodinamico do processo de exclusao foi estudado por Rost ,

Andjel e Vares, Benassi e Fouque, Landim, Rezakhaonlu e Seppalédinen.
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Choque

Seja p < A e consideremos o problema com condigao inicial

Uo(x) = Pl{xg()} + >\1{x>0}'

Nesse caso, a solugao da origem a uma descontinuidade. Utilizando as curvas

caracteristicas, obtemos uma solucao do tipo

w(@,t) = plig<x@y + Mesx@)}

com X (t) = (1 — X\ — p)t sendo a posicao do choque.
Choque Microscoépico

Seja 1) com distribuicao v, , onde v, ) ¢ a medida produto com densidade

p a esquerda e A a direita do zero.

Definigao 7.2 Diremos que a posi¢ao aleatoria X (t) é um choque microscépico

para o processo 1, se para toda fungao cilindrica f

lim Txlutf - V)\f?

T— 00
lim 7.0, f = v,f,
——00

xT

uniformemente em t, onde p, € a distribui¢ao de Txyn;.

Denotemos por X (t) a posi¢ao no tempo ¢ da particula de segunda classe,
que no tempo zero esteve na origem. Entao X(¢) é um choque para 7,

(Ferrari, Kipnis, Saada, 1991)
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Variancia do Fluxo

Ferrari e Fontes [?] mostraram que J,., o fluxo através da reta rt no

tempo t, satisfaz

limy_ o % =p(l—p)—rp, ondep é a densidade;

C.L.T.limy o 2=t — G0, D) em distribuicéo,

Vit
onde D; = lim;_, M;
o limy oo F2D — p (1= p) [(1—2p) —7;

E(Jm,t—Nth(r,p)_pzt)2

e Dependéncia das condigoes iniciais, lim; . . = 0,
(1 ) =Yh—en(x) 7>0
comh(r,p)—r (1 2p)7 NT (77) - { 2:r77($) TSO
7.2 Processo de Hammersley
Problema de Ulam
Uma subseqiiéncia crescente 7 (i1) < m(iz) < -+ < 7 (i) de uma per-

mutagao ¢ — (i) é uma subseqiiéncia tal que
i <idg < - <ipem(iy) <m(ia) < - <m(ig).

Por exemplo, para a permutacao 39741285 6, a subseqiiéncia 345 6
¢ uma subseqiiéncia crescente (de tamanho maximal), assim como a sub-

sequéncia 1256 .
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Seja L,, o tamanho de uma subseqiiéncia crescente de tamanho maximal

de uma permutacao aleatéria uniforme de {1,2,...,n}.

O problema de Ulam consiste em encontrar «(n) tal que L,, = a(n) para
n grande. A solugao é
Ly

i = 2

Representacao por meio de um Processo de Poisson no Plano

Consideremos um processo de Poisson em IR x [0, 00) e suponhamos que
na regiao (finita) [0, 2] x [0,¢) temos n pontos (x;,t;) do processo de Poisson.

Isto define uma permutacao m com a seguinte regra:

a i-ésima menor coordenada t, corresponde a w(i)-ésima menor coordenada

Z.

Consideremos agora L(x,t) o nimero maximal de pontos num caminho
crescente de (0,0) a (z,t). Se o nimero de pontos em [0, z] x [0,¢] é M(x,t),
temos que

L(z,t) = Lys(ay), em distribucao.

Definicao do processo de Hammersley

No processo de Hammersley as posicoes estao definidas nos niimeros reais

e um estado do processo é uma seqiiéncia z = (2x)rez de posigoes sobre IR.
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O processo evolui da seguinte maneira: cada particula z; pula, com uma
taxa igual a longitude do intervalo (z;_1, z;), a uma posicao escolhida unifor-

memente nesse intervalo.

Formalmente, definimos a evolucao do processo através de um processo
pontual de Poisson sobre IR X (0,00) de pardmetro um. Fixemos P uma
realizagao desse processo. Sejam s,t, a, b tais que L = (a,b] x (s, 1] seja finito
e (x1,t1), (z2,t2), ..., (Tn,t,) C L N P uma seqiiéncia tal que x; < ;4 e

ti < tit1 1el, ... n.

Denotaremos por A(a, b, s,t) ao conjunto desses caminhos crescentes. De-

finimos

L(a,b,s,t) = max{[lv]| : v € Ala, b, 5,1},
I'((a,s),t,k) =inf{h>0: L(a,a+ h,s,t) > k},

isto é, a menor distancia horizontal tal que o caminho tem tamanho maior o

igual a k.

Entao, dada uma seqiiéncia inicial 0 = (09)rez ,

define a evolugao do processo.
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Gerador

Para este processo temos o seguinte gerador,

g4

Of(0) =3 [ dulfe") - f(o)],

i€Z 5, 4

ok se k #1i,

onde o' =
k u sek=1

Medidas Invariantes

As medidas invariantes para este processo sao as correspondentes a pro-

cessos de Poisson na reta real.
Vamos denotar por v, um processo de Poisson de parametro a.
Construcao Grafica

Seja n uma comfiguracao inicial, utilizando um processo de Poisson P no
plano, temos a seguinte construcao grafica: cada particula espera até aparecer
uma marca do P a sua esquerda, no instante em que a marca aparece, a

particula pula a marca.
Acoplamento

Consideremos duas configuragoes iniciais (o, () que evoluem segundo a
construcao grafica, utilizando a mesma realizagao do processo de Poisson no

plano.
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Temos entao que 0 < ( = o0, < ¢, Vt > 0.

Seja § =Gy — o

As Particulas evoluem da seguinte maneira:

e se temos uma marca e a primeira particula a direita é uma particula

o, entao a particula pula para a marca;

e se temos uma marca e a primeira particula a direita é uma particula &,
entao a particula £ pula a posicao da primeira particula ¢ a sua direita

e a particula ¢ pula para a marca.

As particulas tipo ¢ ignoram as tipo £, no entanto estas estao subordina-

das as particulas tipo o.

A interacao entre o; e &, nos leva a chamar as particulas o de particulas

de primeira classe e as particulas £ particulas de segunda classe.
Limite Hidrodinamico para o Processo de Hammersley

Para o caso do processo de Hammersley provamos o teorema que diz que,
quando escalado no tempo e no espaco, a densidade de particulas converge

para uma solucao fraca da seguinte equacao tipo Burgers,

0 o 1

aﬂ(ﬂ% t) - %N(wi
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Choque na Equacao tipo Burgers
Seja p < A e consideremos o problema com condigao inicial

to(x) = pliz<oy + AMz>0}-

Utilizando as curvas caracteristicas vemos que a solucao tem uma desconti-

nuidade e obtemos uma solucao do tipo

w(w,t) = pliz<x@y + Mesx),

com X(t) = p%\t sendo a posigao do choque.

Choque Microscépico

Seja p < A, e v, a medida que corresponde a ter a esquerda da origem
um processo de Poisson de parametro p e a direita um processo de Poisson
de parametro \, esta medida inicial corresponde a condicao inicial de choque

da equacao diferencial anterior.

Denotemos agora por v, um processo de Poisson de parametro p.

Definigao 7.3 Sejan ~ v, , diremos que uma posicao aleatoria X (t) € um

choque microscopico para n, se temos 0s sequintes limites uniformes em t,

lim 7,0, =vy, lim 7.u, = v,
T——+00 T——00

onde p, € a distribuicdo de Tx ;-
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Provamos o seguinte teorema:

Teorema 7.1 Se chamarmos X (t) a posicio de uma particula de sequnda

classe, que no tempo zero esteve na posi¢ao zero, entao X (t) € um choque.

Variacao do Fluxo no Processo de Hammersley

No caso da medida estacionéria v,, seja J,.; o fluxo através da reta rt no

tempo t, definido por:

Tai = #{r <0 ny(e) = 1,X5(0) > 1}
—#{x >0:n4(x) =1, X"(t) <rt},

provamos que

. th,t 1

lim -~ = F <p2 + r) ,
1. Vth,t - 1
i = = el

Variacao da Particula de segunda classe

No caso das condicoes iniciais do choque, a variancia da particula de

segunda classe X; que identifica o choque tem variancia:

VX, N =pP (=02
lim = 5 5 5 .
oot (A° = p?) (M)
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