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1 - Regra da Cadeia (idéia da demonstragao)
Supondo z = f(y) e y = g(x) fungoes diferencidveis de R em R, determinemos a derivada da

funcao composta z = (fog)(z). Interpretando derivadas como limite de taxas de variagao temos
Az Az Ay
Az AyAz’
sendo que se Az tende a zero entdo Ay = g(x + Az) — g(x) também tende a zero ( pois g é
continua, j& que derivdvel ) e assim,
X~ (foy)
Az ~ f

Ay o ./

Isto é, a taxa de variacao da composta é o produto das taxas de variacao e, analogamente, a

derivada da composta é o produto das derivadas.

Identifiquemos os pontos em que calculamos as derivadas. Sendo x = p e y = g(p) temos,

oAz o (fog)lp+Ax) —(fog)p)  fl9(p+ Az)) — f(g(p) g(p + Ax) — g(p)
(fog) (p) ~ Fx(p) - Aa: - g(p_|_ A$) _g(p) Ax
g(p+ AA:UI) —9() ()

flg(p+ Ax)) — f(g(p))
g(p + Az) — g(p)

sendo que esta ultima aproximagao segue de %f&’)@)) ~ f'(g(p)) se y = g(p), o que efetiva-

~ f'(9(p)) ;

mente ocorre pois como ja vimos, y = g(p + Az) tende a g(p) quando Az — 0.

Passando ao limite ( para Az — 0 ) as aproximagoes acima, concluimos a identidade:

(fog)(p)=f(9(p)d (p) -

Atencao O computo é vélido desde que Ay = g(p + Az) — g(p) # 0, o que é verdade (para
valores pequenos, nio nulos, de |Az| ) se admitirmos ¢'(p) # 0. Temos entdo a regra da cadeia
provada nos pontos em que g’ é nao nula. A demonstragao completa é um pouco mais elaborada

(vide livro texto).



2 - Férmula de Hieron
Dado o triangulo AABC com |AB| = ¢, |AC| = b e |BC| = a, a drea deste é dada por,

¥ =Y(AABC) = /s(s —a)(s — b)(s — c) ,

onde s é o semi-perimetro: s = %W.

Demonstragao : Sendo h a altura relativa ao lado AC e § = ZABC o angulo em B temos
(faca uma figura),
_|BClh  a x csenf

n = 5 3

Aplicando a lei dos cossenos temos,
(2) b = a® + % — 2accosh .
Elevando (1) ao quadrado obtemos
452 = o%c?sen?0 |

e de (2) temos,

4a®c?cos’0 = (2accos0)? = (a® + c* — b*)? .

Combinando estas duas dltimas equacoes chegamos as identidades :

1632 = 4a’c?’sen®d = 4a’c*(1 — cos?0) = 4a’c® — 4ac*cos?0 =

= 4a%¢® — (a® + 2 — )2 =

=4ac® — (a* +b* + ¢t — 2a%b% + 2a°c? — 2b%c?) =

= 2a2b% + 2a%c® + 2b%c? —a* — bt — *;

ainda mais, ndo é dificil perceber que devido as simetrias das identidades acima ( ou por veri-
ficagdo direta ) temos,

4a%c® — (a® + 2 — b*)? = 4b*c? — (b + % — a?)2.

Por outro lado, temos que
16s(s—a)(s=b)(s—c)=(a+b+c)(b+c—a)la+c—b)(a+b—c)=
= [(a+b+c)b+c—a)] [(a+c—Dd)lat+b—c)] =
= (ab+ac —a® +b? + bc —ba + cb + ¢* — ca) (a? + ab — ac + ca+ cb — ¢ —ba — b* + bc) =
= (2bc —a? +b% +c?) (a® — b2 — ? +2bc) =
= [2bc + (1> +c —a?)] [2bc — (PP +2 —a?)] =
= 4b?c? — (b + % —a?)?.

Assim, conclufmos que 16352 = 16s(s — a)(s — b)(s — ¢), donde segue a tese W



3 - Elementos para esbogo de graficos e determinagao de maximos e minimos
I-Se f:I={(a,b) — R é duas vezes diferencidvel e J = (¢,d) C (a,b), entao temos,
(i) se f' > 0 sobre J entdo f é estritamente crescente sobre J,
(ii) se f/ < 0 sobre J entdo f é estritamente decrescente sobre J,
(iii) se f” > 0 sobre J entdo f tem concavidade voltada para cima sobre J,
(

iv) se f” < 0 sobre J = (¢,d) entdo f tem concavidade voltada para baixo sobre J.

Prova de (i) e (ii) :

se f' > 0 sobre J entdo, se x,y € J, z < y, pelo TVM temos que f(y)— f(z) = f'(¢)(y—z) > 0,
para algum c entre z e y, e portanto, f(y) > f(x). Analogamente se f' < 0 sobre J.
Interpretagao de (iii) e (iv) :

Suponhamos que a varidvel é temporal. Se f”/ > 0 sobre J, as retas tangentes & curva descrita
por uma particula que se move ao longo do grafico de f, restrita a J, sdo tais que suas in-
clinagoes (coef. angulares) aumentam com o decorrer do tempo. Logo, a concavidade é voltada

para cima. A interpretagdo ¢ anéloga se f” < 0.

IT - (i) Se um ponto é de méximo ou minimo entdo a derivada no ponto é nula.

(ii) Um ponto de inflexdo é definido como um ponto onde muda a concavidade. Assim, em um
ponto de inflexao a derivada segunda é nula.

Prova de (i): supondo f’(p) > 0, f’ continua, temos f’ > 0 em um pequeno sub-intervalo J
contendo p e, f crescente em J. Absurdo! pois p é de mdximo ou minimo. Analogamente,
f'(p) < 0 é também falso. Concluimos que f’(p) = 0.

Prova de (ii): supondo f” continua, a concavidade ’antes’ do ponto p voltada para baixo e

"ap6s’ voltada para baixo, temos f” < 0 antes de p e f”/ > 0 depois de p ; segue que [ (p) = 0.

IIT - Seja f : I = [a,b] — R, derivdvel em (a,b) e continua em [a,b]. Seja p um ponto de

méximo ou de minimo de f. Entéo, ou p é um dos extremos do intervalo I ou f’(p) = 0.

IV-Dada f : R — R, aretar : y = mx+n é dita uma assintota para f, em +oo, se
lim[f(z) — (mz +n)] =0, quando x — +0o. Analogamente para assintotas em —oo e mesmo

em um ponto p € R, f nao derivavel em p ; podendo p pertencer ou nao ao dominio de f.

4 - Regras de L’Hospital Uma indeterminacao ocorre quando no computo do limite de
um quociente encontramos uma expressao do tipo % ou 2. O caso trivial abaixo ¢ ilustrativo.

Sejam f e g derivaveis em p, tais que f(p) = g(p) =0 e ¢'(p) # 0. Entao,

lim. 1@ _ ')
TPgx) g )

$@)=f(p) i L (@)= F (p)
. imd @) L@ =t ®) e e MM ()
Prova: temos que lzmg(z) = lzmg(m)_g(p) =lim——r = = = g(p) |
o—p o—p



Segundo Limite Fundamental
No livro esté provado que o limite da sequéncia ((1 + %)”)n€N7 quando n — +o0, é um nimero
real, denominado ntimero de Euler. Devido a este resultado admitimos como intuitivo, por ora,
que

1
li 1+ )" =e€;
1m(—|—z) e

r——+00

isto €, o limite é ainda e quando a varidvel é continua.
. - ”» . . ) 1
Em sala mostrei entdo que, admitido o limite acima, temos lim, _ g+ (1 +u)= = e.

Mostremos aqui que lim,,_o- (1 + u)% =e.

Temos, sendo u = —vev = %,
m (1+w)s = lim (1—v)"% = Ii ! lim — = !
1m u)+ = 1m —v) v= lm —— = im — im — ,
u—0— v—0+ v—0+ (1 _ ’U)Z T—~+00 (1 _ %)r 2z +Fo0 ( xl)x

mudando agora a varidvel para y = x — 1, temos

1 1 1\v*™ 1\ 1
u—0- y—Foo (7)Y y—+oo \ Y y—-+oo Y Y
e assim,

1\ 1
lim(1—|—u)%: lim (1+) lim <1+):e><1:e.
)

u—0~ y—+oo y—too
Completamos entao a prova de
. 1
lim(l14+u)» =e,
u—0

que havia sido utilizada na demonstracao do segundo limite fundamental W



Secao 7.13 - Derivacao de Fungio dada Implicitamente (pp 191 - 192).

6 - Assumindo y = y(z) e derivando a equacao da elipse em relagdo a x temos,

d z? 2 2z 2y(x)y' (x
a2 )
dr " a b a b
Logo, ¥'(z,) = —2222‘; eT:y—y,= —Zzzz (x — x,) , donde obtemos
a?y,y + b*zox = bz, + a?y, = a?b?, que simplificando resulta :
. Yo Lo
T: L + = 1 |

7 - Observagao Extra Fazendo a mudanca de varidveis: x = g(u —v)ey= TQ(U + ),
encontramos a equagao “72 — % = 1 que é uma equagao em forma padrao de uma hipérbole.
Notemos que se P satisfaz a a equacio |PFy| = v/2|PD;|, onde |[PF}| é a distancia de P = (z, )
a | = (f\[, -2 e |PD;| é a distancia de P a reta Dy : y = —x — V2 entao P satisfaz a
equacao ry = 1. F; é denominado foco e D; reta diretriz.

Analogamente, temos que |PFy| = v/2|PDy|, para o foco Fy = (—v/2,—v/2) e a reta di-
retriz Dy : y = —x + /2. A diferenca das distancias de P aos focos é uma constante:
|PFy| — |PFy| = 4+2v/2. Temos ainda os seguintes elementos da hipérbole: Vi, = (—1,—1)

e Vo = (1,1) s@o os vértices, v/2 é a excentricidade e as assintotas sdo as retas # =0 e y = 0.

Denotando y = y(x) = % e derivando a equacao da hipérbole em relagao a x temos,

d 1
iyt =y(@) + ay'(2) = — + ay'(z) = 0.
Logo, ¥/ (7o) =—-% eT:y— % = —I%(x — ) ; a qual multiplicando por x, resulta

Ty — 1= —%(aj —To) = —Yo(T — Tp) = —Yo + Yoo = —Yor + 1.

Ty +Yr =2 M

8 - Como y = f(z), temos que -{y® +2zy> + 2} = £ {4} =0 e entdo,
3y° (2)y'(x) + 2y*(z) + 4wy (a)y'(x) +1=0.

Da equacdo dada temos : y3(1) + 2y?(1) + 1 = 4. Notando que y = 1 é rafz do polinomio
p(y) = y3 + 2y? — 3 e dividindo este por y — 1 obtemos
p(y) = (y—1)(y>+3y+3) = (y—1)[(y+2)?+2] e assim, 1 é a tinicaraiz de p. Consequentemente
temos y(1) =1e

(1) +2+4y'(1) +1= 0.

Logo, /(1) = —2 e a equagdo da reta pedida 6 T:y —1=—-3(z—1) W



portanto, no ponto (z,,y,) temos

2

yo:(l_xg)

/
x =

3
2
A reta tangente no ponto P, = (x,,y,) é dada por

203
T : y—(1—$3)2 :_37;1;0

cujas interseccoes com 0s €ixos Sao

[V
S

|
%
5
°
NS

A=(0,(1—a})

2 2
Finalmente, a distancia de A a Bé |AB| =y (1—23)+25 =1 N



Secao 7.15 - Velocidade, Aceleracao e Taxa de Variagao (pp 201- 203)

5 - A velocidade (coeficiente angular da reta tangente) diminui com o passar do tempo.

Logo, a aceleragdo, f”(t), é negativa.

11 - Temos y(t) = 3z2(t) — 2x(t) e assim, derivando esta equagio em relagio a t,

y'(t) = 6z(t)’(t ) 22/ (t). Se y'(to,) = 32’ (t,) entdo 3z’ (t,) = 6x(t,)x’ (to) — 22'(t,) e portanto,
dividindo por @/(t,), temos 3 = 6z(t,) — 2, o que implica z(t,) = 2.
16 - Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas zy tal que Oy corresponde a pa-
rede de sustentagao da escada, a origem O sendo o pé da parede, Oy apontado para cima e Ox
paralelo ao chao, apontado na dire¢cdo do movimento da escada. Seja x(t) a distancia do pé da
escada da parede e y(t) a altura da escada. Consideremos que z(0) =0 e y(0) = 8 temos entdo
que,

() 2°(t) +y7(t) =8% =64 2/(t) =2,Vt; 2(3) =3,

assim, de z%(2) + y*(2) = 64 concluimos que y(2) = /55 e,

derivando (*), temos 2z(¢)x'(t) + 2y(¢t)y’(t) = 0 e portanto

3x2+y(3)y'(3) =0,

logo,6 + \/%1/(%) = 0 e, finalmente, y’(%) = —\/%.
17 - Pela lei dos cossenos temos : (¥) 5% =3%+ 22 —2x 3 x 2 X cosf) = 9 + 2% — 6xcosb;
sendo x uma fungao de 6 e este uma funcao do tempo t.

Temos entdao x = x(6(t)) e ainda, pelos dados fornecidos, z(5) =4 e 2? = 35, Vt.

Escrevendo (x) como 22(0(t)) — 6z((t))cosf(t) = 16 e derivando-a, com 2’ = 92, obtemos,
2z(60(t))x’ (H(t))% — 62/ (0(t ))%cos(@(t)) + 6x(9(t))sen9(t)% =0.

Sendo t, o instante em que 0(t,) = 5 temos que

1 1 1
20(5)a'(5)5 — 60'(5)5coss + 6a(5)5sens =0,

e portanto, fazendo as substituigoes necessarias,

43:’(%) +12=0.

Consequentemente temos z'(%) = %(g) = —3 e portanto,

da:t _dr m.dl 3

) =35 = 3



18 - O volume de liquido dentro do cone ’invertido’ e até a altura h relativa ao vértice do
wr2h
3
plano paralelo ao seu topo e a distancia h do vértice temos, por semelhanca de tridngulos,

cone é V = . Sendo r o raio da circunferéncia formada pela interseccao do cone com o

r_10_2
h 15 3°
Assim, r = % e sendo a altura uma func¢ao do tempo temos r(t) = Zh?ft) e
4h3(t)
Vi) = .
(t) 7

E dado que V'(t) = 1—10 e portanto, derivando a expressao encontrada para V obtemos a equagao

4 x 3R2(HR' (1) 1

27 10’

e assim, no instante ¢, tal que h(t,) = 5 temos
4 x 52 x W'(t,) 1
9 10’

logo,
9

T

' (t,) 107° m

19 - Sendo P fixo, para o computo das velocidades pedidas (velocidade de P) podemos supd-lo,
no instante inicial, na origem do sistema e o eixo Ox orientado no sentido do movimento .
Apés a roda, cujo raio é 1, girar 6 rad, as coordenadas de seu centro sdo dadas por (6,1) e as

coordenadas (x,y) de P por
0 —x=senf, y=1—cosh .

Introduzindo a varidvel tempo temos z(t) = 0(t) — send(t) e y(t) = 1 — cosf(t).
Derivando e utilizando que 6'(¢t) = 1 obtemos :
' = 0'(t) —cosB()0'(t) = 1 —cosf e y'(t) = senf(t)0'(t) = senf N

21 - Pela figura temos P = (z(t),0), Q(t) = (0,y(t)), R(t) = (0,h), |PR| = yJ/xz(t)2+ h? e
|QR| = |h — y(¢t)|. Suponhamos y(t) < h. Por hipotese |PR| + |QR| = e e entéo,
z(®)2+h2+ (h—yt) =e¢.

Logo,

(Va®7+72)" = [ot) + (e — ))°
e portanto, z(t)2 + h% = y(t)2 + 2(e — h)y(t) + (e — h)?; que derivando resulta
2z ()2’ (t) = 2y(t)y'(t) + 2(e — h)y'(t); donde,

z2' =[y+ (e -y = Va2 +h%y .

A expressao pedida é (x) za’ = a2+ h%y’, onde 2’ e y' sdo as velocidades.



Extra Continuemos o exercicio anterior. Sendo 6bvio que y é uma fungao de x, determinemo-

la utilizando a notagao de Leibnitz. Reescrevendo (*) como

dx dy
T— =22+ h2—= |
dt dt
ﬂ . . ~
temos ———= = 4. Pela regra da cadeia e consequente férmula para a derivada da funcao
Va?+h Gt ,
7’.’-/ .
inversa sabemos que % = %g—fg = %ﬁ = 4. Assim, temos
dt dt
dy x 1
<= —g*+hrY)z.
dr /22 + h?

A determinacio de uma funcio y = y(z) tal que (xx) /(x) = (2% + h%)~2 pode ser feita

diretamente pois y(z) = (22 + h2)2 ¢ uma tal funcio (verifique) e a solucio geral de (%) 6 :
y(z) = (22 + h2)? +C ,C €R,

Uma possivel interpretacao do problema é o de uma corda de comprimento e, com extremidades
P e @, passando por uma polia em R a altura h do solo, sendo a corda movida ao longo do solo
(eixo x) para movimentar um objeto preso & extremidade Q.

Com tal interpretacao temos as condi¢oes de existéncia :

(i) quando o peso estd no solo, P = (0,0) temos x = /(e — h)2 — h2, e

(ii) quando o peso estd na posicao R temos x = v/eZ — h2.

O domfnio de y = y(x) é dado por \/(e —h)2 —h2 < z < Ve2 —hZ e portanto, para esta
interpretacao, devemos ter e — h > h, isto é, e > 2h.

Determinacio da constante C: por (ii) devemos ter y(v/e2 — h2) = h, logo,
h=y(z)=((2—h2)+h2)2+C=e+C ecassim,h=e+Ce

y(z) =va2+h?+(h—e).

Observe que se x = /(e — h)2 — h? entdo y(z) = 0.

Abandonando a interpretacdo fisica, estendemos a solucdo apresentada a uma geométrica:

y(z) =va?+h? + (h—e), Ve el= [_\/62—h2,+\/62—h2] _

Determinacao das fungoes = e y: devido a expressao y = y(z) utilizamos z(0) = htgd para
x = x(#). Substituindo esta na férmula para y encontramos
y(0) = \/h?tg?(0) + h? + (h —e) = \/h2(1 + tg?0) + (h — e) = h[|secd| + (h — €)].
Portanto temos, notando que %{|S€C€|} = |sech|tgh,
dx dy

0= hsec’d 0= h|secO|tgl .

Tais funcdes satisfazem a equacio acima encontrada: x2& = /22 + R24. pois
§ do a0’ )

v = h’tghsec’d e Va?+ hQ% = (\/h2tg20 + h2)h|sech|tgd = h2tghsec?0.

Finalize explicitando o dominio comum de x = z(f) e y =y(6) MW



Secao 7.17 - Exercicios do Capitulo (variados) - pp 208-214

17 - Para T e Ty, retas tangentes aos graficos de y;(z) = az? e yo(x) = —2% + 1, respecti-
vamente, se interceptarem ortogonalmente em P = (p, q) é necessdrio que

(i) ¢ = v1(p) = y2(p), isto é, ap* = —p? + 1, e

(ii) mp,mr, = —1, onde m7, é o coeficiente angular de T;.
Da condigao (ii) temos 2ap x (—2p) = —1 e portanto 4ap? = 1. Substituindo em (i) temos
i*fp2+1eentéo:p2:%ea:% |

10



