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Prefacio

O objetivo inicial destas notas foi o de apresentar como uma digna
aplicacao das equagoes diferenciais a deducao das trés Leis de Kepler
para o Movimento dos Planetas. Constatado que, em geral, os alunos
nao foram familiarizados com as conicas resolvemos desenvolver esta
primeira parte sobre conicas. Dada uma proxima oportunidade desen-
volveremos a segunda e 1ltima parte, entao com equacoes diferenciais

e as Leis de Kepler.

Como fonte de inspiracao inicial, encontramos boa parte do ma-
terial ja coberto no livro Célculo Com Geometria Analitica, vol. 2,
George F. Simmons, McGraw Hill, 1987, traduzido por nosso saudoso
colega Seiji Hariki. A partir deste texto foi organizado e sintetizado,
ora expandindo e/ou mudando o enfoque, material exposto em quatro
capitulos do citado livro, com apoio de outros livros, tendo sido acres-
centadas varias demonstracoes nao usualmente cobertas, algumas nao
encontradas na literatura, e alguns tépicos. Apoiamo-nos também em

material escrito pelos professores Paulo Boulos e Célia C. Gdis.

Quanto as conicas no plano o enfoque é fortemente geométrico e
voltado as aplicagoes. Sendo tal topico inter-disciplinar redigimo-lo tal
que possa ser ministrado em qualquer curso, de forma independente e
tendo por pré-requisito o nivel médio completo. Em duas segoes (op-
cionais) utilizamos derivadas. Para aqueles que o basico é suficiente,
sugerimos as secoes 1.1 a 1.4 e a classificacao das quéadricas em 3.1.

Ler “A Duplicacao do Cubo” é bastante recomendavel.



Diferentemente dos livros consultados optamos por uma aborda-
gem sintética, porém com muitas demonstracoes, voltada as proprie-
dades de reflexao devido as suas importantes aplicagoes para profissio-
nais de engenharia, fisica, actstica, arquitetura, ética, astronomia, etc.
Tais demonstragoes constituem excelente oportunidade para os estu-
dantes virem a se interessar pelo raciocinio matematico e a geometria

em particular.

Para as propriedades de reflexao, apresentamos demonstragoes tanto
geométricas como analiticas, deixando ao leitor a escolha de sua pre-
feréncia e a oportunidade de se familiarizar com ambas. Quanto a
parabola apresentamos trés provas: uma geométrica, uma elementar
(a0 alcance de estudantes de segundo grau) e outra, via derivadas. A
necessidade da prova elementar deve-se a uma matéria publicada no
caderno “FOVEST”, Folha de Sao Paulo, 20/11/07, intitulada “Por
que os fardis sao parabdlicos ?”. A prova publicada no jornal é uma
tautologia, o que nos leva a pensar em uma demonstragao correta e
acessivel a alunos de segundo grau, pois tal era o objetivo do autor
da matéria. Finalmente, provamos ser a pardbola a tnica figura, no
plano, com tal propriedade. Ressaltamos ainda o belo e simples Argu-
mento de Heron para provar o Principio da Reflexao e sua aplicagao
para uma igualmente bela e simples demonstracao do Principio da

Reflexao para elipses.

Em Conicas no Espaco salientamos a simplicidade das demons-
tragdes gragas a combinacao da definicao de Apolénio para o cone (a
qual, alguns, mesmo em textos basicos apresentam alterada) e a de-
finicao adotada para o angulo de inclinagao do plano secante. Seguem
entao trivialmente as propriedades focais das conicas, o Teorema de
Dandelin e a identificacao do papel do angulo critico 5y = a, com « o
angulo do vértice do cone, em que a natureza da conica, interseccao do
plano com o cone, muda segundo 3, o angulo de inclinagao do plano

em relacao ao eixo do cone, seja maior ou menor que «. Tal singulari-
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dade emergira na caracterizagao das quadricas e na analise da relagao

energia-excentricidade vista na parte II, Leis de Kepler.

O estudo em Quédricas é razoavelmente profundo e a secao 3.4
propicia um completamento ao exposto sobre conicas. Destacamos,
além dos invariantes discriminante (A) e polindmio caracteristico, a
prova de que “presente” o termo misto, xy, a quadrica nao é uma
circunferéncia, a motivacao da busca por uma rotacao de eixos para
simplificar um tal equacao e a discussao sobre a “identificacao” entre
quadricas e conicas e, como opcional, a composicao de rotagoes. Na
secao 3.3 apresentamos o invariante e indicador de degenerescéncia o
e provamos que o par A, ¢ distingue as quadricas completamente. Na
secao 3.4 aplicamos tal resultado provando que fixado um cone circular
reto em R3, a interseccao deste com os planos nao contendo seu vértice

originam exatamente as quatro segoes conicas nao degeneradas.

Nestas notas sao quatro as conicas no plano: circunferéncias, elip-
ses, parabolas e hipérboles. Nao identificamos se¢oes conicas com

quadricas, nem circunferéncias sao elipses.

A parte IT adaptamos de apéndices ao longo do livro Célculo com
Geometria Analitica, G. Simmons, reorganizando e sintetizando a
deducao das Leis de Kepler, com simplificacoes e demonstragoes, em
particular a de uma especifica, e simples, equacao diferencial nao co-
berta em cursos introdutérios, e o cdlculo da energia total (E) na
deducgao da relagao energia-excentricidade. Mostramos que um corpo
celeste do nosso sistema solar descreve uma orbita eliptica em torno
do Sol, com este um dos focos da elipse, o que é equivalente a ener-
gia do corpo, F, ser negativa. Mostramos também que um corpo que
atravessa o n0sso sistema solar descreve uma 6rbita hiperbdlica (com

energia F > () e portanto tal corpo vem para nunca mais voltar.



Acrescentamos o cédlculo da velocidade de um planeta, a relagao
entre apogeu e perigeu para um satélite em orbita da Terra e a entre

afélio, periélio e excentricidade para um planeta.

Para a dedugao das Leis de Kepler é suficiente ler do inicio a coor-
denadas polares, sem se deter nas propriedades de reflexao, e passar a

secao 4, onde faz-se uso de equacoes diferenciais.

Conclusao. Ao final destas notas teremos provado, entre outros
variados resultados, que as condigoes seguintes sao, respectivamente e

contextualmente, equivalentes:

(i) A figura (ou 6rbita) é uma elipse, pardbola, ou hipérbole
(ii) 0<e<1l, e=1, oue>l,
onde e é a excentricidade da conica.
(i) fo<B<Z B=Byou0<B<py
(iv) A<0, A=0,ouA>0.
com a quadrica nao degenerada e nao uma circunferéncia.

(v) E<0, E=0, ou E>0.



Introducao

A atual definicao de conicas consta de um tratado grego portentoso
do periodo helenistico (iniciado em 323 a.C. com a morte de Alexandre
Magno e findo préximo ao inicio da era crista) de Apolénio de Perga
(262-190 a.C. aproximadamente), intitulado “As Conicas”, conside-
rado ele pelos antigos, apesar da anterioridade de “Os Elementos” de
Euclides de Alexandria, o “grande geometra”, e considerado moder-
namente “pai” da Astronomia matematica. Utilizemos nestas notas a

definicao de cone dada por Apolonio:

“Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sem-
pre por um ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um
circulo que nao estd num mesmo plano com o ponto dado de modo a
passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa circunferéncia, a

reta movel descrevera a superficie de um cone duplo”.

Acrescentemos: vértice é o ponto fixo, eixo é a reta que une o
vértice ao centro da circunferéncia e geratriz é qualquer reta determi-

nada pelo vértice e por um ponto da circunferéncia.

Um cone é reto se o eixo é perpendicular ao plano da circunferéncia.
Como em um tal cone o angulo que as geratrizes formam com o eixo

¢é sempre igual, ele é dito angulo do vértice.

Para contextualizar “As Conicas” é mister um pouco de historia
e util recordar Lobachevsky (século XIX), criador das geometrias nao

euclidianas, que defendendo-se dos incrédulos, escreveu:



“Nao ha ramo da matematica, por abstrato que seja, que nao possa

um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real”.

Certamente, ele, entre outros motivos, deve ter nesta e noutras
ocasioes pensado em “As conicas”, obra que aguardou por quase dois
mil anos para exibir seu esplendor nos céus. Assim, a teoria das conicas
ja estava pronta quando da descoberta de Kepler, em 1609, o que lem-
bra a precocidade das geometrias nao-euclidianas em relacao a teoria

da relatividade.

O periodo 510-404 a.C. inicia-se, em Atenas, com a ascensao de
Clistenes, um aristocrata, que derrubando um tirano estabeleceu uma
reforma politica profunda e é considerado o pai da democracia ateni-
ense. Cinquenta anos depois, sob a lideranca de Péricles (periodo 461-
429 a.C.), Atenas viveu o apogeu de sua democracia e a “Idade Aurea”
em ciéncias, artes e politica. Assim, o século V a.C. é dito o século
de Péricles que finda com a derrota de Atenas para Esparta em 404
a.C. Emblematicamente, em 470 a.C. nascia Sécrates, em Atenas, divi-
dindo a histéria da filosofia (em periodos pré-socratico e pds-socratico),
condenado a morte em 399 a.C. por um tribunal ateniense. Sao do
mesmo século: Esquilo, Sofocles e Euripides (tragédia), Aristéfanes
(comédia), Fidias (escultura), Herédoto e Tucidides (histéria), Protagoras,
Demécrito de Abdera, Anaxagoras de Clazomene, Zenon de Elea,
Hipias de Elis, Hipocrates de Chios, Hipasus e Arquitas de Tarento
(filosofia ou/e matemética), Hipécrates de Cés (medicina), Pindaro
(poesia),etc. Sendo a segunda metade do século V a.C. a “Idade He-
roica da Matematica”, pela profundidade do pensamento matematico
e que nos legou seis problemas: incomensurabilidade, paradoxos do
movimento, infinitésimos e, os trés problemas classicos, duplicacao do
cubo, quadratura do circulo e triseccao do angulo, alguns insoliveis

por quase 2.300 anos.
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Tucidides em “Guerra do Peloponeso” relata uma peste a época,
que talvez dizimara um quarto da populacao de Atenas, incluindo o
general Péricles. Segundo a tradigao, uma delegacao fora ao oraculo
de Apolo, na ilha Delos, consultar como debela-la sendo a resposta
o pedido de duplicagao do altar, que era cubico. Esta é a origem do

problema da duplicacao do cubo ou “problema deliano”.

O problema era geométrico, tratava-se de determinar o nimero
3
V2,

sendo ja a época estabelecido que a solucao deveria ser construida
com régua e compasso, ou seja, deveria ser exata, diferindo da ma-
tematica de outros povos. Como exemplo, apresentamos neste texto

um excelente calculo egipcio para m, de 1.650 a.C.

Talvez tenha sido Hipdcrates de Chios o primeiro a concluir que se

uma curva satisfazendo as relagoes de proporcao

pudesse ser construida (uma parabola em linguagem atual) entdao o
problema deliano teria solugao, porém coube a Meneacmus (séculoc IV
a.C.), aluno de Aristiteles (384-322 a.C.) e como seu mestre, preceptor
de Alexandre, em seus esforcos para resolve-lo descobrir a parabola e,

concomitantemente, a elipse e a hipérbole.

Meneacmus nao se restringiu as circunferéncias e retas (ou régua
e compasso), distinguiu os cones retos em trés tipos: agudo, reto e
obtuso, com o nome conforme o angulo do vértice, e provou que em
cada caso a interse¢ao com um plano perpendicular a uma das geratri-
zes resulta, respectivamente, na elipse, pardbola e hipérbole (consulte

Figura 1, abaixo).



angulo agudo angulo reto angulo agudo

Figura 1: Elipse - Parabola - Hipérbole

Apés a morte de Alexandre, na disputa pela divisao do império en-
tre seus generais destacou-se Ptolomeu que passou a governar o Egito.
Ptolomeu I Séter (Salvador), como passou a ser chamado, iniciou a
construgao do Farol de Alexandria (uma das sete maravilhas do mundo
antigo, que seria completada por seu filho Ptolomeu II), a dinastia pto-
lemaica (que se estenderia até Cledpatra) e foi um dos responsaveis
pela primeira “Idade Aurea da Ciéncia”, antes do século XVII de nossa
era. Entre outros fatores para tal exuberancia destacam-se Alexandre
que contribuira financeiramente para as ciéncias, o ambiente propicio
que a dinastia (16 monarcas) criou e a fusdo da ciéncia de caldeus,
egipcios e gregos. Muitas contribuicoes da ciéncia helenistica ecoam
até hoje.

Ptolomeu I criou em Alexandria um instituto, o Museu, com jardim
zoolégico e horto florestal, insuperavel em seu tempo, e atraiu sabios
de destaque, entre eles Euclides, dito de Alexandria, talvez sem sé-lo,
e fundou a Biblioteca de Alexandria, com sdbios a diregao. Arquime-
des (287-212 a.C.), o maior matemético da antiguidade, no minimo
manteve contatos com o Museu. Assim, gracgas aos trés, o século 111

a.C. é considerado a “Idade Aurea da Matematica”.

Eis uma pequena lista desses sabios, e suas contribuicoes: Pos-
sidonio da Siria, dividiu a Terra em cinco zonas climéticas (ainda

aceitas) e explicou a influéncia da Lua nas marés ; Herdfilo de Cal-
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cedonia, uma descri¢ao detalhada do cérebro, significado da pulsagao
e seu uso no diagnostico e que as artérias levam o sangue do coracao
ao corpo todo; Erasistrato, “pai da fisiologia”, descobriu as valvulas
do coracao e distinguiu nervos motores e sensitivos; Hiparco de Nicéia,
astronomo, “pai da trigonometria”, inventor do astrolabio e do globo
terrestre; Eratéstenes de Cirene , poeta, filélogo, bibliotecario de Ale-
xandria, gedgrafo, autor do melhor mapa a época, com a superficie
da Terra dividida em graus de latitude e longitude, calculou a circun-
feréncia da Terra com erro inferior a 300 km, tem um crivo com seu
nome, e Apolonio de Rodes (nascido em Alexandria), poeta, fil6logo,
autor do poema épico “Os Argonautas”, bibliotecario de Alexandria

e tutor do principe Ptolomeu III.

O mais famoso, hoje, dos primeiros astronomos a época é Aristarco
de Samos (310-230 a.C.), que descobriu que a aparente imobilidade
das estrelas “fixas” deve-se a distancia e é autor da primeira teoria
heliocéntrica, s6 reconhecida no século XVII, quase um século apods
Copérnico publicar em 1543 a sua teoria heliocéntrica, nao reconhecida
pela Igreja, a principio. O tltimo astronomo helenistico, Ptolomeu de
Alexandria (100-170 d.C.), é autor de “O Almagesto” ou “A Grande
Composicao”, obra baseada na teoria geocéntrica, que perdurou até o
século XVIII.

Por trés séculos, Alexandria, no Delta do Nilo, maior e mais famosa
das metrépoles helenisticas, foi o melhor centro cientifico, mormente
em matematica, medicina e astronomia, abrigando de 500.000 a, tal-
vez, um milhao de pessoas . Nao houve cidade da antiguidade que a

superou em esplendor, nem Roma.

No periodo 47-48 a.C. temos o bloqueio de Cesar a Alexandria,
o consequente incéndio da Biblioteca, simbolo da era helénica, e a
ascensao de Cledpatra ao trono do Egito. Em 30 a.C, com a tomada
de Alexandria, por Otavio, e suicidio de Cledpatra, a era helénica

termina.
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Apolonio, apés Meneacmus, provara que com um cone reto, vari-
ando a inclinacao do plano secante obtem-se as mesmas trés conicas
e, ainda, a circunferéncia. E ainda, que o cone nao precisa ser reto,
definindo-o com duas folhas, o que é fundamental para os gedometras
nao mais se referirem a duas hipérboles mas a dois ramos de uma tunica

hipérbole.

Assim, Apolonio definiu conicas como intersecoes de um plano,
nao contendo o vértice, com o cone. Ele entao provou que ha quatro

possibilidades: circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole.

Tais estudos se deram sem atencao a praticidade mas, quase dois
mil anos depois, mostraram-se importantes em muitos ramos cientificos

e, as vezes, decisivos e impactantes.

Na primeira metade do século XVI Tartaglia (14997-1557), estu-
dando a trajetéria de uma bala de canhao, percebeu que o alcance
do tiro é funcao do angulo de elevacao do cano do canhao, chegando

préximo de mostrar uma aplicacao das conicas.

Em fins do século XVI e inicio do XVII, Galileu (1564-1640) estu-
dou artilharia, pois os canhoes tornaram-se mais potentes, com tiros
alcangando quilometros, e em 1604 concluiu que a trajetéria da bala
é uma parabola. Em 1638 publica “Didlogo Sobre As duas Novas
Ciencias”, e expoe uma teoria sobre tais trajetérias bem mais deta-

lhada que outras.

As conicas foram impactantes em Astronomia, quando em 1609
Johannes Kepler publicou sua fantastica descoberta de que a orbita
de Marte é uma elipse, conjecturando que o mesmo ocorria com todo
planeta. Cerca de sessenta anos depois Isaac Newton provou que a
orbita planetaria eliptica é causa e consequéncia de sua Lei de Atracao
Universal e, em 1687, publicou a Teoria da Gravitacao Universal, ex-

plicando o sistema solar.
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Atualmente, seu estudo é importante em exploracoes espaciais e
pesquisas do comportamento de particulas atomicas: satélites artifi-
ciais movem-se ao redor da Terra em Orbitas elipticas e trajetérias de
particulas alfa movendo-se no campo elétrico de um ntcleo atomico
sao hiperbdlicas. E ainda, na construcao de teatros, conchas acusticas,
abdbadas, fardis e antenas parabdlicas, refletores, telescépios, fornos

solares, iluminacao, radares, etc.

Quanto as reflexoes, restam de Euclides cinco obras entre elas
“Optica”, um dos primeiros trabalhos sobre Perspectiva. A época
a Optica dividia-se em: Optica (Perspectiva), Catéptrica (geometria
dos raios refletidos) e Didptrica (geometria dos raios refratados).

A Lei de Reflexao da Luz ja era conhecida, mas Heron de Alexan-
dria, helenistico tardio, do século I d.C., lembrado hoje pela féormula
da drea de um triangulo em funcao dos lados, em “Catoptrica”, pro-
vou de forma simples e geométrica que a igualdade dos angulos de
incidéncia e reflexao segue do principio aristotélico: “a natureza nada
faz do modo mais dificil”. Apresentamos e comento a prova na secao

1.2 e aplico-a, para elipses, na se¢ao 1.3.

Nao estudamos a circunferéncia nao por nao ser possivel analisé-la
unificada as demais. Nas se¢oes 1 e 2, por nao satisfazer uma relagao
foco-diretriz-excentricidade e as construgoes geométricas requeridas
nao lhe serem possiveis. Na secao 3 o discriminante nao a distingue
da elipse (existem circunferéncias e elipses com igual discriminante)
e, na secao 4, a relacao energia-excentricidade nao contempla o caso
de uma érbita circular (e uma 6rbita planetéria circular é considerada
improvéavel). A férmula para conicas em coordenadas polares também
nao as contempla. As outras trés conicas, ao contrario, tem aqui
analise unificada e, portanto, apresentarao propriedades, tais como

reflexao, analogas.

Poder-se-ia argumentar que o discriminante nao distingue elipses.

Nao é o caso pois (veremos) uma quédrica, com equagdo com termo

13



misto, nao é circunferéncia, como curva. Ora, este é o caso nao trivial.
No trivial, sem termo misto, o discriminante nao é necessario, é de fato
inconveniente. Assim, se ha termo misto, temos apenas trés curvas nao
degeneradas (e distinguiveis pelo discriminante): pardbolas, elipses e

hipérboles.

A razao unica para nao analisarmos a circunferéncia é que, na
antiguidade como na atualidade, estamos interessados nas “novas”
curvas, nao construtiveis com régua e compasso, que apresentam belas
e varias relagoes geométricas e permitem resolver problemas até entao

sem solugao e, principalmente, sao fundamentais na atualidade.

Muitos entao declaram a circunferéncia uma conica degenerada.

Nestas notas nao sao.

Por fim, recomendamos fortemente aos estudantes assistir ao filme
Agora (uma produgao épica espanhola, vide Imdb International Movie
Data Base) e consultar também videos sobre a vida da matematica,
astronoma e filésofa Hypatia que viveu no século IV d.C. em Alexan-

dria e que se devotou ao estudo das conicas e do movimento planetario.

E também recomenddvel assistir ao filme “Socrates”, dirigido por
Roberto Rosselini (que também dirigiu “Descartes” e “Pascal”, ambos
também recomenddaveis). Em “Sécrates” um dos personagens é Hipias
de Elis, o sofista, criador da curva “quadratriz’ que torna possivel,
com régua e compasso, triseccionar um angulo e também realizar a
quadratura do circulo (vide G. F. Simmons, Célculo com Geometria
Analitica, Vol 2, pp. 220-221 e 241). Porém, como se sabe, a trisec¢ao
do angulo e a quadratura do circulo nao sao construtiveis com régua
e compasso. Esclarecer a aparente contradicao ajuda a entender o

significado do termo sofista.

Vide também no livro acima citado, como utilizar, a “cissoéide de
Diocles” (pp. 209 e 240) para duplicar um cubo, a “conchéide” de
Nicomedes (pp. 210 e 240) para trisectar um angulo e a espiral de

Arquimedes (pp. 217 e 242) para realizar a quadratura do circulo.
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Capitulo 1

Conicas no plano e

propriedades de reflexao

1.1 Definicoes

Adotamos o ponto de vista segundo o qual as conicas sao quatro:
circunferéncias, parabolas, elipses e hipérboles. Porém, como mencio-
nado na introducao, nao estudaremos as circunferéncias.

Consideremos um plano e dois de seus pontos, F' e F', com F # I,

chamados focos. Seja P um ponto arbitrario no plano.

Definicoes. Seja d; a distancia de P a F' e dy a distancia de P a F".

o Elipse é o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias,

dy e dsy, aos focos é constante.

o Hipérbole é o conjunto dos pontos do plano cujo valor absoluto

da diferenga |d; — dy| é constante.

o Parabola é o conjunto dos pontos do plano cujas distancias a um
ponto fixo F' (o foco) e a uma reta fixa (diretriz) D, com F ¢ D,

sao iguais (vide Figura 2).

15
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Figura 1.1: Elipse-Hipérbole-Parabola

O termo foco é utilizado devido as propriedades de reflexao das
coOnicas e suas aplicacoes.
Definiremos a excentricidade e , onde e € (0,+00), de uma conica

e provaremos que

0<e<1 para elipses,
e=1 para parabolas e

e>1 para hipérboles.

A circunferéncia é vista como uma elipse degenerada, na qual os focos
coincidem e dizemos que sua excentricidade é zero.

Conicas no plano sao também chamadas, simplesmente, conicas,
quando o contexto é claro.

Veremos que a intersecao entre uma reta e uma conica tém no
maximo dois pontos.

Dizemos que uma reta que intersecta uma conica em dois pontos

é uma reta secante.

Notagao. Os simbolos « e A designam, respectivamente, angulos e

triangulos. Dados trés pontos A, B e C, no plano, o simbolo
<ABC

denota o angulo em B formado pelos segmentos BA e BC.
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1.2 Parabolas

Definicao. Fixado um plano, consideremos a parabola C', com foco
F e diretriz D, onde F ¢ D. O eixo da parabola (ou eixo de simetria)
é a reta por F' e perpendicular a diretriz D. O vértice V, da parabola,

é o ponto de C' equidistante de F' e D.

Yy

Figura 1.2: Parabola

Introduzimos um sistema cartesiano de coordenadas satisfazendo

as condigoes abaixo.

e O eixo y corresponde ao eixo de simetria.
e A origem corresponde ao vértice.
e O eixo x corresponde a reta pela origem, paralela a D.

e Orientemos o eixo y tal que F' = (0,p), com p > 0. Por conse-

guinte, a diretriz D tem por equagao

y=-p.

17



Sendo P = (x,y) um ponto arbitrario da parabola. Entao temos

V(@ -0)2+(y-p)=y+p
e elevando a equacao acima ao quadrado e simplificando obtemos
x? = 4py.

Estas duas equacoes sao equivalente. Adotamos a segunda como forma
padrao para a equagao de uma parabola. Pela segunda equacao, a
interseccao entre uma reta e uma parabola tém no maximo dois pontos.

Trocando-se a posicao da parabola em relagao aos eixos coordena-
dos, sua equacao muda. Trés outras posicoes simples, com as corres-

pondentes equacoes sao:

F=(p,0)

x* = —dpy y?=4px

Figura 1.3: posicoes e equagoes- parabolas

Observagao. A constante p > 0 é a distancia do vértice ao foco e,

também, do vértice a diretriz.

O Principio da Reflexao Por Heron de Alexandria

O Principio da Reflexdo se aplica a raios de luz, ondas eletro-
magnéticas, sonoras e de calor, etc. Em sua formulacao atual deriva
do Principio da Menor Acao, de Hamilton. Mas Heron de Alexandria

ja o provara a partir do Principio do Menor Esfor¢o, enunciado por

18
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Aristételes, segundo o qual a natureza nada faz do modo mais dificil.
O argumento de Heron, belo e simples, é também 1til a avaliacao da

“menor trajetoria”, e o aplicaremos as elipses .

Principio da Reflexao (Heron). Dada uma superficie refletora os

angulos de incidéncia e reflexao sao iguais.

Consideremos um espelho MM’ (Figura 1.4), uma fonte de luz
no ponto S e um ponto F do mesmo lado que S, segundo MM'.
Mostremos que o caminho SPFE, em que os angulos SPM e EPM’

sao iguais, é o mais curto, tal que o raio reflita no espelho e atinja F.

Figura 1.4: Heron e o principio da reflexao

Consideremos um outro caminho SP’E e tracemos o segmento
SQS’, Qe MM', perpendicular a M M’, com

15QI = Q5.

Por semelhanca de triangulos, os caminhos SPE e SP'E sao, res-
pectivamente, de comprimentos iguais aos caminhos S’PE e S'P'E;

porém, S’PFE é uma reta, pois
< M'PE~ 2MPS,

e portanto é o mais curto#
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Propriedade de Reflexao das Parabolas - Prova Geométrica

Seja C' uma parabola com foco F', diretriz D e vértice V.

Se P e (', segue que uma reta por P e nao secante a parabola é
entao ou tangente (& pardbola) ou paralela ao eixo (da pardbola).

A reta por V, perpendicular ao eixo, é tangente a parabola pois tal
reta é nao secante ja que intersecta C' em um unico ponto: o vértice.

Dado um ponto P indicamos sua projecao sobre a diretriz por Q).

Teorema 1.1 Seja P um ponto de uma pardbola. A reta bissetriz T’

—_— —
do angulo formado pelos raios focais PQ) e PF ¢ tangente a pardbola.

Prova.

o Caso P =V. Esta acima demonstrado pois o angulo determinado
—_— —
por V@ e VI é w radianos e assim, a bissetriz do angulo < QV F

é perpendicular ao eixo.

o Caso P # V. Entao, ), P e F sao nao alinhados e «QQ PF' é maior
<«~——>
que zero e menor que 7. Portanto 7" forma com a reta QP um

angulo maior que zero e menor que %, donde (vide Figura 1.5)

D

Figura 1.5: Tangente a parabola
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<«~——>
T nao é paralela a QP e, entao, nao é paralela ao eixo,
e

T nao é paralela a reta diretriz.

Logo, T" é nao paralela e nao perpendicular seja ao eixo ou a

diretriz.

Para provarmos que 7' é tangente a parabola resta mostrarmos
que T intersecta a parabola unicamente em P. Consideremos o

ponto
AeTnD (vide Figura 1.5).

Por definicao de T segue a congruéncia < FPA 2 «QPA e, por
definigao de parabola, |PQ)| = |PF|. Logo, dado B € T temos, por

geometria elementar, a congruéncia AQPB 2 AFPB e portanto
|BQ| = |BF].

Se B = A é 6bvio que B@ nao é perpendicular a D. Se B+ P, e
B + A, éfacil ver que BQ) nao é perpendicular a D, caso contrario
B e P teriam o mesmo ponto, (), como projecao perpendicular
sobre D e, como ambos pertencem a 7T', terfamos que T seria
perpendicular a D e esta possibilidade é entao descartada pois

T nao é paralela ao eixo. Logo, vale |BQ|-|BD|> 0 e ainda
|BF|-|BD|=|BQ|-|BD|> 0.
Assim, B ¢ C' e a reta T intersecta a parabola apenas em P #

Corolario 1.1 Se 6 ¢ o angulo de inclinagcdao da tangente em relagao

ao eixo entao
0~ 2QQPA.
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Propriedade de Reflexao das Parabolas. Dada uma superficie de
revolucao, parabdlica e internamente espelhada, um raio de luz saido
do foco e com angulo de incidéncia a é entao refletido por um ponto
P da superficie, com igual angulo de reflexao. Mas, ja vimos, o angulo
entre o eixo e a tangente em P é também «. Isto mostra que o raio é

emitido paralelamente ao eixo (vide Figura 1.6).

Figura 1.6: Propriedade de Reflexao-Pardbolas

Aplicagoes. Espelhos de fardis sao ilustrativos. Girando uma parabola
ao redor de seu eixo, temos uma superficie que pintada internamente
com tinta prata, refletird raios de luz oriundos de uma fonte no foco,
paralelamente ao eixo. Utilizamos tal principio para antenas pa-
rabdlicas, conchas acusticas, iluminacao, telescépios refletores, fornos
solares, antenas de radar e de radiotelescépios; em alguns desses casos
os raios de luz (ou ondas eletromagnéticas) chegam paralelamente ao

eixo, sao entao refletidos e convergem no foco-receptor.
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Desenhando Uma Parabola. Uma parabola com foco F' e reta
diretriz d, dados e marcados numa folha de papel, pode ser construida

da forma descrita a seguir (vide Figura 1.7).

A

Figura 1.7: Desenhando uma Parabola

Numa prancha de desenho, fixe uma régua no papel com seu lado
ao longo de d e coloque o cateto menor de um esquadro contra a
aresta da régua. No vértice oposto fixe uma extremidade de um fio de
comprimento igual ao cateto maior do esquadro, e fixe a outra extre-
midade em F'. Se a ponta de um lapis em P mantém o fio esticado,
vide figura, entao a ponta desenha parte de uma pardabola quando o

esquadro desliza ao longo da régua (verifique).
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1.3 Elipses

Definicao. Em um plano, dados os pontos F' e F', com F # F’, e
a > 0 tal que 2a > |F'F'|, o lugar geométrico dos pontos P tais que a

soma de suas distancias a F' e F' é 2a é chamado uma elipse. Isto é,
|PF|+|PF'| = 2a.

Os pontos F' e F' sao os focos da elipse.

Para desenhar uma elipse, fixemos um papel a uma prancha de de-
senho, por meio de tachinhas, em F' e F’. Amarrando as extremidades
de um fio a elas e mantendo-o teso com a ponta de um lapis, movemos

o lapis em um sentido, até uma volta completa.

P soma=2a

Figura 1.8: Desenho de uma Elipse

A curva é simétrica em relacao a reta contendo os focos e também
em relagao a reta mediatriz do segmento F'F’. O segmento AA’ é o
eixo maior e BB’ o eixo menor. O ponto O, intersecao desses, é o
centro. Os pontos A e A’, extremidades do eixo maior, sao os vértices.

E fdcil provar que |OA| = a pois, por definigao, |AF'|+|AF| = 2a
e é facil ver que |AF'| = |[AF| +2|OF|. Consequentemente temos que
2|AF| + 2|OF| = 2a, donde conclui-se que |OA| = a. Denotamos o
comprimento do eixo menor por 2b e a distancia entre os focos por
2¢. E trivial ver que |BF| = a, pois |BF|+|BF'| = 2a e |BF| = |BF"|.

Encontramos entao a equacao

(E1) a*=b*+c%
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Como |AA’| = |OA'| + |OA| e |OA| = a, temos |AA’| = 2a, e o eixo
maior mede 2a. Os ntimeros a e b chamam-se semi-eixo maior e semi-
eixo menor, respectivamente (Figura 1.8).

Pela equagao (E1) temos b < a. Se b é muito pequeno em relacao a
a, a elipse é alongada e fina e, por (E1), o valor ¢ é aproximadamente
a e os focos estao proximos as extremidades do semi-eixo maior. Se
o valor b é proximo de a, a elipse aproxima-se de uma circunferéncia
e, por (E1), o valor ¢ é pequeno e os focos estao proximos ao centro.
A raz@o c/a chama-se excentricidade da elipse e é denotada por e.

Assim,

c Va?-b?
e=—=—— ¢ 0O<ex<l1.
a a

Para as elipses “quase circulares” temos e » (0. Para as alongadas,

e~ 1. Por vezes, a circunferéncia é dita uma elipse degenerada (e = 0).

=0, 9349

Figura 1.9: Excentricidades - Elipses
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Para determinarmos uma equacao simples para a elipse, tomemos
o eixo x ao longo do eixo maior e o eixo y como a mediatriz desse

segmento. Entao os focos sao (vide Figura 1.10 abaixo)

F'=(-¢,0) e F=(c0).

(_a70)

(0’_b)

Figura 1.10: Focos e Vértices - Elipse

Pela definicao de elipse, obtemos a equacao

(E2) V(z-¢)2+y2)+/(z+¢)2+y%=2a

que é a equacao da curva.

Isolando o segundo radical e efetuando o quadrado obtemos

(z+c)?+y% = (2a—/(z - )% +y2)? = da*~4dar/(x - ¢)? + Y2+ (x—Cc)*+1?

e assim,

dar/(z - ¢)? + 2 = 4a® - dew.
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Desta forma chegamos as equagoes

(E3) IPF|=\/(z-c)2+2=a-“x e
a

(E4) IPF'|=\/(z+¢)2+y2=a+ -z,
a

onde (E4) é obtida de (E3), pois |[PF'|=2a—|PF)|.

O quadrado dessas equacoes é

2
2 2

c
2?2 F2cx + 2 +y? = a 3F2cx+—2x2
a

e simplificando temos

Donde entao segue
x? Yy
R + -
222
Lembrando a relagao [(E1), béasica] a? = b? + ¢ obtemos, por fim,

2 2
T Yo
a? b2

(E5)

Isto é, acabamos de mostrar que (E2) implica (E5).
Nao é dificil mostrar que (E5) implica (E2).
Adotamos (E5) como forma reduzida (padrao) da equagao da elipse.

As férmulas (E3) e (E4) dos raios focais direito e esquerdo PF e

PF'" podem ser escritas como, respectivamente,

|PF| :a—gxze[ﬂ—z]

onde

é a excentricidade definida anteriormente.
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As quantidades entre colchetes na pentltima e na antepentltima

equagoes sao as distancias |[PD| e |PD’| do ponto P as retas

Figura 1.11: Posigoes - elipse

Logo, tais férmulas podem ser escritas na forma

|PF| _ [PE"| _

E - -
(E6) 7D~ ° |PD]

As retas
a

xr =

a
— e x=-
e

chamam-se diretrizes da elipse, sendo que basta uma das equacoes de

(E6) para descrever toda a elipse.

Observacoes.

e Supondo o centro a origem e os focos pertencentes ao eixo y, os

papéis de = e y estarao trocados.

e Tendo grau dois a equacao de uma elipse, sua interseccao com

uma reta tém no maximo dois pontos.
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Propriedade de Reflexao das Elipses - Prova Geométrica.
Por um ponto da elipse existe uma tnica reta intersectando-a ape-

nas neste ponto, chamada tangente no ponto.

Teorema 1.2 Sejam C uma elipse com focos F' e F', um ponto P
em C, e T a reta tangente em P. Entao, os raios focais PF ¢ PF'

formam angulos iguais com T (vide Figura 12).
Prova.

Apliquemos o Argumento de Heron para o Principio da Reflexao.

Dado Q € T, com ) # P, temos que () nao pertence ao interior

da elipse, senao 1" seria secante.

Figura 1.12: Propriedade de Reflexdo (por Heron)- Elipse

Seja ()" a interseccao de F@Q) e C. E 6bvio que FQF' (vide
Figura) é mais longo que FQ'F’, o qual tem mesmo comprimento
que FPF".

Logo, FPF’ é o mais curto caminho entre os focos, por 7'

Assim, pelo Principio da Reflexao, os angulos entre 7' e os raios

focais sao iguais #
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Aplicacgoes.

(1) Imaginemos uma sala com paredes e teto formando um semi-
elipséide de revolucao, focos a altura razoavel. Um sussurro
emitido num foco é audivel no outro, mesmo inaudivel noutros
pontos, pois as ondas sonoras sao refletidas ao outro foco simul-
taneamente, percorrendo igual distancia a velocidade do som.
Sao as “galerias de sussurros”, encontradas, nos EUA, em mu-
seus de Ciéncia e no edificio do Capitolio e, também, em alguns

castelos europeus.

(2) Aslanternas odontoldgicas (figura abaixo) usam refletores elipticos
para focar a luz em um ponto especifico da arcada dentaria do

paciente.

Figura 1.13: Lanterna Odontoldgica - Refletor Eliptico

(3) Litotripsia é um tratamento para destruir pedras nos rins, via um
refletor eliptico, sem danos ao tecido vizinho, com um emissor de
ondas sonoras de alta intensidade num foco e a pedra no outro.

Evita-se a cirurgia, com recuperagao em poucos dias.
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1.4 Hipérboles

Definicao. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P cuja dife-
ren¢a de suas distancias a dois pontos fixos F' e F’, os focos, é uma
constante. Denotemo-la por 2a, com a > 0. Obviamente, ha duas
formas de calcularmos a diferenca das distancias. Adotemos uma con-

veng¢ao. O ramo direito é o lugar geométrico dos pontos P tais que
|PF’'| - |PF|=2a

e o ramo esquerdo é o dos pontos P tais que
|PF|-|PF'| = 2a.

A condicao que define a hipérbole completa é dada pela equacgao

(H1) |PF'|~|PF| = +2a.

Atencgao. Pela desigualdade triangular temos que dado um ponto P,

que nao seja um dos focos, entao temos
|PF|<|PF'|+|F'F)|.

Logo, |PF|-|PF'| < |FF'| e, analogamente, |PF'| - |PF| < |FF"|.

Assim, encontramos a desigualdade
| |PF'|-|PF||<|FF'|, para todo P.

Logo, tal diferenca é sempre menor ou igual a distancia entre os focos.

Obtemos entao a seguinte condigao para a existéncia da hipérbole:
2a < |FF'|.

Suponhamos o eixo x ao longo do segmento F'F’ e o eixo y medi-
atriz desse segmento. Se |F'F'| = 2¢ entao temos (vide figura 1.14, a
seguir)

F'=(-¢,0) e F=(c0).
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Entao, a equagao (H1) torna-se

V(z+e)2+y2—/(z-c)? +y? = 2a.

P=(z,y)

F =(c,0)

Figura 1.14: Hipérbole-Focos

Passando o segundo radical para o segundo membro e elevando ao

quadrado obtemos
(z+c)* +y? = [£2a + |PF|]? = 4a® + 4a|PF| + (v - ¢)* + y* ,

donde segue
dex = 4a® + 4a|PF).

32



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Assim, as féormulas dos raios focais sao dadas pelas equagoes

(H2) |PF|=\/m=i(§x—a) e
(H3) PF|=/(zre) =+ (gg; . ) ,

onde (H3) é obtida de (H2), visto que |PF'| = |PF|+2a. Procurando
manter uma notacao, salientamos que, assim como em (H1), o sinal
positivo corresponde ao ramo direito da curva e o negativo ao esquerdo.

O quadrado destas equagoes fornece uma mesma equacao:

2
2 + 225,
) 02

22 F2x + &

2 2

F2cx + a”.

Chegamos assim a equagao

2 _ 2

c‘-a

( 5 )xz—y2:c2—a2
a

ou

2 2_a2
Para simplificarmos tal equagao, observemos que no triangulo A PF'F”,
com P no ramo direito, temos |PF’| < |PF|+ |FF’|, pois um lado do
triangulo é menor que a soma dos outros dois.

Portanto, temos |PF’| - |PD| < |FF'| ou 2a < 2¢, e assim a < ¢ e

2

c? —a? é um nimero positivo que denotaremos por b?. Escrevamos

(H4) b= c?—a?,

Substituindo esta equagao na equagao anterior obtemos a forma redu-

zida da equagao da hipérbole,

(H5) ST

A seguir, justificaremos o desenho que segue para a hipérbole apre-

sentada pela equagao (H5).
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Eixo conjugado
Y=+ -
a -

| AssintotK .

-

Figura 1.15: Hipérbole - Assintotas

Como a equacao contém apenas poténcias pares de x e y, a hipérbole
é simétrica em relagao aos eixos coordenados, chamados eixos da curva,
sendo a intersecao destes o centro da hipérbole.

Quando y = 0, temos =z = +a. Porém, quando = = 0 entao y é
imaginario. Logo, o eixo que passa pelos focos, dito eixo principal,
intersecta a curva em dois pontos denominados vértices, localizados a
uma distancia a de cada lado do centro. Entretanto, o outro eixo nao
intersecta a curva (nao estamos admitindo a solugao y complexa) e é
entao chamado eixo conjugado.

A hipérbole é formada por duas partes simétricas, chamadas ramos,
em relagao ao eixo y.

N

Pela equacao (H5), os pontos mais préximos ao eixo conjugado Oy,

correspondentes ao menor valor para |z|, sdo os vértices

(-a,0) e (a,0).
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Estes fatos sdo também identificiveis a partir da equagao (H5)

resolvendo-a para y. Obtemos entao
b

(H6) y=+—Va2-a? com r<-a ou x>a.
a

Esta féormula mostra que nao ha pontos do grafico na faixa vertical
—a < x < a, pois para tais x a expressao sob o radical é negativa. Para
x = %a, temos y = 0 e esses dois pontos [(-a,0) e (a,0)] sdo os vértices.
Quando x cresce a partir de a ou decresce a partir de —a, obtemos dois
possiveis valores de sinais opostos (em cada caso), para y, crescentes
em valor absoluto, a medida que = tende a +o0 ou x tende a —oo.
Tal comportamento produz os bracos superior e inferior nos ramos da

curva.

Um aspecto bastante significativo do grafico pode ser observado

escrevendo (H6) na forma

Quando x tende a +oo, a expressao sob o radical é proxima de 1, sendo
razoavel supor que a hipérbole esta proxima do par de retas

Yy =+—1x.
a

Devido as simetrias basta analisarmos tal idéia no primeiro quadrante.
Neste caso é facil ver que a reta estda acima do ramo da hipérbole, e

também que a distancia vertical da hipérbole a reta correspondente é

b (- Va2 -a?)(z+V2? - a?)
a r+Va?-a?
ab

a qual tende a zero quando x — +oco. As retas acima mencionadas sao

chamadas assintotas da hipérbole.
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O triangulo mostrado no primeiro quadrante na Figura 1.15 é um
mnemonico para lembrar os principais aspectos geométricos de uma
hipérbole.

De fato, sua base a é a distancia do centro ao vértice a direita,
a altura b é o segmento vertical que une esse vértice a assintota do

primeiro quadrante, cujo coeficiente angular é

b

a
e, como por (H4) temos
?=a*+ b
a hipotenusa ¢ desse triangulo é também a distancia do centro a um
foco.

A razao

a
¢é definida como a excentricidade da hipérbole e é denotada por e.

Assim,
c
e=—
a
_Va?+b?
- a
2
= 1+(9) .
a
E 6bvio que
e>1.

Quando e é proximo de 1, entao b é pequeno em relagao a a, a
hipérbole se localiza em um angulo pequeno formado pelas assintotas

e a curva é bem fechada nos vértices. Vide figura 1.16 abaixo.

Quando e é grande, entao b é grande quando comparado com a, o
angulo entre as assintotas é grande e a hipérbole ¢ bastante achatada

no vértices. Vide figura 1.16 abaixo.
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1007

e=141 e=128

0,51

0,5

e=1,019

Figura 1.16: Hipérboles - Excentricidades

As férmulas (H2) e (H3) dos raios focais direito e esquerdo PF e

PF'" podem ser escritas como

|PF| == (ex—a)zie[x—%]
e

|PF'| =+ (ex+a)== e[:)s—(—ﬂ)],

e

com os sinais positivos referindo-se ao ramo direito e os sinais nega-
tivos ao esquerdo. Se P estd no ramo direito (Figura 1.15) as quan-

tidades entre colchetes sao as distancias |[PD| e |PD’| de P as retas,
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denominadas diretrizes,

respectivamente. Analogamente, se P estiver no ramo esquerdo. Em

qualquer caso, ambas podem ser escritas na forma
|PF| |PF'|

PD|~ " PD] ¢

Uma hipérbole pode entao ser caracterizada como a trajetoria de

um ponto que se move de modo a manter constante e > 1 a razao entre
sua distancia a um ponto fixo (foco) e sua distancia a uma reta fixa
(diretriz). Como no caso das elipses, é suficiente uma das equagoes

acima para descrever toda a hipérbole.

Figura 1.17: Hipérbole - Diretrizes

Observagao. Invertendo as varidveis x e y em (H5), vemos que a

equacao
2 a2

a? b2

representa uma hipérbole com eixo principal vertical, vértices (0, +a)

e focos (0, £c), onde temos, como no caso anterior,

A =a®+17
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Porém, no presente caso, as assintotas sao as retas
a
Yy==x-x
b

como vemos facilmente ao resolvermos para y os dois ramos desta

hipérbole:
a b?
Y= :I:EZL' 1+ ok
O eixo contendo os focos nao é estabelecido pela proporcao entre a e b,
como com uma elipse, mas sim por sabermos qual termo é subtraido
de qual, na forma reduzida da equacao. Os numeros a e b podem,
entao, ser de quaisquer tamanho relativos. Se a = b as assintotas
sao perpendiculares entre si (bissetrizes principal e secundéria) e a

hipérbole se diz equilatera.

Observacao. Uma reta intersecta uma hipérbole, C; em no maximo
dois pontos e, em tal caso, a chamamos secante. Se P e (', existem
apenas trés retas intersectando-a unicamente em P. Duas sao parale-

las a uma das assintotas, e cruzam-na, e a terceira é a tangente (Figura
1.18).

paralelas as assintotas

assintota

Figura 1.18: Hipérbole - Tangente e Paralelas as Assintotas
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A figura abaixo destaca o retangulo fundamental para hipérboles,

considerando a hipérbole

.T2 y2
@ ot
A
(ob) g
_____ R P A
i I
i i
i i
i I
| i
i Al 2 A [F
(=z,0) (-a,0) (a,0) (c,0)
: I
] |
] i
i E,' I
----- - .F L L B
(0.6}

Figura 1.19: Retangulo fundamental e assintotas para 2—; - Z—j =1.
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Propriedade de Reflexao das Hipérboles - Prova Geométrica

Seja C' uma hipérbole, no plano, com focos F} e I3, satisfazendo
| |PFy|-|PFs| | =d, para todo ponto P e C'

com d uma constante real tal que d < |F} Fy|.

Teorema 1.3 Dada uma hipérbole C' com focos Fy e Fy e contendo o
ponto P, a bissetriz, T', do angulo determinado pelos raios focais P

ﬁ / \ . 7/
e PFy € tangente a hipérbole.
Prova.

Se A pertence a T, A # P, segue que «APF, ~ 2APF, e ,
considerando E € PF) tal que |PE| = |PF,| temos a identidade
|EF1| = |PF1| - |PF2| e entao

IEF| = d.

Como T bisecta < F; PFy segue que T é perpendicular a EF;,

Figura 1.20: Hipérbole - Prova da Propriedade de Reflexao

base do triangulo isésceles A EPFy. Portanto, se Q €T, @ # P,
temos que AEQF, é também isésceles e, em particular (vide
Figura 1.20).

|QE| = QL] .
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Sendo os pontos (), E' e I} nao alinhados, é ébvio que valem
|QE|<|QF|+|EF| e |QF|<|QE|+|EF].

Assim segue |QE| - |[EFy| < |QF1| < |QE| +|EF.
Subtraindo |QFE| nestas desigualdades obtemos as desigualdades
—-|EF| < |QF| - |QF| < |EF}| e entao

| |QF1| - |QE| | < |EF|.

Porém temos |QE| = |QF3| e, como ji mostramos, |EF| = d.
Logo,
(1) |QF|-|QF|<d, VQ=#P, QeT.

Logo, T intersecta C' apenas em P. Para concluirmos que 7'
¢é tangente resta mostrarmos que ela nao é paralela a nenhuma

assintota. Assim, basta provarmos que 71" nao cruza a hipérbole.

A hipérbole divide o plano em trés regides: uma contém o foco
F}, outra o foco F, e uma terceira, chamada média (considerada

contendo C') e situada entre os dois ramos.

Definamos uma fung¢ao f, no plano, por

f(Q) =1QF[-QF|

E claro que f = — d sobre o ramo esquerdo e f = + d sobre o

ramo direito.

Mostremos que f < —d na regiao contendo Fj. Se X pertence
a tal regiao, entao X Fy intersecta o ramo contendo Fj em um

ponto X’ (vide Figura 20, acima). Temos entao as identidades
(2) F(X) = |XF|-|XF3
= [ XF[- (XX + X' F3])

= ([ X = [XX']) - | X" F.
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Mas, pela desigualdade triangular temos |Fy X| < |F1 X'| +|X'X],
e portanto |FyX| - |XX'| < |F;X'|. Substituindo esta uiltima

inequagao em (2) obtemos
f(X) < | X' - |X'F| = -d.
Analogamente, f > + d na regiao que contém o foco F,. Pois

dado X nessa regiao, o segmento X F intersecta o ramo que

contém F, em um ponto que denotaremos por X”. Entao segue
F(X) =|XF| - |XFy

= |XX"| + | X"F)| - |XF).

Pela desigualdade triangular temos | X Fy| — | X X"| < | X" Fy|, e
portanto | X X"| - |X Fy| > | X" F3|. Logo, substituindo,

F(X) = XA - | X

> |X”F1| - |X”F2|

=d.

A demonstragao se conclui aqui pois f sobre a reta T', por (1),

é tal que temos
|f(X)|<d, para todo X €T.

Logo, a reta T' nao tem pontos nas regioes delimitadas pelos
ramos e portanto nao cruza a hipérbole. Consequentemente, T’

nao ¢ paralela as assintotas e é inevitavelmente a reta tangente#
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Adendo. Provemos que dado X na regiao entre os ramos temos
—d< f(X)<+d.

Para um tal X, seja X; a interseccao do segmento X F} com o ramo a

esquerda na figura. Entao segue
F(X) = |XF[-|XF)|
= |XX1| + |X1F1| — |XF2|
= |XX1| + |X1F1| - |X1F2| + |X1F2| — |XF2|,
e também | X, Fi| - |X1F,| = =d e ainda, pela desigualdade triangular,
|XX1| + |X1F2| - |XF2| > 0.

Logo, obtemos

f(X)>—d.

Consideremos agora X5 o ponto intersecgao do segmento X F» com

o ramo a direita. Entao temos
| X Fy| = [ X Fof = [XFi| - [ X Xo| - [ Xo By

= |XF1| - |XX2| - |X2F1| + |X2F1| - |X2F2|,

e, ainda, |XoF)| - |X2Fs| =+ d e, ainda mais, pela desigualdade trian-
gular segue
|XF1| - |XX2| - |X2F1| < 0.

Logo, obtemos
f(X)<+d»
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Observacao 1. Se a hipérbole for rotacionada em torno de seu eixo
principal e os lados convexos de cada parte forem prateados, tornando-
se refletores, entao o raio de luz que se aproxima de um lado convexo
por uma trajetéria pelo foco (Figura 1.21) é refletido em dire¢ao ao

outro foco.

Figura 1.21: Hipérbole - Propriedade de Reflexao

Observacao 2. Em telescépios refletores tipo Cassegrain, os focos
do espelho hiperbdlico estao um no foco e o outro no vértice de um
espelho parabdlico, onde uma ocular ou camera localiza-se.Raios pa-
ralelos débeis de luz estelar sao refletidos pelo parabdlico em direcao
ao seu foco, depois sao interceptados pelo hiperbédlico e refletidos de

volta, em direcao a ocular ou camera.

raio de luz \

foco do espellio outro foco
parabdlico e foc do esg
hiperbdlico hiper 011(30
9.
6lico

Figura 1.22: Projeto do telescopio de Cassegrain
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Observacao 3. H4a duas espécies de cometas. Alguns, membros
permanentes do sistema solar, como o cometa Halley, viajam ao redor
do Sol em érbitas elipticas com o Sol num dos focos. Outros tém
orbitas hiperbdlicas com o Sol num foco, entram no sistema solar com
velocidades altas vindos do espaco exterior, volteiam o Sol, e retornam
ao espaco. O fator crucial é a energia total E do cometa, que é a
soma da energia cinética com a energia potencial (devida a atracao
gravitacional do Sol). Verifica-se que a drbita é uma elipse, se F <0,
e uma hipérbole se £ > 0. O caso E = 0 corresponde a uma orbita

parabdlica, que é considerada improvavel.

Navegacao. No Sistema Loran (Long Range Navigation), duas estagoes
de rddio, em A e B, emitem sinais simultaneamente a um navio ou
aviao, em P, e o computador de bordo estima a diferenca de tempo na
recepcao transformando-a em diferenga de distancias: |PA| - |PB| =
cAt, ¢ a velocidade da luz. Assim o/a navegador determina uma
equacao de hipérbole e em qual ramo ele estd. Sabendo as coorde-
nadas de uma delas ele determina sua posi¢ao. Uma outra possibili-
dade é receber sinais de trés fontes e determinar a interseccao de trés

hipérboles.

estacoes transmissora;

Figura 1.23: Sistema Loran de Navegagao - Hipérboles
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Desenhando Uma Hipérbole. Sejam F) e F, dois pontos em uma
folha de papel, sobre uma prancha de desenho, cuja distancia reciproca
é 2c¢. Tome um pedaco de fio e amarre nele um né K de modo que a
diferenga entre o comprimento das duas partes em que K divide o fio
seja 2a, onde

O<ac<e.

Amarre as extremidades do fio em duas tachinhas colocadas em Fj e

F5 e enrole o fio ao redor da ponta de um lapis.

A

N

Figura 1.24: Desenhando uma Hipérbole

Mantendo o fio tenso e puxando o né K cuidadosamente, o lapis

em P desenha um ramo de hipérbole (verifique).
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1.5 Coordenadas Polares de uma Conica

As coordenadas polares sao excelentes para descrevemos coOnicas
no plano, pois a equagao é simples e tem a mesma forma para elas,
exceto a circunferéncia.

Consideremos uma conica com excentricidade e, com e > 0, reta

diretriz x = —p, com p > 0, e foco na origem (Figura 1.25).

1 J A I P
| r :

Q' N9
| F R
x=-p

Figura 1.25: coordenadas polares de uma conica

Equacao Polar de uma Conica que nao a Circunferéncia
Com a notacgao apresentada na figura, a equacao foco-diretriz-excentricidade
de uma conica, que nao a circunferéncia, é

@ze, onde 0 <e< 1.

|PD|
A curva é uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole conforme temos
O<e<l,e=1oue>1l.

Utilizando coordenadas polares vemos que |PF|=7r e

|PD|=|QR|=|QF|+|FR|=p+rcosb.
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Donde segue a equagao
r=|PF|=¢e|lPD|=e(p+rcosf).
Resolvendo tal equacao para r concluimos que

ep
1 r=———
(1) 1-ecosd
é a equacao polar da conica, sendo ela uma
parabola se e = 1, elipse se e < 1 e uma hipérbole se e > 1.
Caso a reta diretriz esteja a direita da origem, temos x = p, com

p >0 (vide Figura 1.26), e entdo as identidades
|PD|=p-rcos , |PF|=e|lPD|

r=e(p-rcosb).

Figura 1.26: Diretriz a direita

Assim, resolvendo em r obtemos

ep
r=—
1+ecosf
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Equagao Polar de uma Elipse. No caso de uma elipse (e < 1) é
também 1til (em astronomia, por exemplo) expressarmos a posigao,

r, em termos da excentricidade e do semi-eixo maior a.

Por (1) temos que

ep=1—ercost

e entao,

r=e(p+rcosh).
Passando as coordenadas cartesianas obtemos

22 +y? =e(p+a)?=e(p® + 2px + 2?).

Donde segue
(1-e?)az? - 2e*pr + 9y = *p*.

Agora, dividindo por 1 -¢e? (pois a curva nao é uma pardbola) e com-

pletando quadrados temos

2
(x_ pe? ) ) edp? . y2 _ e2p?
1-¢? (1-€2)2 1-¢e2 1-¢2
e assim, denotando
xo = pe’
0 1—62’

chegamos a

2 e2p? o2 e2p?
(z - $0)2 Y- (1 + ] ) =

+ < =
1-e2 1-¢2 -e2) (1-e2)%’
a qual escrevemos em sua forma padrao,

P
(1-¢€*)

(= 1)? + (¥ =20)?

=1, com a-=
a? b? ’

Substituindo ep = a(1 —€2?) em (1) concluimos que (observemos que,

abaixo, no caso e = 0 temos uma cicunferéncia ).

_ 2
1-ecosf

(2)
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1.6 Construcoes Geométricas - m no An-
tigo Egito - A Duplicacao do Cubo

Apresentagao. Na introdugao mencionamos que ja no século VI a.C.
os gregos haviam acordado que a resolucao de um problema geométrico
so ¢é valida se obtida através de, e apenas, régua nao graduada e com-
passo. A idéia subjacente sendo a busca da solucao exata.

Por exemplo, véarios povos da antiguidade obtiveram aproximacgoes

muito boas para 7, via geometria. Os egipcios talvez pensassem que
8 2
7 fosse 4 (5) ,

que ¢ aproximadamente 3,1604936. Mas, podemos indagar se eles
sabiam ser nao exato tal valor. Por enquanto, nao ha resposta.

Um alerta é necessario. Ao citarmos o Antigo Egito podemos estar
retomando uma época anterior em muito mais que meio milénio em
relacao a Grécia ainda mitica, por exemplo, quando da Guerra de
Tréia (c. 1200 a.C.), tema de Iliada, e mais que um milénio anterior a
Idade Aurea, século V a.C. O famoso papiro Ahmes (com 5m), 0 nome
devido ao escriba, com tais e outros célculos , comprado em 1858 a
beira do Nilo, data de 1650 a.C. quando ja houvera um Egito ainda
mais antigo, com realizacoes de engenharia admiraveis, sendo que a
época de sua escrita a piramide de Quedps (c. 2.600 a.C.) ja tinha mil
anos.

A concepcao grega de solugao geométrica era um avango, senao
pratico, tendo em vista a engenharia egipcia, ao menos teérico. Era
ainda um novo paradigma, que culmina na analise dos “Construtiveis”,
via Teoria de Galois (E. Galois, 1811-1832), com a qual se prova que
os trés problemas cléssicos da antiguidade grega: duplicacao do cubo,
quadratura do circulo e triseccao do angulo sao inexequiveis, com
régua e compasso. Mais ainda, nao ha férmula, por radicais, para

as solugoes das equagoes polinomiais de grau maior ou igual a cinco.
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[lustremos com um caso trivial. Suponhamos que dado um qua-
drado () desejamos construir um quadrado cuja area seja o dobro da
area de (). Por “dado um quadrado” deve-se entender que ele se en-
contra no plano euclideano, sem coordenadas, sendo o desenho apenas
uma representacao. Tracamos entao a diagonal de @), levantamos as
perpendiculares pelos extremos da diagonal, marcamos a altura e ris-
camos a quarta aresta do quadrado (). Pelo Teorema de Pitagoras a

area de 1 é o dobro da &rea de @) (vide figura abaixo).

Figura 1.27: Duplicacao do Quadrado
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Como outros exemplos simples temos que utilizando cordas em
uma circunferéncia podemos, convencionando a unidade, efetuar o

“produto de duas quantidades” a e b (vide Figura 1.28).

Figura 1.28: O Produto por régua e compasso

Também podemos extrair a raiz quadrada de ¢ (vide figura abaixo).

|
| l h = |BD|

B
P B h? = |[AB|.|BC|
S AN h2=1a=a
/// \\:\\\ \\ —

A L’,i,h,,,,,‘M:f::,\\ C h=va

== a
1B

Figura 1.29: Extracao de raiz quadrada

Observacao. E possivel resolver geometricamente equagoes de se-

gundo grau, com condic¢oes Obvias.

Vejamos agora com os egipcios calculavam 7.
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Calculo de 7 - Papiro Ahmes - 1650 a.C.

Neste papiro ja surgira a comparacao entre areas de circulos e
quadrados, o que mostra que é natural e muito antiga a questao da
quadratura do circulo. Vejamos o que foi considerado um dos maiores
sucessos matematicos dos egipcios.

Ha diversos problemas no papiro Ahmes e o de niimero 48 é um
célebre. Neste, assume-se que a area de um circulo com um diametro
de nove unidades ¢ igual a de um quadrado com lado oito unidades. O
calculo principia formando-se um octégono a partir de um quadrado
de lado nove unidades dividindo os lados em trés partes, cada uma

medindo trés unidades.

Em cada canto do quadrado temos um triangulo retangulo isésceles
com o cateto medindo trés unidades. Retirando estes quatro triangulos

temos o octogono. Vide figura abaixo.

A B C D
L E
K
Fy
F.
J | H 2

Figura 1.30: Um Célculo Egipcio para m - Papiro Ahmes

Procurando tracar uma circunferéncia inscrita ao quadrado per-
cebemos que a area do circulo inscrito é bem proxima da area do
octogono, dando a impressao que em uma relacao de “perde-ganha”
as areas praticamente se equivalem. Ainda, é visivel que a area do

octogono é menor e tal fato nao deve ter lhes passado desapercebido.
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Cada triangulo isosceles retirado tem area
3x3 9
2 2

Como sao retirados quatro triangulos, a drea retirada é de dezoito

unidades de area. Consequentemente, a darea do octéogono é
81 -18 =63.

Olhando atentamente para a figura é bem razoavel supormos que a

area do circulo seja
(63 + 1) unidades de érea.

Assim, a regra egipcia para calcular a drea de um campo circular
com diametro de nove unidades era considera-la igual a de um qua-
drado com lado de oito unidades. Terfamos entao, em notagao atual,

92
s (5) =8 = 7=4(8/9)2

No século V a.C. Anaxagoras, um simbolo das especulagoes fi-
loséficas do periodo, quando preso em Atenas por impiedade, ao asse-
gurar que o Sol nao era uma divindade mas uma pedra incandescente,
grande como o Peloponeso, aproveitou para, segundo Plutarco, deter-
minar a quadratura do circulo.

[Curiosidade. No Brasil, durante a ditadura militar, foi publicado
em alguns jornais que o general e entao presidente Joao Batista Fi-

gueiredo lograra tal proeza.|

Retornemos a duplicagao do cubo ou problema deliano.

Notemos que os gregos tinham a sua disposi¢cao como ferramentas
para resolver problemas geométricos somente retas e circunferéncias.
Mesmo assim, Hipécrates de Chios conseguiu a primeira quadratura da
historia de uma figura curva, chamada luna, e talvez tenha proferido
que sendo possivel a construcao de uma certa curva satisfazendo de-
terminadas relagoes de propor¢ao (vide introdugao) entéao o problema

da duplicagao do cubo teria solucao.
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Naturalmente, construgoes baseadas em circulos e retas no espago,
tais como cilindros e esferas, ja era comum. Surpreendentemente,
porém, nao perceberam que uma secao obliqua do cilindro é uma
elipse. A principio pouco se sabia sobre o cone e nao se sabia que as
secoes transversais de um cone produziam curvas novas e importan-
tes. Este, por si s6, foi um dos grandes méritos de Meneacmos, sendo
entao considerado o descobridor das pardbolas, elipses e hipérboles. O
principal mérito de Meneacmos foi aplicar tal descoberta na resolucao

do problema deliano, provando a utilidade da parabola.

E importante destacar que Meneacmos se manteve dentro da regra
estabelecida de usar apenas retas e circunferéncias. As interseccoes
de planos com o cone eram vistas como construtiveis, nao com régua
e compasso, mas ainda de forma elementar, pois utilizavam apenas:

planos, pontos, retas e circunferéncias.

Duplicacao do Cubo

Passemos a nos ocupar com a demonstragao do célebre teorema de
Meneacmos. Antes, porém, introduzamos algumas notacoes e termi-

nologia.

Seja ABC' o cone circular reto, simples (uma sé folha), e com
angulo « BAC, em A, reto (vide Figura 1.31, a seguir e que acompanha
a demonstracao do Teorema de Meneacmos). Isto é, o angulo do
vértice, segundo a notagao e a terminologia nestas notas, igual a 45°,
As retas passando pelo vértice A e por um ponto da circunferéncia,

na base, sao chamadas de geratrizes.
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Teorema 1.4 (Meneacmos) Seja m um plano perpendicular a uma

geratriz ao cone ABC'. Entdo a intersec¢ao, pode ser escrita na forma

y? = la,

com | uma constante que depende da distancia do plano ao vértice A.

Prova.

Sendo AC' a geratriz do enunciado e D a intersec¢ao de m com
a geratriz, seja EDG a curva intersecgao entre 7 e o cone (vide

figura abaixo). Consideremos P € EDG e m; um plano perpendi-

A

Figura 1.31: A Resolucao de Meneacmos

cular ao eixo do cone (horizontal) contendo P. Seja entao PV R
o circulo dado pela interseccao de m; com o cone. Sendo a inter-
secgao entre os planos m e m; uma reta é facil ver que existe um

outro ponto (), interseccao da curva EDG com o circulo.
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Das simetrias envolvidas decorre P(@) é perpendicular a RV em
O. Para mostrarmos tal fato, observemos que o plano m que
contém o eixo do cone e o ponto D, o qual corresponde ao que
chamaremos de vértice, é perpendicular ao plano contendo o
circulo, contém o eixo de simetria da curva EDG e contém o
diametro, denotado por RV, do circulo PV R.

Pela propriedade de cordas, acima enunciada, temos que

(1) 0QIOP|=|OR||OV],
e entdo, como |OP|=|0Q), segue que OP é a média geométrica
dos segmentos OR e OV'.

Da semelhanca dos triangulos AR'DA (R'D paralelo a RV) e
AABC resulta

(2) |R'D| |BC]|
|AR/| ~ |AB|
Da semelhanga dos triangulos AOV D e A BC A segue que

3 1oVl _1Bc]
\DO| ~ |AB|

Sejam y = |OP| e x = |OD| as coordenadas de P no plano .

Temos entao, por (1),

y* =|OR| |OV].

Assim, notando que |OR| = |R'D| e utilizando (2) e (3) obtemos,

BC| |BC|
2 _ "D =|AR' | D
J* = R'D| OV = AR (34 1DO] 1
e agora, como |[AR'| =|AD| e x = |OD]|, concluimos que
BC|?
4 2= |AD | .
(@) = 1AD| g @

Sendo o triangulo retangulo A BAC' isoceles temos ainda a iden-

tidade |BC|? = 2|AB|?, e substituindo em (4) chegamos a equagao
(5) y*=2|AD|z.

Finalmente, definindo [ = 2|AD|, encerramos a demonstragao #
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Comentéarios. A constante [ passaria a ser denominada “latus rec-
tum” da curva e é o dobro da distancia do ponto D ao vértice do
cone. Provavelmente Meneacmos chegou a este teorema sem fazer uso
de coordenadas pois sabe-se que na antiguidade grega nao era conhe-
cido que uma relagao entre duas variaveis determinava uma curva.
Com um tal resultado, tornava-se entao possivel construir-se parabolas

com “latus rectum” arbitrario e entao, podemos movimenta-la no
plano, também arbitrario, conforme nossa conveniéncia. Variando o

latus rectum obtemos parabolas ou mais ou menos fechadas.

A Duplicagao do Cubo. Suponhamos que queremos duplicar um
cubo de aresta a. Determinamos entao sobre um cone retangulo duas
parabolas: uma com latus rectum a e a outra com latus rectum 2a.
Posicionemos as em um mesmo plano, com vértices coincidindo no
mesmo ponto, a origem do sistema de coordenadas, com o eixo y
sendo o eixo de simetria da primeira parabola e o eixo x o de simetria

da segunda parabola, como na Figura 1.32.

2 _

¢ =ay

y? = 2ax

Figura 1.32: Meneacmos e a aresta do cubo duplicado

Entao o ponto P = (z,y) de intersecgao das pardbolas satisfaz as
relagoes de proporc¢ao
a x Yy

r oy 2a
Isto é, 22 = ay e y? = 2az. Donde se infere x* = a?y? = 2a3x e se conclui

r=av?2 |y=aVvi

Portanto, a abscissa x é a aresta do cubo procurado #
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Comentario Final (Meneacmos, Dinostrato, Hipias, Quadra-
tura do Circulo e Trisecgao do Angulo). Se um irmao “resolveu” o
classico problema da Duplica¢ao do Cubo, Dinostrato, irmao de Mene-
acmos, “resolveu” o classico problema da Quadratura do Circulo, uti-
lizando a curva chamada trissectriz de Hipias, o nome desta curva
derivando do fato que Hipias a utilizou para “resolver” o também

classico problema da Triseccao do Angu]o.

Tal curva entrou para a histéria da Matematica com o nome qua-

dratriz, apds o feito de Dinostrato.

Era bem claro aos gregos que as solucoes de Hipias e Dinostrato
violavam as regras, as quais nao permitiam assumir curvas que nao cir-
cunferéncias e retas e, acresce que a trissectriz é mais uma construgao
mental. Tais solugoes eram até mesmo consideradas, nao elogiosa-
mente, sofisticas, ainda mais por ser Hipias um eminente sofista. [O
personagem Hipias aparece no filme Socrates, de Roberto Rosselini,
como ja citado na introducao a este texto.] Hoje em dia ( e mesmo
na antiguidade) a palavra ”sofista” é revestida de uma conotacao pe-

jorativa.

Meneacmos, diferentemente de Dinostrato e Hipias, utilizou retas e
circunferéncias e nao “imaginou” uma curva como Hipias. Em grande

parte deve-se a tal fato a importancia de sua solugao.

60



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

1.7 A Propriedade de Reflexao Caracte-

riza as Parabolas

Consideremos um espelho curvo, no espaco, que reflita a luz a
partir de uma fonte na origem paralelamente ao eixo x. A projegao do
espelho no plano é uma curva APB (vide Figura 1.33) que mantém
tal propriedade. O espelho seria a rotagao desta curva em torno do

eixo .

Figura 1.33: Secao do espelho

Sejam T a reta tangente a curva no ponto P = (z,y), com in-
clinacdo ¢, O = (0,0) a origem do sistema e 6 o angulo entre o seg-
mento OP e o eixo .

Sendo « o angulo de incidéncia e 3 o angulo de reflexao, temos o

que segue.

1. «a=p, pela Lei de Reflexao.

N

¢ = [3, por hipdtese.
3. y'(z) =y =tg¢ pelo significado de derivada.

4. O=¢+a e tgh=~2 por geometria elementar.

Logo, encontramos 6 =23, tg5 =19y e

y ) o 2tgB 2y
2= 18(0) = 18(26) = Tz = T (e
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Resolvendo esta equacao do segundo grau em y’ e utilizando notagao
infinitesimal obtemos
dy , —x£r\/2?+y?

VT

ou

1) adz +ydy = +\/ 22 + y2dzx.
( ydy y

Sabemos que dada qualquer fungao diferenciavel seu diferencial é

_9f
df = axd:z:+ dy

Portanto, d(x? + y?) = 2xdx + 2ydy e assim podemos reescrever (1)
coOmo i+ 4?)
2+
i%/Tyy? =dx.
Porém, substituindo z = 22 +y? no primeiro membro da equacao acima

temos
dz

1—2\/5

Agora, integrando os dois membros da equagao acima obtemos

=dz, com z = 2% + .

+/z=x+c, onde ceR e z = 2% + 92
Finalmente,
y? = 2cx +c*, onde ceR.

Esta ultima é a equacao de todas as pardabolas com foco na origem e
eixo x pois a distancia de P ao foco é \/x2? + y? e a distancia de P a

reta diretriz é |z + c|, onde ¢ € R. Logo,

r? +y? = (v +c)

Como ja vimos que a parabola tém a propriedade focal, a caracte-

rizagao esta completas
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1.8 Propriedade de Reflexao - Prova Ele-

mentar

Teorema 1.5 Considerando a pardbola x? = 4py e P = (x0,y0) um
seu ponto definimos, geometricamente, a tangente em P, como a unica
reta T', por P e nao vertical, intersectando a pardbola unicamente em
P. Vimos que F = (0,p) € o foco de tal pardbola. Seja B o dangulo
entre T e FP e a o angulo entre T e a reta vertical por P. Provemos
que B = a, o que implica que se um raio de luz é emitido do foco
a pardbola reflete-o paralelamente ao seu eizo. Notemos que (vide

figura) o € também o angulo entre a reta normal N e o eizo x.

C T
:Oz
R I
S0 == P = (z0,70)
G
YN h a N
O |
o, |
Q

Figura 1.34: Propriedade de Reflexao-Parabolas
Prova.

Sejam () e R os respectivos pontos em que as retas tangente
e normal a parabola, em P, interceptam o eixo da parabola.
Sejam S o pé da perpendicular em P a esse eixo e # o angulo de

inclinagao de T relativamente ao eixo x. Temos (v. Fig. 1.34)

a+9=geS=(O,yo).
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Afirmacao 1. Se P = (xg,¥p), o coeficiente angular de T é

X
mr = tg(0) = 2—;.

Verificagdo. Seja T' a reta procurada e m o coeficiente angular a

determinar. Entao temos que

Substituindo a segunda equacao na primeira obtemos

2 102 (- )
—_ — = x —
4p 4p 0)

e agrupando encontramos a equagao
2 — dpma + (dpmxg — 10%) = 0,
a qual tem discriminante
A = 16p*m? - 4(4dpmao — 10?)
= 16p*m? — 16pmag + 42>
= (4pm - 210)>.

Consequentemente, como A > 0, o sistema acima tem solugao
para qualquer valor de m, sendo que a solucao é unica se, e

somente se, A =0 ou ainda 4pm —2xq = 0. Isto é,
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Afirmacgao 2. Se M ¢é o ponto médio do segmento Q)R entao
M =F.

Verificacdo. Obviamente temos, pela Afirmacao 1 e pela Figura
34, as identidades

_ 1 _ 2
thé mr = zo?
|SP|=ZL’0,

9
RS
tg = 5,
SP
tga:H.

Consequentemente, segue |RS|=2p e

SP
501= 271
g

1'02

)
_4p-yo

2p
= 2yo.

Logo, como S = (0,9), seguem as férmulas

R=(0,y0+2p) e @=(0,-yo).

Assim, encontramos
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Conclusao. Utilizemos que todo triangulo retangulo é ins-

crito a circunferéncia centrada no ponto médio da hipotenusa

e diametro igual a hipotenusa (Figura abaixo).

O
A ~ \ /|C
| ~ o \ /]
' N \ /0
\ S \ [
\ ~ N /
~ \ /
\ ~ o J/\//
\ ~ 7/,
N \\/
~ X
R

Figura 1.35: Triangulo retangulo inscrito

Consequentemente, como ARP() é um triangulo retangulo em

P, concluimos as identidades

|FP|=|FR| = |FQ|

e portanto, o triangulo AQFP tem os lados F'P e F(@) com

mesmo comprimento e é entao isosceles, donde se conclui que os

angulos FQP e FPQ tém mesma medida. Logo,
B =a.

Isto completa a prova do Teorema 1.5 #

Consequéncia. Se W é o pé da perpendicular por P a reta diretriz,

entao os angulos F'PQ e QPW sao iguais e consequentemente a reta

tangente 1" é a bissetriz do angulo FPW.
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1.9 Propriedade de Reflexao das Elipses

- Prova Analitica

Observacao. E possivel uma prova elementar, andloga a obtida para

parabolas, porém trabalhosa (e muito bonita).

Teorema 1.6 Seja P um ponto sobre uma elipse com focos F' e F' e
seja T a reta tangente em P Se T forma angulos o e 5 com o0s raios

focais PF e PF', respectivamente, entao o = [3.
Prova.

Consideremos o sistema de coordenadas cartesiano (usual), vide
figura abaixo, e a equacao da elipse escrita em sua forma padrao

2y
- + -
a? b2

2
=1, coma>0eb>0.

Denotemos os focos por F’ = (-¢,0) e F' = (¢,0), onde, como ja

vimos, a? = b? + 2.

Figura 1.36: Propriedade de Reflexao - Elipses

Sejam P = (z9,%0), um ponto da elipse e T a reta tangente
a elipse no ponto P. Sejam 7 a reta que contém o raio focal
PF e s areta que contém o raio focal PF’. Sejam 0r, 0, e 0, os
respectivos angulos entre as retas T, e s e 0 eixo x (horizontal).

Seja @ a intersecao entre a reta T e o eixo x.
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Observando o triangulo APF(Q), temos 67 = a + 6,. Segue a
equacao
(1) o= GT - 9,«.

Analogamente, observando o triangulo A PF'(), temos a identi-

dade 01 =6, + (m - 8) e portanto a equagao
(2) B=m+(0s-07).
Para nossos propositos podemos supor y > 0 e assim temos
Y= g\/m ,com |z| < a.

Donde, no ponto P encontramos

5. W
© T
€ a equagao
(3)  tg(br) =y (xo)
_ b!L’Q
_ bzl’o
) a’yo

Pelos triangulos retangulos APP’'F'e APP'F', sendo P’ = (x¢,0),

temos

tg(0r) = -2

a?yo

1 tg(6,)=-2o = w0

c—xo To—C

tg(0s) = ;2%
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Por tais férmulas, pelas equagdes (1), (2) e (3) e, ainda, pela

férmula para a tangente da soma, temos

tg(Oé) = tg(eT_er)
tg(0r) - tg(6r)
1 +tg(0r) tg(0;)

_bYPzo w0
a’yo = c—xo

b2zo _Yo
L+ a2y c—xo

—b%xo(c—x0) + Yoa?yo

a?yo(c — xo) + b2xoyo

e, expandindo e simplificando o numerador (da equagao padrao
temos b?z¢? + a?yo? = a?b?) e utilizando que b? = a? — ¢? para

simplificar o denominador, obtemos

ta(a) a?b? — b2cx
a)z= ——.
s a’cyy — c2royo

Procedendo de forma analoga obtemos

tg(5)

tglm+ (65 = 0r)]

= tg(es - QT)
tg(0s) — tg(0r)
1+tg(6;) tg(0r)

Yo b2zo
zo+c = a’yg

1 - o b2z
zo+c " ayo

a?yo? + b?xo(xo + ¢)

a?yo(wo + ¢) — b2xoyo

Assim, utilizando as mesmas simplificacoes feitas acima, encon-
tramos
a’b? + b2cx

tg(f) = ——— 0
&(8) 2xoyo + acy

Finalmente, para provar que tg(a) = tg(f), basta constatar a

igualdade
(a*b* - b*cxg) (Poyo + a*cyo) = (a?b* + bPexg) (acyo — Aroyo)
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1.10 Propriedade de Reflexao das Hipérboles

- Prova Analitica

Teorema 1.7 A tangente em um ponto P sobre uma hipérbole é a

. . . . . —_—> _—>
bissetriz do angulo formado pelos raios focais PF e PF'.

Prova.
Seja T' a reta tangente a hipérbole no ponto P. Sejam « e [ os

respectivos angulos formados por PF' e PF’ com T' (vide Figura 1.37).

y

Figura 1.37: Propriedade de Reflexao - Hipérboles

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas como indi-
cado na figura e a equacao da hipérbole em sua forma reduzida,
2 2
x Y
——-==1,coma>0eb>0.
a? b2

Denotemos os focos por

F' = (=¢,0) e F =(c,0), onde ¢ = a® + b%.
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Sejam P = (xg,%0) um ponto da hipérbole. Sejam T, r e s retas
tais que, T é tangente a hipérbole em P, a reta r contém o raio

focal PF e a reta s contém o raio focal PF".

Sejam O, 0, e 0, os angulos que as retas T, r e s formam com

o eixo x. Por fim, seja () a intersecao entre T' e o segmento Ox.

Observando o triangulo APQF’ concluimos que Or = 3 + 6;.
Logo,

(1) B=0r-0s.
Analogamente, para o triangulo APQF', concluimos a identi-

dade 6, = a + 07. Segue

(2) a = 9r —HT.

Pela simetria da hipérbole é suficiente analisarmos no primeiro

quadrante e assim temos
b\/ 2 _ 42
Yy=—Vxr°—a*, parazx 2 a.
a

Donde, no ponto P encontramos

€ a equagao

) ~ b Zo B 621'0
(3) tg(br) = yr(zo) = arl-a® atyy

Pelos triangulos retangulos APP'F e APP'F’ sendo P’ = (z9,0),

temos

-

tg(fr) =

a?yo

L te(fs) = 5%



Por tais férmulas, pelas equagdes (1), (2) e (3) e, ainda, pela

férmula para a tangente da soma, encontramos

tg(er - QT)
tg(0,) - tg(0r)
1+1tg(6,) tg(br)

Yo _ bz
ro—Cc  a?yg

1 yo b2z
(zo—c) a?yo

a2y02 - b2.f130(.§(30 - C)

a?yo(xo - ¢) + b2xoyo

tg(a)

Expandindo e simplificando o tltimo numerador acima (da equagao
reduzida temos b%x¢? — a?yp? = a?b?) e utilizando a identidade

c? = a? + b? para simplificar o tltimo denominador acima, segue

ta(a) a?b? — b2cx
a)z= ——.
s a’cyy — cAroyo

Procedendo de forma analoga obtemos

tg(8) = teg(0r—0;)
tg(r) - tg(0s)
1+1tg(0r) te(6s)

Vzo _ _yo_
a?yo To+C

1 b2zoyo
a?yo (zo+c)

b2xo(zo + ¢) — ayo?

a?yo(zo +¢) + b2xoyo

Assim, utilizando as mesmas simplificagoes feitas acima, encon-
tramos
a?b? + b2cx

t =—
&(8) 2oy + acy

Observando que as expressoes para tga e tg 3, neste caso, sao
iguais as encontradas no caso do Principio da Reflexao para Elip-

ses (Prova Analitica), segue a tese #
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1.11 Hipérbole X Circunferéncia

Consideremos a circunferéncia fundamental e a hipérbole funda-

mental, dadas respectivamente por
2?2 +y?=1 e 22 —y?=1.

Sabemos que podemos dar as coordenadas (polares) de um ponto
P = (z,y) da circunferéncia através das fungoes cosf e sené (ou siné,

em inglés), com 6 o angulo que o segmento O P forma com o eixo Ozx.

by y

sin 0
sinh

i

){:

Y

x=¢ps x =cosh i
y=3sin# y =sinh

Figura 1.38: Coordenadas polares X Coordenadas hiperbélicas
Analogamente, consideremos um ponto P = (z,y) no ramo direito
da hipérbole x? - y2 = 1. Donde segue x> 1 e y € (—oo, +00).

A fungao seno hiperbdlico, senh x (em inglés, sinh ), é uma bijecao

de R em R e entao existe um unico nimero real u tal que
senh(u) = y.

~ ~ . 1. 2 2
Entao, pela relacao fundamental hiperbolica cosh” u—senh“wu = 1, e sa-
bendo que a funcao cosseno hiperbdlico somente assume valores mai-

ores ou iguais a 1, concluimos que

cosh(u) = z.
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Sabemos também que area do setor circular compreendido en-
tre o eixo das abscissas e o segmento linear de extremidades (0,0)
e (cosz,senx) [tal setor é determinado pelo arco de circunferéncia

unindo os pontos (1,0) e (cosz,senz) e medindo z rad], é

X
5

Ay y) i xt =yt = 1)
/- {(x,y): x2+y2 =1} / \

(cosh x, sinh x)

\ (cosx, sinx)

arca —

Figura 1.39: Area do setor circular X drea do setor hiperbdlico

Analogamente, pode ser mostrado (utilizando célculo integral) que

as hipérboles satisfazem a propriedade descrita a seguir.

A drea do setor hiperbdlico (vide figura acima) compreendido entre
a curva hiperbdlica, o eixo das abscissas e o segmento linear de extre-
midades (0,0) e (coshz,senh x) [tal setor é determinado pelo arco de

hipérbole unindo os pontos (1,0) e (coshx,senh )], é
r
5
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Capitulo 2

Conicas no Espaco

2.1 Definicao de Apolénio e Secoes de
um Cone

Sejam C' uma circunferéncia, uma reta £ que contém o centro de C'
e é perpendicular ao plano por C' e V um ponto de £ mas nao no plano

por C (Figura 2.1). Nestas notas, cone designard uma superficie.

Figura 2.1: Cone Reto
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Definicao 2.1 (Apolonio) Consideremos P em C e a reta que passa
por P e V. Quando P percorre C, a reta PV gera um cone circular
reto com eizo (do cone) E e vértice V. As retas PV chamam-se gera-
trizes do cone, e o angulo o entre o eixo e qualquer geratriz chama-se
angulo do vértice. Orientando o eizo como indicado na figura chama-
mos a parte superior e inferior do cone, que intersectam-se no vértice,

de folhas do cone.

Definicao 2.2 Dado um cone e um plano a intersecao de ambos é
dita se¢ao conica. Se o plano nao contém o vértice a chamamos conica
e, contendo-o, secao conica degenerada. Se o plano € perpendicular
ao eiro temos uma circunferéncia (ndo estudada aqui), se paralelo a
uma geratriz, a conica chama-se pardbola e, caso contrdrio, elipse ou
hipérbole (uma curva com dois ramos), conforme o plano corte uma

s6 ou ambas as folhas. Vide Figura 2.2.

Figura 2.2: Parabola - Elipse - Hipérbole

Definicao 2.3 O angulo de inclina¢ao 3, 0 < 8 < %, de um plano
secante ao cone, em relacao ao eixo, € o formado entre o plano e o

referido eizo (circunferéncias exclusas se 3 # 5 ).
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Observacao 1. Para facilitar a exposicao manteremos nesta secao a
notacao acima e, ainda, o plano secante, a menos que explicitado, nao

contém o vértice V. Denotamos o plano secante por .

Observacao 2. Nas provas das propriedades focais, apesar de nomea-
las conforme as conicas antes das demonstragoes, utilizaremos apenas
o angulo de inclinagao para as construcoes geométricas necessarias e
provaremos que o nome dado a propriedade corresponde ao que se

espera.

Observacao 3. O plano secante ao cone, com inclinacao «, é paralelo
a uma geratriz.

Temos a seguinte interpretacao. Imaginemos uma fonte de luz em
V e um anel em C. A sombra do anel sobre um plano é uma conica

conforme a inclinacao deste.

Se o plano é perpendicular ao eixo (3 = %), a conica é uma

circunferéncia.

Se o plano é paralelo a uma geratriz (f = «), a conica é uma

parabola.

Se o plano é menos inclinado em relagao ao eixo (3 < «), a conica

¢ um ramo da hipérbole.

Se o plano é mais inclinado em relagao ao eixo (f > «), a conica

é uma elipse.

Provaremos a seguir que o nome dado é correto.

Transladando-se os planos secantes da figura acima até que passem
pelo vértice, obtemos, na ordem, as secoes degeneradas de, respecti-
vamente, parabolas, elipses, e hipérboles: uma reta, um ponto e duas
retas concorrentes. Na se¢ao 3 mostraremos que nao hé identificacao

entre estas e quadricas degeneradas.
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2.2 Propriedade Focal das Elipses, Hipérboles

e Parabolas

Elipses (8 > «).
Consideremos duas esferas inscritas no cone, tangentes a m em F'
e F’, e a C nas circunferéncias Cy e Cy. Notemos (Figura 2.2) que se

£ < a nao ha duas tais esferas.

Figura 2.3: Propriedade Focal Eliptica

Sendo P um ponto arbitrario da secao coOnica, mostremos que
|PF|+|PF'| é constante.

Sejam () e R dois pontos, em C e (s, respectivamente, pertencen-
tes a geratriz por P. Tangentes a esfera, por um mesmo ponto, tém

igual comprimento. Seguem |PQ|=|PF|e |PF’|=|PR|. Logo,
|PF|+|PF'| =|PQ|+|PR| = |QR|

Finalmente, |QR| é uma constante. A saber, |[QR| é a distancia de C4

a Cy ao longo de uma geratriz #
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Hipérboles (5 < a).

Entao, 7 intersecta as duas folhas do cone. Sejam Sy e Sy, esferas
inscritas em C' e tangenciando 7, uma em cada folha. Evidentemente,
se f > a nao ha duas tais esferas.

Sejam F) e I3 os pontos de tangéncia de S; com 7 e de Sy com 7,
respectivamente; S; e Sy determinam sobre C' dois circulos, C; e Cj,
respectivamente.

Seja P um ponto qualquer de C'n (isto é, na hipérbole) e sejam
Vi e V5 a interseccao da reta determinada pelo segmento V P com os
circulos C; e (s, respectivamente.

Os segmentos PV} e PA sao tangentes a S por P. Os segmentos

PV, e PB sao tangentes a S, por P. Logo,

|PVi| = |PA] e [PVo|=|PB].

Figura 2.4: Propriedade Focal Hiperbdlica

Assim temos
| |[PA|=|PB| | =||PVi|=|PV3| | = [V1Val.

Pondo |V} V5| = 2a temos a equagao da hipérbole. Claramente, |V} V3|
¢é a distancia entre as circunferéncias C; e Cs, tomada ao longo das

geratrizes #
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Parabolas (5 = «).
Este é um caso particular do Teorema de Dandelin, provado a

seguir (vide Figura 2.5 e Figura 2.6).

Figura 2.5: Propriedade Focal Parabdlica
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2.3 Caracterizacao Geométrica (Teorema
de Dandelin): Relagoes Foco-Diretriz-

Excentricidade

Suponhamos
T
0<fB<—.
p 2

Consideremos uma esfera inscrita em C', tangente a 7 em F' e ao cone
ao longo da circunferéncia C, d a reta intersecgao entre o plano por
Ci em e D o pé da perpendicular por P a reta d. Na figura 2.6
abaixo temos uma elipse mas o argumento se aplica as outras conicas
também.

Notemos que o triangulo A PQD é retangulo e = 2QPD.

Figura 2.6: Relacao Foco-Diretriz-Excentricidade
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Teorema 2.1 (Dandelin). A se¢do conica tem em F' seu foco e em

d sua diretriz. Isto €, para todo ponto P da secdo, a razao

|PF|
|PD|

¢ uma constante e >0 denominada excentricidade. A secao é uma
pardbola se e=1

elipse se O<ex<l1

hipérbole se e > 1.

Prova.

Sejam P um ponto da secao conica, () o ponto em que a paralela
por P ao eixo da conica intersecta o plano por C; e R o ponto

em que a geratriz por P intercepta C.
PR e PF sao tangentes a esfera a partir do mesmo ponto P e,
portanto temos
|PR|=|PF)|.
Do triangulo retangulo A PQR obtemos |PQ)| = |PR|cos .
Do triangulo retangulo A PQD obtemos |PQ)| = |PD|cosf.

Assim, chegamos a
|PR|cosa =|PQ|=|PD|cosf.

Donde segue
|PR| cosp3

|PD|  cosa’

Porém, como ja vimos que |PR| = |PF|, encontramos

|PF| cosp3 .
|PD|  cosa
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Observacao 1. Se 8 = «a, o plano é paralelo a uma geratriz, a conica
é uma parabola e a Figura 2.5 é adequada, revelando o unico foco e a
reta diretriz.

Observacao 2. A excentricidade

cos 3
e =
CoS (v
depende apenas do cone e do plano secante.

Notemos que, sendo a fungao cosseno decrescente,

0<f<a = cosff>cosa = e>1
B:a = 6=1

a<f<3 = cosff<cosa = e<l.

Observacao 3. O angulo 3y = a é critico pois a natureza das conicas
muda se a inclinacao do plano é maior ou menor que «. Tal fato é
visualmente constatado nas trés possibilidades exibidas na Figura 2.6
Na primeira (5 = «) o plano é paralelo a uma geratriz e a interse¢ao é
uma pardbola. Na segunda, o plano é mais inclinado (f > «) e temos
uma elipse. Por ultimo, na terceira ele é menos inclinado (5 < «) e a
interseccao ¢ uma hipérbole.
Consequentemente, escrevendo
|PF] _
1PD] ~

temos as situagoes (ja mencionadas no teorema de Dandelin)

e <1, para uma elipse
e =1, para uma parabola

e >1, para uma hipérbole

Esta unificacao geométrica nao inclui circunferéncias, pois as cons-
trugoes geométricas necessarias nao sao possiveis por ser o plano se-

cante, neste caso, perpendicular ao eixo do cone.
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Capitulo 3

Quadricas no Plano

3.1 Rotacao de Eixos e Classificacao -

“Identificacao” entre Quadricas e Conicas

Consideremos a equacao geral do segundo grau em x e y tal que A

ou B ou C' é nao nulo:
(3.1.1) Az’ +Bay+Cy*+Drx+Ey+F=0 .

Uma quédrica (ou grafico ou curva) é uma solugao da equacao (3.1.1).
Isto é, a quédrica é o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) € R? satis-
fazendo a equagao (3.1.1). As quatro conicas no plano sao, bviamente,

quadricas e estao assim algébricamente unificadas .

Teorema 3.1 Toda quddrica € uma circunferéncia, uma pardbola,
uma elipse, uma hipérbole, um ponto, o conjunto vazio, uma unica

reta ou um par de retas (concorrentes ou paralelas).

Idéia da prova. O termo misto Bxy é o n6 gérdio para a identi-
ficacao geométrica da solucao. Até aqui a visualizacao foi simples pois

as curvas foram apresentadas em forma padrao, com eixos de simetria
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paralelos aos tradicionais e, assim, sem termo misto. Como circun-
feréncias, elipses e hipérboles tém eixos perpendiculares e pardabolas
tém eixos e retas diretrizes ortogonais podemos esperar que com uma
rotacao adequada possamos obter uma equacao equivalente em forma
padrao . Como exemplo, elimine o termo misto em xy = 1.

Na demonstracao do Teorema (B.1]) além de determinarmos o angulo
de rotacao que desacopla as variaveis as caracteristicas abaixo emer-
girao.

1. A natureza das curvas sendo invariante por rotacoes, obteremos
uma relacao entre os coeficientes refletindo tal fato.

2. No espaco vimos que [y = a é o angulo em que a natureza
das conicas muda. Se 3, o angulo de inclinagao do plano secante em
relagao ao eixo do cone, é igual a [y temos entao uma parabola. No
plano, as caracteristicas das curvas mudam em e = 1, a excentricidade
da parabola. E razodvel entdo que a parabola, uma vez mais, mostre-
se singular.

Verifiquemos o Teorema (3.1) no caso trivial, em que nao existe
termo misto.

(Caso B = 0). Temos as quatro casos abaixo para os graficos de
(3.1.1) Ax*+Cy*+Dx+Ey+F =0, onde A#0ou C #0.

(1) Uma circunferéncia, se A =C (ou um ponto ou o vazio).

(2) Uma elipse, se A e C' tém mesmo sinal e A # C'(ou um ponto ou

0 vazio).

(3) Uma hipérbole, se A e C' tém sinais opostos (ou um par de retas

concorrentes).

(4) Uma parabola se A =0 ou C' = 0 (ou uma reta ou duas retas

paralelas ou o vazio).
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Prova do Teorema (3.1).

o Casos (1, 2 e 3). Temos A e C nado nulos. Reescrevemos a

equacao (3.1.1%) na forma
A(:):2+§x)+0(y2+gy)+F:0

e, completando quadrados,

D\? D2 E\? E2

Logo, definindo

D E AE?+(CD?-4ACF
To=—55 Yo=—57€¢7=

2A 2C 4AC

achamos
(3.1.1") A(x-0)*+C(y-1yo)* =7, onde AC #0.

Se A e C' tém mesmo sinal podemos supo-lo positivo. Logo, a
solucdo nao existe (v < 0), é um ponto (y = 0), é uma circun-
feréncia (y>0 e A= B) ou é uma elipse (y>0e A # B).

Se A e C tém sinais opostos, podemos supor A = a% ,a 0, e

C= —C% ,c# 0. Encontramos entao

(v -10)*> (y-10)? _

a? c?

Y

que é uma hipérbole se v # 0 (dividindo por « obtemos a equagao
reduzida) e, se v = 0, fatoramos (3.1.1”) e obtemos o par de retas
concorrentes,

!L"—ZEo_y—yo:O =% Y=Y _
a C ’ a C

0.

o Caso 4. E suficiente analisarmos C' =0 e A = 1. Entao temos a
equacao 22+ Dx+ Ey+ F =0 e, se E # 0, obtemos
-22-Dx-F
Yy= - E
é uma parabola. Se E =0, temos z2+Dx+F = 0e (z,y) é solugao
se z é raiz de 22 + Dz + F = 0, a qual tem (uma ou duas) ou nao

solucao, e obtemos o vazio ou uma ou duas retas verticais#
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Definicao 3.1 O ponto, o vazio, uma reta ou um par de retas sao

quddricas degeneradas.

A justificativa para uma tal definicao é de ordem pratica: objeti-
vamos estudar parabolas, elipses e hipérboles. Poderiamos definir a
circunferéncia também degenerada e, por vezes, a vemos como uma
elipse degenerada, com excentricidade zero como curva plana ou limite
de elipses quando o plano secante tende ao plano perpendicular ao eixo
do cone. Notemos que um par de retas paralelas é uma quadrica (de-
generada) porém nao é uma se¢ao conica (degenerada).

Com a notagao acima, obtemos a classificacao abaixo para uma

soluc@o de (3.1.1°) e ndo degenerada.

¢ Uma circunferéncia se e somente se A =C.
e Uma elipse se e somente se AC'>0e A#C.
e Uma hipérbole se e somente se AC' <0.

e Uma pardbola se e somente ocorre A =0 ou ocorre C' = 0.

Demonstracao do Teorema [3.1].
Podemos supor B # 0. Consideremos o plano cartesiano zy e

uma rotacao de eixos, no sentido anti-horario, por um angulo 6
(Figura 3.1).

y
v
P=(z,y) = (u,v)
BN
Se-- b u
9 o
O R Q X

Figura 3.1: Rotacao de Eixos
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Um ponto P do plano tém entao dois pares de coordenadas re-

tangulares (z,y) e (u,v). Observemos, a partir da figura, que

x =|OR|=10Q| - |RQ| =|0Q| - |ST|=ucosf —vsend
y=|PR|=|RS|+|SP|=|QT|+|SP|=wusenf +vcosb.

Estas equagoes sao denominadas equagoes da rotacao.

Em notacao matricial temos

| cosf —send U
Y senf cosf v |

Substituindo as equagoes de rotagao em (1) obtemos

0 A(ucosf -vsend)? + B(ucos® —vsen ) (usend + v cosf)

+ C(usenfvcosd)? + D(ucosf —vsend)

+ E(usen@+vcosf) + F.

Identificando os coeficientes nas variaveis u e v, obtemos
A+ Buw+CvV? +D'u+Ev+F' =0
sendo que

A’ = Acos?6 + Bsenfcosf + Csen?0

B’ =-2Asenfcosf + B(cos? 6 - sen? ) + 2C sen Ocost
C"=Asen?6 - Bsenfcosf + C cos?6

D" =Dcosf + Esenf

E’'=-Dsenf + Ecosf

F'=F.

Chamemos a estas equagoes de férmulas simples (pois utilizam

o arco simples 6) para a mudanga de coeficientes pela rotagao.
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Substituindo as férmulas para o duplo arco
sen2f =2senfcosf , cos26 =cos?f —sen?d

nas férmulas simples, obtemos as férmulas sintéticas

A= Acos? 6 + L sen26 + C'sen?
B'=(C - A)sen20 + Bcos26

1 C’=Asen?f - Zsen20 + C cos®0
D" =Dcosf + Esenf

E'=-Dsenf + Ecos@
Fr=F.

Pelas formulas sintéticas temos que
B’ =0 se e somente se Bcos20 = (A-C)sen26.
Escolhemos entao o angulo
0, com 0< @< g,

tal que (por hipétese temos B # 0)

tg20 = —— &
cotg B
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3.2 Caracterizagao Algébrica (Discrimi-
nante) - Translagoes - Composigao de

Rotacoes

Proposicao 3.1 Dada (3.1.1), as expressoes
A=B*-4AC e A+C
sao 1nvariantes por rota¢ao.

Prova.

E 6bvio que A + C é invariante por rotacio. Quanto a A, utili-

zemos as férmulas simples. Encontramos

B? = [2(C-A)senfcosf + (cos’§ —sen? ) B]?
= 4(C - A)*sen?0cos?0 +4B(C - A) sen f cos 0(cos® § — sen? )
+(cos? 0 —sen? 0)? B>
= 4A%sen?0cos? 0 + B*(cos? f — sen? §)? + 4C? sen” ) cos? f
~4ABsenf cosf(cos? § —sen? ) — 8AC sen? § cos® §
+4BC sen f cos §(cos? § — sen? )

A'C’ (Acos?0 + Bsenfcost + Csen?0)(Asen?d — Bsen 6 cosf + C cos® )
A%sen? 0 cos? 0 — B*sen? § cos? 0 + C*sen? 0 cos? 0
+AB(sen? — cos?0) sen 0 cos ) + AC (sen 6 + cos* 0)

+BC(cos?# —sen” ) sen 6 cos 6.

Computando B2-4A’C’(evidenciando os coeficientes de A%, B2,

C?, AB, etc.) obtemos
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B/2 _ 414'0'

0.A% + [(cos? 0 —sen?0)? + 4sen? § cos® ] B + 0.C*
+0.AB + (-8sen?f cos? 0 — 4sen* § — 4 cos* 0) AC +0.BC
= (cos? @ +2sen?0 cos? +sen’ §) B>

~4(sen @ + 2sen? § cos® § + cos* §) AC
= (cos?f +sen?0)>B? — 4(sen? ) + cos® §)* AC
= B*-4AC»+

Definicao 3.2 O numero
A=B%-4AC

¢ o invariante algébrico ou discriminante da equagdo (3.1.1).

Observagao. Dada uma quadrica como em (3.1.1), associamos a ela

a matriz

cujos determinante e traco,

BY A M) =(A+0),

det(M) = |M| = AC - = = -5

sao invariantes por rotacao. Podemos entao definir o polinémio carac-

teristico a quadrica por

p(\) = det(M - \I)
A-x B
L C-\

2
A

- =

47

=\ - (A+QC)

pois os coeficientes sao invariantes por rotacao.
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Fixando 6 tal que B’ = 0, simplifiquemos a seguir o calculo dos

demais coeficientes.

Proposicao 3.2 Com a notagao acima, os numeros A’ e C' sao as

raizes do polinomio caracteristico.

Prova.

Se \ é raiz do polinomio caracteristico entao temos

B?-4AC

N = (A+ C)N - =—

A%4A+CM—%=0

Logo, a soma das raizes é A+ C e o produto é —%.

J& vimos que A’+C" = A+ C qualquer que seja a rotacao e, para
este especifico angulo, B’ = 0. Portanto, sendo o discriminante
invariante por rotacdo, A = B> —4A'C"' = -4A'C’, e a equacao

ganha a forma
M- (A+O)N+AC'=0 .

Finalmente, pela regra da soma e produto, A’ e C” sao as raizes

da equacao#®

Observacao.

e Se as raizes sao distintas é necessario distingui-las. Notemos que

A'—C"=(A-C)cos20 + Bsen26 .

Logo,
A -C" B 1
T-C coS 9+A_Csen 0 = cos 20 + tg 20 sen 20 o520
e portanto
cos 20 = A-C
_A/_C/'

Tal identidade faz a distincao entre A’ e C".
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Teorema 3.2 A quddrica (3.1.1), se ndo degenerada e com discrimi-
nante A = B2 —4AC, ¢ uma

elipse ou circunferéncia, se A <0,
parabola se A =0,
hipérbole se A >0 .

Prova.

Por uma rotagao podemos assumir B =0. Logo, A = -4AC.
Se A <0, entdao AC' > 0 e temos uma elipse ou circunferéncia (ou
ponto ou ).

Se A =0 entdao A =0 ou C =0 (mas nao ambos). Temos uma

parabola, uma reta, duas retas paralelas ou &.

Se A >0, entao A e C' tém sinais opostos. Temos uma hipérbole

ou duas retas concorrentes #

Teorema 3.3 Uma solugdo de (3.1.1), que nao seja um ponto ou o

vazio, € uma circunferéncia se e somente se B=0e A=C.

Prova.

Suponhamos uma rotagao tal que B’ = 0 (se B = 0 tomemos
6 =0). Entao, pela verificagao feita no Teorema (B.1), a quidrica
é uma circunferéncia se e somente se A’ = C". Entretanto, como
A’ e " sao as raizes do polindmio caracteristico, isto ocorre se

e somente se o polindmio caracteristico

pO) =X - (A+ON -5,

tem raiz dupla, o que é equivalente ao discriminante de tal po-

linbmio ser nulo. Isto é,
(A+C)?*+A=(A+C)*+(B?*-4AC)=(A-C)*+B%=0
cuja unica solugao é A=Ce B=0#
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Definicao 3.3 A quaddrica é de

tipo eliptico se A <0,
tipo parabolico se A =0,
tipo hiperbolico se A > 0.

Observacao. Por tal classificagao, concluimos que

um ponto é de tipo eliptico,
duas retas concorrentes tém tipo hiperbdlico e,

uma reta ou duas retas paralelas tém tipo parabdlico.

Interpretamos tais quédricas (pontos - retas concorrentes - uma reta
ou duas retas paralelas) como degenerescéncias de elipses, hipérboles
e parabolas, respectivamente. Justifique geometricamente. Na secao

2 observamos que duas retas paralelas nao é uma uma se¢ao conica.

Identificacao. H&a uma ébvia correspondéncia entre quadricas nao
degeneradas, conicas no plano e conicas (segoes conicas nao degenera-
das). Alguns autores, abusando da linguagem, identificam quédricas
e cOnicas e outros nao. Neste texto tal identificagao nao é adotada.
Simplifiquemos a equagao (3.1.1), se possivel, eliminando os coefici-
entes dos termos de grau 1 com uma translagao. Isto é, determinemos

xr=u+hey=v+k, onde (h,k) € R2 tais que (3.1.1) tenha a forma
Au? + Buv + Cv? + F = 0.

Procedendo a substituicao das equagdes de translagao em (3.1.1) temos

A(u+h)?*+Blu+h)(v+k)+C(v+k)*+D(u+h)+ E(v+k)+F =0,

que reagrupando, e destacando os coeficientes nas variaveis u e v, é
escrita como

Au? + Buv + Cv? + (2Ah + Bk + D)u+ (Bh + 2Ck + E)v+ P(h,k) =0
{ P(h,k) = Ah? + Bhk + +Ck?> + Dh+ Ek + F |

e entao devemos determinar (h, k) tal que

2Ah+ Bk+D =0
Bh+2Ck+FE =0.

94



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Utilizando uma vez mais a matriz M associada a quadrica obtemos,

2A B h h -D
B 2C k k -F
sendo o determinante de 2M igual a 4AC — B? = -A.

Facamos entao a observacao abaixo.

Observagao. Eliminado o termo misto (B’ = 0) encontramos as si-

tuagoes abaixo.
(i) Se A #0 eliminamos também os termos de grau 1.

(ii) Se A =0, a solu¢do tem tipo parabdlico e pode ser impossivel

eliminar os termos de grau 1. Porém, temos
A =-4A'C’

e portanto ocorre A’ = 0 ou ocorre C’ = 0 (ndo ambos) e neste

caso reduzimos a equagao (3.1.1).

Notagao. Denotando por Ry a rotagao por um angulo # no sentido

anti-horario, escrevemos

Ro(u,v)

(z,y)

(wcosf —vsenf , usenf +vcosh) ,

ou, escrevendo na forma matricial,

| cosf) —senf U
Y senfl  cosf v ]’

para todo par (u,v) no plano cartesiano.
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Proposicao 3.3 A composicao das rotacoes Ry e R, € a rotagdo
Ro.y. Isto €,
R¢ o R@ = R¢+9.

Prova.

Por definicao, temos
Ro(u,v) = (ucosh —vsenf,usend +vcosh).

Assim, se (z,y) = Rg(Rg(u,v)), segue

x| [ cos¢ —sen¢ cos) —senf U
Y B sen¢ cos¢ senfl cosf v

( x ) ( cospcost —senpsenf —cos@sent —sen ¢ cosl )( u )

Y sen ¢ cosf +cospsenf —sen psenf + cospcosl v

e, utilizando as férmulas trigonométricas para cosseno e seno da
adicao de dois angulos,

cos(¢ + 0) = cos ¢ cos f — sen ¢ sen

sen(¢ + 0) = sen ¢ cos b + cos ¢ sen 0,

encontramos
z )\ | cos(p+0) -sen(s+0) uw .
(y)_(sen(¢+9) cos(¢ +0) )(U) Ryig(u,v) #

Observagao. O angulo 6 tal que a a rotacao Ry elimina o termo

misto satisfaz a equacao

1 tg 2

1+ cotg? 20

a qual permite trivialmente computar senf, Ry e tg#, que identifica o

angulo de rotacao .
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3.3 Refinamento - O Indicador de Dege-

nerescéncia

Refinemos o Teorema 3.1, para quadricas sem termo misto, via

equagao (3.1.1”7), onde mostramos que

A(r —20)*+ (y-v0)? =7, com 7=W, se AC'#0 |

Dada a quadrica (3.1.1"), definimos

| 6" = AE? + CD? - 4ACF. |

Teorema 3.4 Sendo (3.1.1') Ax2+Cy?+Dx+Ey+F =0 uma quddrica
temos as sequintes classificagoes para esta quddrica.

Supondo 0" =0 temos as duas possibilidades abaizo.

(i) Se AC' +0, a quddrica é um ponto ou duas retas concorrentes.

(i1) Se AC =0, a quddrica é o vazio ou uma reta ou duas retas

paralelas.
Supondo 0" + 0 temos as trés possibilidades abaizo.

(i1i) Se AC >0, a quddrica é o vazio (caso em que A e C' tem sinal
oposto ao de ¢') ou, caso contrdario, uma elipse (caso A+ C') ou

uma circunferéncia (caso A =C).
(iv) Se AC <0, a quddrica é uma hipérbole.
(v) Se AC =0, a quddrica é uma pardbola.
Prova.
(i) Pela equacao (3.1.17) temos A(x —20)%2+ C(y —y0)? = 0.
Se AC' > 0 a solucado é o ponto Py = (z9,%0)-

Se A>0e C <0, temos A(x —x9)? = -C(y - yo)?. Donde segue
VA (z -x0) = +V/-C (y - 1y0) e a solucdo é um par de retas

concorrentes em Fy. O caso A<0 e C >0 é andlogo.

97



(i)

(iii)

Se A =0, entao temos 0 = 0’ = C'D? e pela equagao (3.1.17) segue
C # 0. Logo,
D =0.

Assim, a quadrica é dada por
Cy?>+Ey+F =0.

Esta equacao, em R, é uma equagao do segundo grau em y tendo
por solucao ou @ ou um ponto ou dois pontos. Logo, em R2?,

temos ou @ ou uma reta ou duas retas paralelas.

Analogamente para o caso A#0e C =0.

e (iv). Sendo AC # 0, dividindo a equagao (3.1.1”) por =, en-

contramos a identidade

A C

—(x—20)*+—(y-10)*> =1, com AC #0.

Y Y

Se A e C' tém sinais contrarios, esta é a equacao reduzida de
uma hipérbole, o que prova (iv).

Se AC >0, entao A e C tém mesmo sinal e 0 mesmo ocorre com

d" e 7. Analisemos duas possibilidades (dois sub-casos).

Caso A e C' tenham sinal oposto a ¢’, o mesmo se da em relagao

a 7. Neste caso, a solugao é @.

Caso A e C' tenham mesmo sinal que ¢’, entao o mesmo se da
em relagao a y. Neste caso, os numeros A, C, ¢’ e v tém mesmo
sinal. Portanto temos
C
—>0e —>0.

v g

Sendo assim, a equagao é a forma padrao para uma elipse, se

A #(C, ou a de uma circunferéncia se A =C.
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(v) Suponhamos C' = 0. Entao, pela definicdo da equacao (3.1.17)
temos A # 0. Logo,
0#6 = AE?

e portanto F # 0. Assim, a quadrica é
Ar?> + Dx+ Ey+ F =0, com AE #0.

Dividindo por FE, se necessario, podemos assumir E =1 e obte-
mos a equacao
y=—(A2r?+Dx + F),

que ¢ a equacao de uma parabola.

A prova é andloga se A =0#

Adendo. A equacao ¢’ = 0 define as solugoes, que nao o conjunto
vazio, de (3.1.1") e nao degeneradas.

Dito de outra forma, a equagao ¢’ # 0 define, a menos do conjunto
vazio, as solugdes nao degeneradas. Ainda mais, se ¢’ # 0 a solucao
vazia ocorre apenas se A e C' tem mesmo sinal, sendo este sinal oposto

ao de ¢'.

Consideremos a quéddrica (3.1.1), com termo misto (isto é, B #0).

Sabemos, em tese, transforma-la em
(3.1.1) A2 +C'y*+D'z+ E'y+ F' =0,

sem o termo misto. Objetivando determinar o indicador de dege-
nerescéncia para a equagao (3.1.1) explicitemos quanto necessario a

equagao (3.1.17).
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Proposicao 3.4 Os coeficientes A’, C', D', e E' da equagdo (3.1.1°)

satisfazem

AI

Cl

DI2

El12

Af,, _A-cC . BB
2 B2+ (A-0)2) 2/B2+(A-C)2

_ é(n A-C )_ B|B|

2\ T Bra-0p) 2/BPi(A-Cp
_ D_2(1 A-C )+ DE|B]

2 B2+ (A-C)2 B2+ (A-C)2
i D_?(H A-C )_ DE|B

2 VB2+(A-C)? B2+ (A-C)?

Os sinais estao ordenados de forma padrao.

Prova.

+
| Q

SIS
I
—

H

|

|t

Por trigonometria elementar temos cossec?f = 1 + cotg? 6.

Sendo A C
cotg 20 = 5

segue que

A _ 2
cossec?20 =1 + ( C) )
Consequentemente temos
B2
B2+ (A-C)%
|B|
B2+ (A-C)?

sen? 26 =

sen 260 =

(A-C)?

2
2= .
S Y e

Sendo # tal que
0=B"=(C—-A)sen20+ Bcos26

obtemos

cos 20 = sen 26.
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Logo,
A-C

onde o sinal é positivo se B >0 e negativo caso contrario.

cos20 = +

Também temos

D”? = D?cos?0 +2DE senf cosf + E%sen? 0

E” =D?%sen?6 - 2DE senf cos6 + E? cos® .
Se B >0, da identidade
cos 260 = cos® 6 — sen? 0

segue
A-C

cos?6 —sen? 6 =

Assim encontramos

(30829=1 1+ A-¢
2 B2+ (A-C)?

e também

1 A-C
sen’f=—-|1- )
2 VB%2+ (A-C)2
Pelas formulas sintéticas, segue a proposi¢ao, no caso B > 0.

O caso B <0 é analogo #

Mantendo a notacao acima temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.5 Seja (3.1.1°) a quddrica sem termo misto obtida de
(3.1.1), onde B #0. Entao,

§' = AE*+CD*- BDE + AF.

Prova. Supondo B > 0, temos as férmulas

A A-C B2 C A-C
A= —|1+ + + —|1- ,
2 B2+ (A-C)? 2\/B?+ (A-C)? 2 B%2+(A-C)?

, A A-C B2 C A-C

C’" = —|1- - + =11+ ,

2 B2+ (A-C)? 2\/B*+(A-C)? 2 B%+(A-C)?
2 _ 2 _

D2 - D? s A-C . DEB +E_ 1 A-C ’
2 B2+ (A-C)? B2+ (A-C)? 2 B2+ (A-C)?

e - D? 1 A-C ~ DEB . E? A-C
2 B2+ (A-C)? B+ (A-C)? 2 B2+ (A-C)?

Obtemos entao,

2
A'E? = AD (1

(A-C)? ADEB 1 A-C
4 )_ 2) "

B2+ (A-C)’ B+ (A-0) B+ (A-C)
AFE? A-C
+ 1+ +
4 VBt (A-C)?
. B L AC ) DEB?
4\/B?+ (A-C)? Br+(A-C)2)] 20B*+(A-C)*)
B2E? A-C
+ 1+
4/ B2+ (A-C)? VB%2+ (A-C)?2
cpr(,___a-c \'___coeB  (,__ a-C
4 VB?+ (A-C)?2 2\/B?+ (A-C)? B2+ (A-C)?

CE? (A-0)?
4 (_BLMA—CP)

+

+
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AD? (A-C)?
M2 _ _
o A )

4
s ADEB - A-C
2\/B%*+ (A-C)? VB2 + (A-C)?

2
AE? A-C
+—11-
4 B2+ (A-C)?

) B2D? . A-cC
4/Br+ (A-0)2 B2+ (A-0)?
DEB?
2 B2+ (A-0)?)

_ B2E? _ A-C
4\/B?%+ (A-C)? B2+ (A-C)?
CD? a-c Y

+—— 1+

4 B2+ (A-C)?
CDEB A-C

+ 1+
2\/B?+ (A-C)? B2+ (A-C)?
CE* (. (A-0)?

4 B2+ (A-0C)?)°

+

Consequentemente obtemos,
AD? B? ADEB(A-C)

2 B2+ (A-C)2 B2+(A-C)?
JAE? AR (A-C) B2D?

A/EIZ + C/DIZ —

> T2 B+(A-0) > B2+ (A-_0)

DEB? BE?  A-C
"B+ (A0 " T2 B+(A-C)
LCD?  CD_(A-C)

2 2 B2+ (A-C)?
 CDEB(A-C)
B2+ (A-0)2
CE: B
2 B2+ (A-0C)?

+
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Simplificando chegamos a

AE? . CD?
2 2
N 1
2B+ (A-C)?)
Y AE?(A—-C)? - B’D*(A-C) —2DEB® + B2 E*(A - C)
+CD?*(A-C)*+2CDEB(A-C) + CE*B?]
1
- SETT O 2PEBA-O)C-A)
+ (AE? + CD?)(A-C)? + B2D*C - 2DEB®
AFE? . CD?
2 2

AIE12 + C/D/2

[(AD?*B? - 2ADEB(A - C)

+BzE2(A_C)+CE2B2]+
1
- —-2DEB(A - C)?
2B+ (A=) (4-C)
+(AE? + CD?)(A-C)? + B2D*C - 2DEB®
2 2
++BzE2(A_C)+CE2B2]+AE +CQD
_ 1 ~ e
(AE2+CD2)(A—C)2+B2(CD2+AE2)]
AE? CD?
+ +
2 2
= (BQ (il C) )[(A_C)2+B2](—2DEB+AE2+CD2)
AE?2  (CD?
+— +
2 2
= AE? + CD? - BDE.

Como ja vimos, para a quadrica (3.1.17), sem termo misto, temos

A'C":—% e I"'=F.

Donde concluimos que

8 =A'E?+C'D?-4A'C'F' = AE* + CD? - BDE + AF 4
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Definicao 3.4 O indicador de degenerescéncia de uma quddrica é

dado pela expressao
0=AE?+CD?-BDE + AF .

Notemos que ¢’ é igual a §, se B =0. Isto é, por ora, vale a igualdade

apenas quando da rotacao que elimina o termo misto.

Corolario 3.1 Dada uma quddrica como em (3.1.1), com A #0, po-

demos escrevé-la na forma

(3.1.1")  A'(z-20)*+C"(y —y0)* =, onde y = —%.

Prova.

Rotacionando escrevemo-la
(3.1.1") A2*+C'y*+D'x+E'y+F =0

e esta, como A'C' = —% # 0, vide prova do Teorema 3.1, é entao

redutivel a forma

5 __§+
4A'C" A

Al(x —130)* +C'(y —yo)* =7, com 7 =

No apéndice provamos o teorema abaixo.

Teorema 3.6 O indicador de degenerescéncia € invariante por rotagoes

e translagoes.

Teorema 3.7 Uma quddrica, ndo o @, dada por (3.1.1), é ndo dege-

nerada se e somente se 6 # 0.

Prova. Basta reduzirmos (3.1.1) a (3.1.1") e aplicarmos o teorema

anterior #
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Teorema 3.8 As quddricas satisfazem a classificagao abaixo.
Supondo 9 = 0.

(i) Se A #0, um ponto (sub-caso A <0) ou um par de retas con-

correntes (sub-caso A >0).

(i1) Se A =0, o vazio ou um uma reta ou um par de retas paralelas.

Supondo § # 0.

(i1i) Se A <0, o vazio ou uma elipse ou, uma circunferéncia (se e

somente se B=0e A=C).
(iv) Se A >0, uma hipérbole.

(v) Se A =0, uma pardbola.

Prova.
Mantendo a notacao, primeiro reduzimos a quéadrica a forma sem

termo misto. Escrevamos
(3.1.1) A2 +C'y*+D'z+ E'y+ F' =0,

com

A
AlC ==
¢ 4

e, ainda,
o = A'E"? + C/D/2 —4A'C'F!

F"=F.

o Ocaso A=—-4A'C"#0.
Vimos acima que podemos reescrever (3.1.1%) na forma

5
(3.117) Az =m0)?+ C"(y - 0)* = %
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(iii)

(i)

(v)

Pelo Teorema 3.4 ou por inspecao direta, notando que A < 0 é
equivalente a A’C"" > 0 ou, ainda, A’ e C’ ter mesmo sinal, valem

as seguintes afirmacoes.

Se § =0 a quadrica é um ponto (sub-caso A < 0) ou um par de

retas concorrentes (sub-caso A > 0).

Se d #0 e A <0 entao a solugao é o conjunto @ se o sinal comum
de A" e C' é oposto ao de 6.

Caso contrario, temos uma circunferéncia, se B=0e A =C, ou

uma elipse se B+ 0 ou A + C.

Sed+0eA>0entao A’ e C' tem sinais opostos e, dividindo a
equagao (3.1.1"7) por
o

A

obtemos uma equacao padrao de uma hipérbole.
O caso A =0. Entao, vale o que segue.

Se 0 =0, pelo Teorema 3.4 aplicado a equagao (3.1.17) estabele-

cemos a afirmagao (ii).

Se ¢ # 0, pelo Teorema 3.4, a quadrica é uma parabola#
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3.4  Aplicacao: Interseccoes entre Cone

e Plano

Consideremos o cone circular reto (de duas folhas) dado por
C: 22 =)\ (2* +9?), com (z,y) e R* e A >0 uma constante.

O eixo do cone coincide com o eixo Oz e o vértice com a origem.
Duas de suas geratrizes sao as retas em R3, definidas pelas equacoes
z ==+ Ar, com y = 0. Tais retas formam com o eixo, assim como

qualquer geratriz, angulos congruentes denotados por «, onde

(@)
IN
Q
IN
ol

é tal que

>~

coso =

Vit

Consideremos um plano 7 que nao passe pelo vértice,
T rar+by+cz+d=0,d+0, comn=(abc)+0.
Se [ é o angulo entre o eixo e 7, com

0<pB<

ro | 3

Y

entao § é o complementar do angulo entre os vetores k e 7i.

Valem as férmulas

Va2 +b? o n - |c]
Va2 + b+ ¢? il Va2 + v

Vide figura 3.2, a seguir.

cos 3 =
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Figura 3.2: Intersegao: cone e plano

Trés quaisquer geratrizes nao sao coplanares e portanto C'nm # @.

Sendo d # 0 podemos supor d =1 e, se P = (x,y,2z) € C'nm entao o

ponto P satisfaz ao sistema

ar+by+cz+1=0,
(*)

22 = N2(a? + y?).
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Afirmacao 1. As solugées do sistema (*) sao quadricas nao degene-

radas.

Prova.
Acima, ja vimos que tais quadricas sao nao vazias.
Temos
~cz=1+axr+bye (-cz)® = (1+az +by)>
Logo, pela clara identidade
(=c2)? = ?2% = AN (2? + y?)
[é mister ¢ # 0 para ndo anularmos a equagao do cone| obtemos
AN (2?2 +92) = (1 + ax + by)?,
equacao esta que escrevemos como

(x%) (a® - AN 2? + 2abxy + (b* - AAA?)y? + 2ax + 2by + 1 = 0.

Verifiquemos que (**) define uma quadrica.

Verificagdo. Se ab # 0 segue que (**) é, por defini¢do, uma
quadrica. Se ab = 0 entao a ou b é nulo. Admitamos a = 0.
Entao o coeficiente de 22 é —c2A\%, o qual é nao nulo pois ¢ e A

sao nao nulos. O caso b =0 é analogo.

Computemos entao 6 = AE?+CD?-BDE+(B?-4AC)F. Temos

§ = (a®-cAN2)4b* + (B2 - *N?)4a® - (2ab)4ab
+[4a?b* - 4(a® - AN?) (b - A)\?]
= —4AN2(a® +b?) + [4a®D? - 4(a®b? - A M\2a® — AN + cPAY) ]
= 4N (a® + %) + [-4MA + 4PN (a? + )]
= -4\t
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Caso ¢ # 0. Pelo Teorema 3.8, a quadrica é nao degenerada pois

ocorre 0 # 0.
Caso ¢ =0. Sob tal condicao nao é necessario o computo de 9.

Temos

m rar+by+1=0, com a ou b nao nulo.

Suponhamos, sem perda de generalidade, b # 0. Entao segue

Encontramos assim (completando quadrados na tltima passa-
gem)

b%z2

~ - v’z? + (ax +1)?

(a® +b*)2* + 2aw + 1

(a2+bz)[(m+a2ib2)2—(azib2)2l + 1.

Portanto, a interseccao é a hipérbole

b2

b? 2
a2+b2) S

EZ

2 _ (a2+bz)(x+
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Afirmacgao 2. As solugées de (**) sao, dependendo do parametro c,

parabolas, elipses, circunferéncias e hipérboles.

Prova.

(i)
(i)

Do célculo efetuado para ¢ encontramos
A = 4N (a? + 0P - 2)\?).

Como o caso ¢ = 0 ja foi analisado, resta estudarmos o caso ¢ # 0.
Neste caso temos
42N> 0

e é suficiente analisarmos a expressao a?+b%—c?\2. Pelo Teorema

3.8 a quadrica obedece as classificacoes abaixo.
Uma hipérbole, se a? +b? — ¢?A? > 0, isto é, |cA| < Va? + b2,
Uma parabola se a? + b? — ¢2A\2 = 0, isto é, |cA| = Va2 + b

Uma circunferéncia se e somente se 2ab = 0 e a2 —c2\2 = b2 —c2)\2.
Isto é, a=b=0.

Uma elipse se a?+b2-c2A2 < 0 e, ou 2ab # 0 ou a?—c?\2 £ b2 -2 )\2.

Porém, temos

A < Va2 +b2 < AN <a® +1?

< AN+ N (a? + b)) <a? + b2+ N (a® + bP).

Portanto

A < Va2 +02 < N(a?+b0% +2) < (1+A?)(a® +b?)

N Ve
VIt VaZ+b2+c2
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Finalmente, observando que variando o parametro ¢ admitimos
apenas angulos (3 tais que
Va2 + b?
)
va?+b2+c?

concluimos que cos 3 < 1. Ainda, de

cos 3 =

v
O<a< —
D

temos 0 < cosa < 1.

Concluimos entao que

lcA| < Va2 +b? < 0<cosa<cosf<1

< 0<f<a,

pois a fungao cosseno é decrescente no intervalo

3]

Temos resultados analogos ao trocarmos o simbolo < por > ou =.

Notemos que vale a =b =0 se e somente se = 7.

Provamos entao que a quadrica é um entre os seguintes tipos.
(i) Uma hipérbole se 0 < 5 < a.
(ii) Uma parabola se 5 = « (o plano 7 é paralelo a uma geratriz).

(iii) Uma circunferéncia se 3 =5 (o plano 7 é perpendicular ao eixo).

(iv) Uma elipse se v < 3 < 54

113



3.5 Apéndice: Invaridncia do Indicador

de Degenerescéncia

Fixemos uma quédrica dada pela equacao (3.1.1) e mantenhamos

a notacgao.
Proposicao 3.5 § ¢ invariante por rotacao.

Prova.

Dada uma quadrica como em (3.1.1), consideremos uma rotacao

qualquer e a correspondente quadrica
Au? + B'uv+Cv?* + D'u+ E'v+ F'.
Utilizando as féormulas para a mudanca de coeficientes, compu-
temos A'E”? + C'D"? - B'D'E".
Inicialmente, notemos que

D2 = D2cos?0 + DE sen 20 + E2 sen? 6
E7? = D?sen?6 — DEsen 20 + E? cos? 0,

Seguem entao

A'E” = (Acos?0+ Bsenfcosf + Csen?0)
(D?*sen®§ — DEsen 20 + E? cos® )
= AD?sen?0cos? — ADE sen 26 cos? 0
+ AE? cos*§ + BD?*sen® 6 cos
—~ BDEsen20senf cos + BE? sen  cos® 0
+CD?sen*§ - CDE sen20sen”

+C'E?sen? 0 cos? 0,
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C'D"? = (Asen®f - Bsenfcosf+C cos?0)
(D*cos®6 + DEsen 20 + E*sen? §)
= AD?%sen?0cos*0
+ ADFE sen 20 sen? )
+ AE?*sen* 0
—~ BD?*senf) cos®
- BDFE sen 20 senf cost
—~ BE?sen®0 cosf
+CD?cos" 0
+CDFEsen 20 cos? 0

+CE?sen®6 cos? 0,

B'D'E’ [(C'—A)sen20 + Bcos20]|(Dcosf + Esenf)

(-=Dsenf + E cosf)
[

Il

= [(C=A)sen20+ Bcos20]
—-D?senf) cos + DE(cos® —sen? ) + E*sen 6 cos 6]
= —(C - A)D?*sen20sen®cosf

+(C - A)DEsen 26. cos 26

+(C - A)E?sen 20 sen Ocosf

~ BD?cos20sen ) cos

+ BDE cos? 20

+ BE? cos 20 sen ) cos 6.
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Assim, encontramos a identidade

~B'D'E" = 20D?%sen?cos®6 —2AD? sen? f cos 0
—CDFEsen20cos20 + ADE sen 20 cos 20
—2CE?sen? cos® 0 + 2AE? sen? § cos® 0
+BD?cos20senf cos — BDE cos® 20
— BE? cos20sen § cos 6.

Agora computemos A’E"? + C'D"?. Achamos

A'E?+C'D? = 2AD?sen?0cos?0 — ADE sen 26 cos 20

+ AE?(sen* 0 + cos* )

—BD?cos20senf cos — BDE sen? 20

+ BE? cos 20 sen § cos 0

+CD?*(sen 0 + cos* ) + C DE sen 26 cos 20
+2CE?sen? § cos® 6.

Somando A’E™? + C'D"”? e =B'D'E' os termos em AD? ADE,
BD?, BE?, CDE e CE? se cancelam e entao obtemos

A'E?+C'D?-B'D'E'" = AE*(sen®® +2sen? 6 cos® 6 + cos® )
~ BDE(sen? 20 + cos? 20)

+CD?*(sen* 0 + 2sen” 6 + cos* 0)

= AE?+CD?-BDE.
Entretanto vale a identidade
(B? -4A'C")F' = AF
pois F' e A sao invariantes por rotagao. Fim da prova#

Notagao. Dada a equacao (3.1.1) e um vetor (h, k) € R? denotamos

Q(h,k) = Ah* + Bhk + Ck* + Dh+ Ek + F.
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Proposicao 3.6 § ¢é invariante por translagoes.

Prova.

Consideremos uma quédrica como em (3.1.1) e efetuemos uma
translagao pelo vetor ¥ = (h,k). Sejam u =x—-he v =y-k.
Substituindo em (3.1.1) temos

Ax?+ Boy+Cy?+ Dx+ Ey+ F
= A(u+h)?+B(u+h)(v+k)+C(v+k)?+D(u+h)+E(v+k)+F
= Au?+ Buv+Cv?+ (2Ah+ Bk + D)u+ (Bh+2Ck+ E)v+Q(h, k).

Computando o obtemos

§ = A(2Ck+ Bh+E)*+C(2Ah + Bk + D)?
~B(2Ah + Bk + D)(2Ck + Bh + E) + (B? - 4AC)Q(h, k)
= [(4AC?k?* + AB?h* + AE?) + (AABChk + AACEk + 2ABER) |
+ [( ACAR? + CB*k* + CD?) + (4ABChk + AACDh + 2BCDk)]
— B(4AChk + 2ABh* + 2AEh + 2BCK?
+B?hk + BEk + 2CDk + BDh + DE)
+B*(Ah? + Bhk + Ck? + Dh + Ek + F)

~4AC(Ah? + Bhk + Ck* + Dh + Ek + F).

I

Evidenciemos h?, hk, k2, h e k. Evidenciemos também o termo

livre em relacao a h e k. Obtemos

§ = (AB?+4CA?-2AB%+ B?A - 4A%C)h?
+(4ABC +4ABC - 4ABC - B® + B> - 4ABC)hk
+(4AC? + CB? - 2B*C + B*C - 4AC?)k?
+(2ABE +4ACD - 2ABFE - B*D + B*D —4ACD)h
+(4ACFE +2BCD - B’E -2BCD + B*E - 4ACE)k
+(AE? + CD? - BDE + B’F - 4ACF)
= AE?+(CD?-BDE + AF+
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