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INTRODUCAO HISTORICA
Uma Breve Histéria dos Niimeros Complexos

As informagoes historicas sao, majoritariamente, extraidos de Agarwal-Perera-
Pinelas [1], Milies [15] e Remmert [19].

Tais ntimeros surgiram ja, ao menos, em equacoes do segundo grau nas ta-
buletas de argila da Suméria, c. 1700 a.C. A total formalizacao de tal campo

numérico ocorreu em 1833, por W. R. Hamilton (irlandés).

O fato de um numero negativo nao ter raiz quadrada parece ter sido sempre

conhecido pelos matematicos que se depararam com a questao.

Heron de Alexandria (c. 75 d.C.), tentou determinar o volume de um tronco
de cone, que requeria computar a raiz quadrada de 81 — 144 (embora nimeros
negativos nao fossem aceitaveis no mundo helenistico). Bhaskara Acharya (em
486 d.C.), matematico hindu, escreveu “O quadrado de um numero positivo,
assim como de um numero negativo, é positivo: e a raiz quadrada de um ntmero
positivo é bivalente, positiva e negativa; nao existe raiz quadrada de um nimero

negativo, pois um numero negativo nao ¢ um quadrado”.

Entretanto, nao foram as equagoes do segundo grau que motivaram a aceitagao
de tal campo numérico mas sim as de terceiro grau. As equagoes de segundo
grau eram vistas como a formulacao matematica de um problema concreto ou
geométrico e se no processo de resolucao surgia uma raiz quadrada de um nimero

negativo, isto era interpretado como prova de que tal problema nao tinha solucao.



CRONOLOGIA DO TFA
1608 (P. Roth) - Diz que polinémios (reais) de grau n tém no maximo n raizes.
1629 (Girard, belga) - Todo polinémio tem raiz (numa “terra-de-ninguém”).
1742 (Euler, suigo) - todo polinomio de grau n é produto de polindomios lineares

e polinomios quadraticos, mas sé o prova para n <6 (vide W. Dunham, 1991).

1746 (d’Alembert) - buscando integrar fungoes racionais, acha uma prova

dificil do TFA (ou de d’Alembert, na Franga), com um erro (corrigido em 1851).
1795 (Laplace) - Prova “algébrica” e bem elegante (incompleta). Reabilitada.

1797 (C. Wessel, cartégrafo noruegués-dinamarqués) - Numeros imaginérios

vistos como pontos do plano. Adicao vetorial. Obra pouco notada. Reabilitada.
1798 (J. Wood) - Prova incompleta. Reabilitada em 2000.

1799 (Gauss), tese de doutorado - aponta erros nas provas anteriores e da a
1 prova considerada correta do TFA. Tal prova contém “problemas” superados

em 1920 por Ostrowski. Em 1981, Smale renova a critica a 1 prova de Gauss.

1806 (Argand, suigo-francés, livreiro) - publica (a sua custa) e distribui (a
poucos) um livro (sem seu nome) com a geometria dos niimeros imagindrios

(esbogando uma prova do TFA), notagoes (vetor, médulo, etc.) e interpretacoes.

1814 (Argand) - J. Francais “acha” Argand, que publicaa 1 prova “correta”
do TFA (polindmios com coeficientes imaginarios), via teorema do minimo (1870).

Nao reconhecida entao, é a mais “facil” de todas (mas, ndo elementar).

1816 (Gauss) - publica sua 2 prova (muito algébrica) do TFA. Tal prova é
correta e usa um resultado que seria provado futuramente (o Teorema do Anula-

mento). Ainda em 1816, Gauss mostra sua 3 prova do TFA (usando integragao).

1831 ¢ 1849 (Gauss) - Em 1831, el cria o termo “ntimeros complexos” e

defende seu uso. (1849) Jubileu do doutorado e sua 4 prova (coeficientes em C).
1903 (Moritz) - Aponta erros nas provas do TFA, na maioria dos livros.

(
1941 (Littlewood) - Sua prova (sofisticada) elementariza a de Argand.
1956 (Estermann) - Simplifica a prova de Littlewood.
2009 (Theo de Jong, holandés) - “moderniza” a 1 prova de Gauss.



O QUE E UMA PROVA ELEMENTAR DO TFA ?

Para provarmos o TFA de forma elementar, devemos utilizar o minimo possivel
de ferramentas matematicas. Isto nao significa que a prova seja simples pois mui-
tas provas elementares nao sao nem simples nem féceis. A prova que comentare-
mos requer as propriedades bésicas de niimeros complexos (mas nao a Férmula de

Moivre) e um resultado bésico apresentado no primeiro ano de cursos de Célculo.

Tradicionalmente o TFA é provado em cursos avancados dos bacharelados de
matematica e fisica e nao raramente os alunos tem contato com tal teorema pela
primeira vez na poés-graduagao. Em tais cursos, via de regra o TFA ¢é provado
apos o Teorema de Liouville o qual deriva da Teoria da Integracao Complexa.
Uma tal demonstragao nao é elementar e nem simples, ainda que “facil”. Muitas

vezes o TFA é provado utilizando a Teoria de Galois ou a Topologia Algébrica.

Ja por volta de 1800 eram conhecidas demonstragoes do TFA que nao faziam
uso da teoria da integragao mas que entretanto nao eram rigorosas pois os fun-
damentos da andlise matematica ainda nao estavam estabelecidos. Uma delas, a
de J. Argand, é considerada facil mas nao elementar pois faz uso da extracao das
raizes n-ésimas de um nimero complexo arbitrario. Tal operagao de radiciagao

nao ¢ trivial. Em geral a radiciacao em C ¢ feita com a
Férmula de Moivre:  (cos@ +isenf)" = cosnf +isennf

ou com a

Férmula de Euler: e**% = e*(cosy + iseny).

Por exemplo, se w = re?, onde r > 0, é um niimero complexo arbitrario, entao o

’ n P ; /. .
numero z = \/’F@ » é uma raiz enésima de w po1s

A grosso modo, uma fungao (ou nimero) é algébrica (algébrico) se é obtivel
com uma combinacao finita das operagoes de soma, subtracao, multiplicacao e ra-

dicia¢ado. Uma fungao (nimero) é transcendental se nao é algébrica. Os niimeros
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e e m e as fungoes trigonométricas e exponencial sao transcendentais e em geral

os formalizamos com a teoria de séries infinitas ou equagoes diferenciais.

Assim, as provas do TFA (um teorema sobre radiciagao) que utilizam a radi-
ciagao arbitraria de um numero complexo arbitrario nao sao elementares e, além

disso, empregam um raciocinio circular.

Evidentemente, as provas do TFA que utilizam derivagdo e/ou integragao
nao sao elementares. Similarmente, as provas do TFA que utilizam trigonome-

tria/angulo também nao sao elementares. Vejamos o motivo.

As provas para as relacoes trigonométricas que conhecemos até o nivel médio
usam a intuicao geométrica ao invés de férmulas ou métodos para calcular o seno
e o cosseno de um angulo arbitrario. Notemos que sabemos como computar o seno
e o cosseno do arco metade, sin(0/2), se soubermos calcular o seno e o cosseno

do arco #. Porém, como computar o seno ou o cosseno de um angulo arbitrario?

Por exemplo, o célculo dos seguintes senos e cossenos ¢ problematico:
sinl, sin2, sin3,sin90,...cos1, cos3,cosH, cos§,... sin V2, cos V3 ete.

Lembremos que acima 1,2,3,5,8,90, V2 e \/3 sdo nimeros reais e nao graus ou
radianos. Assim, apesar que temos sin(7/2) = 1 ndo temos sin90 = 1.
Mas entao, quem sao estas funcgoes sin e cos? Eis a resposta:

2 x4t b 28

COSI:1_§+I_§+§+W’ para todo real x
, x> x® 7 af
smmzx——'+§—7+a+--- , para todo real x.

Notemos também que varias das provas do TFA sao feitas por absurdo e que

esta técnica é conceitualmente sofisticada.

A extragao de raizes quadradas de um numero complexo arbitrario é ad-
missivel pois as férmulas para as raizes quadradas de um ntmero complexo ar-
bitrario sao facilmente deduziveis, Ainda mais, é bem conhecido (desde os ba-

bilonios) um método para extrair raizes quadradas de reais positivos.



A PROVA DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA
ESTRATEGIA

Dividamos a prova em duas partes.

e A primeira parte é a mais profunda, usa a completude de R, e é conside-

rada facil de provar. Nela utilizamos um teorema sobre minimos.

e A segunda parte é conceitualmente simples, porém mais dificil de provar.
Nesta parte provamos que dado um polindbmio complexo e nao constante P

entdo o valor da funcao |P|=|P(z)| em seu ponto de minimo global é zero.

PRELIMINARES
Discos no Plano

Dado um ponto P = (a,b) em R2 o conjunto dos pontos do plano cuja
distancia ao ponto P é menor ou igual a R é chamado de disco (fechado e li-

mitado) de centro (a,b) e raio R. Notagao:

D(P;R) = {(z,y) e R?: \/(w=a)?+ (y-b)? < R}.

Ceh
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Figura 1: Dois discos (fechados e limitados) centrados em P, de raios r e R.



Adicao e Multiplicacao por Escalar Real: Interpretacao Geométrica.

Seja z = a+ bi, w=c+di, com a,b,c,d nimeros reais. Seja A um escalar real.

X

Y A>1

Ab

Figura 2: Adicao e Multiplicagao por Escalar Real

Notemos que, vide figura acima,

z+w=(a+c)+i(b+d)

Az =Aa+i\b .

Para Argand, na reta real (unidimensional), multiplicar por A > 0 corresponde

aum “zoom” (esticar ou diminuir) de fator A\. Se A = -1 temos uma reflexao.

No plano (dimensao dois), multiplicar por A = -1 pode ser interpretado como

uma rotagao de 180°. Entao, interpretamos a identidade

V-1V-1=-1,

como a composicao de duas rotacoes gerando a rotacao de 180°. Assim, /-1

corresponde a uma rotacao de 90°. Logo, vV-1 =+v/~-1.1 é o ponto do plano que

se obtém girando o nimero 1 por 90° no sentido anti-horario.



O Conjugado e o Mddulo.

Dado um numero complexo z =a+bi, com a € R, beR e i = /-1, chamamos

o numero a de parte real de z e o nimero b de parte imaginaria de z:
Re(z)=a e Im(2)=0.
O conjugado de z ¢ Z=a-bi.
O médulo de z é 2| = Va2 + b2 = \/2Z.

Propriedades:
Re(z) =Re(z) e |zw|=|z||w|.

Identidade Basica

Dados z e w em C, obtemos
lz+w)? = (z+w)(z+w) = (z+w)(Z+wW)

=2* + 2w + wz + |wf.

Assim,

z+w[? = |z]* + 2Re[zw] + |w|>.



Desigualdades Triangulares.

Dados z € C e w em C valem as desigualdades
2+ w| < [z]+|w] e |2 = [w] <]z +w],
as quais interpretamos, respectivamente, como (vide figura abaixo):

O comprimento de um lado de um triangulo é menor que a soma, e maior

que a diferenca, dos comprimentos dos outros dois lados do triangulo.

Z+W

Figura 3: Tlustrando |z|-|w| < |z + w| < |z|+|w]

Sejam z1,...,z, € C. Aplicando tais desigualdades sucessivamente obtemos:

|Z1| = |Z2| = ... = |Zn| < |Z1+...+2Zn| < |Z1]|+ ... +|Zn|



O Limite de um Polinémio, no Infinito.

Dado um polinémio complexo de grau n (com coeficientes complexos),

P(2) = ap2™ + a1 2"

+-t+aiz+ag, a,#*0,

com as desigualdades triangulares encontramos
[P()] 2 anll2" = lan-all2[""" =+ = aa]l2] - |aol.

Donde (argumentando com a variavel real |z|),

lim [P(z)| = +oo.

|z|—>+00

Translagao na varidvel, para o polinémio P(z).

Fixemos 2y, um niimero complexo qualquer. Entao,

um polinémio na varidvel z e de mesmo grau que P(z),
P(z+z) é { cujo termo independente é P(z),

e com mesmo termo dominante que P(z).

Exemplo. Seja P(z) =722 +522+32+2 e 2, = 10. Entao,

P(2+10) = 7(z+10)* +5(z+10)*+3(2 +10) + 2 =

7(23 +302% + 300z + 1000) + 5(2? + 20z + 100) + 3(z + 10) + 2 =
723+ 21522 + 22032 + 7532 .

O Monémio de Menor Grau (nao nulo) de um Polinémio (nao constante).

Exemplo.

Dado P(z) =7z*+ 523 + 322 + 2, destacamos 0 monoémio z2:

P(2)=2+27%(3+52+72%) .



INICIO DA DEMONSTRACAO

Assumiremos a continuidade dos polindmios complexos e as seguintes con-

sequéncias da completude de R:

e Toda funcao continua f: D - R, D um disco fechado e limitado em R2,

assume um valor minimo em algum ponto em D (Teorema de Weierstrass).

e Existéncia de raizes quadradas de niimeros positivos.

Raizes Quadradas

Como é sabido, a equacao z? = a +ib, onde a,b € R, é solivel em C e temos

a a?+b? , a a?+b?
+z = §+T+zsgn(b) —§+T,

onde o signal de b é sgn(b) = b seb+0, esgn(0)=1.

Aplicando tal férmula sucessivamente obtemos

todas as 2/ —raizes,jeN, de z =+l e z =i .

Com tal féormula obtemos as duas raizes quadradas de +1, -1, +i e —1.
Em seguida obtemos as quatro raizes quartas de +1, -1, +i e —i.
Em seguida obtemos as oito raizes oitavas de +1, —1, +i e —1.

Em seguida as 16 raizes de ordem 16 de +1, —1, +2 e —i e assim por diante...
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Teorema Fundamental da Algebra. Seja P(z) um polindmio complexo e

nao constante. Entao,
(A) Existe zg em C tal que

|P(z)| > |P(20)|, para todo z em C.

(B) Para tal zy temos P(z) = 0.
Prova.
Seja P(z) =ag+ajz+-+ayz", com grau(P)=n>1ea, #0.
(A) Ja vimos que

lim |P(2)|=+0o0 .

|z]—>+00
Assim, existe um raio R > 0 tal que
|P(2)|>|P(0)| se |z|>R.
A fungao |P(z)]| restrita ao disco fechado e limitado D(0; R) (abaixo) é

continua e, pelo Teorema de Weierstrass, assume um valor minimo em algum

Y

D(0; R)

Figura 4: O disco fechado (e limitado) centrado na origem e de raio R.
ponto zy no disco D(0; R). Isto é, temos
|P(2)] 2|P(20)], se |2 < R.
Também temos |P(0)| > |P(20)| j& que 0 pertence a D(0; R). Donde segue
|P(2)| 2 |P(2)|, para todo z em C.

A prova da afirmacgao (A) estd encerrada.
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Duas simplificagoes e uma notagao para provarmos (B).

(1 ) O polinémio z — P(z+ z) tem grau n, coeficiente dominante a,, € termo

independente P(z). Escrevamos
P(z+2) = P(29) + b1z + -+ b, 12" +b,2", com bjs € C e by, = ay.
Portanto, podemos assumir que zy = 0. Dessa forma temos

(1) |P(2)* > |P(0)]*, para todo z em C.

(2 ) Sendo P(z) = P(0) + b1z + - + b,2" nao constante, existe o menor inteiro

ke{l,...,n} tal que o coeficiente by é nao nulo. Simplificamos

(2) P(z) = P(0)+z*Q(z), onde @ é um polinémio e Q(0) =b; 0.

A notacao usual para o circulo unitario centrado na origem é:

St ={weC tal que |w|=1} .
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(B) Para todo r >0 e para todo w em S! temos, utilizando (1) e (2),
IP(rw)]? > |P(0))? e P(rw)=P(0)+r*u*Q(rw).

Substituindo obtemos

[P(()) +rRWRQ(rw) ][P(O) +rFwkQ(rw) ] - ‘P(O)‘2 >0,
que simplificando acarreta
2r*Re[ P(0)w*Q(rw) | + r2k|Q(rw)|2 >0, Vr>0, YVweSh
A seguir, fixando w em S! e dividindo por 7% > 0 obtemos
Yy k k 2
2Re[P(O) Q(rw)w ] +r ‘Q('f’w)‘ >0, Vr >0,
com a expressao no lado esquerdo continua em r € [0, +o0]. Donde, em 7 = 0,

(3) 2Re[WQ(O) w*] >0,  paratodo wem S

Seja o = P(0)Q(0). Fatorando poténcias de 2 temos k = 2/m, com m impar.
Fagamos quatro escolhas para w na desigualdade (3).

Escolhendo w = 1 obtemos Re(a) > 0.

Escolhendo w tal que w? = -1, obtemos wk = (wzj)m =(-1)m=-1e
concluimos Re[a] < 0. Até aqui temos Re[a] = 0.

Determinando w tal que w? =i obtemos

i\ . _ )
wk:(wz) =im=xi e W=7

e entao, substituindo tais w e W em (3), obtemos duas desigualdades:

Re[+ai] = FIm[a] > 0.

Donde segue « = 0. Finalmente, como Q(0) # 0, temos P(0) = 0.

A prova de (B) esta encerrada. A prova do TFA estd completam
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Figura 5: O grafico da funcao |cosz|, |z < 1
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