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INTRODUCAO

Antes de mais nada, solicito aos leitores navegarem no Google nos seguintes
temas: Teorema Fundamental da Algebra, Provas do Teorema Fundamental da
Algebra, Provas de Gauss do Teorema Fundamental da Algebra, D’Alembert,
Argand, Fundamental Theorem of Algebra, Proofs of The Fundamental Theorem
of Algebra, Zeros de Polinomios, etc. Com tal busca sdo encontradas muitas
outras informagoes (que necessitam verificagao) além das poucas que apresento.

O internauta achara até mesmo videos sobre o TFA.
HISTORIA
Uma Breve Histéria dos Niimeros Complexos

As informacoes histéricas sao, majoritariamente, extraidos de Agarwal-Perera-
Pinelas [1], Milies [15] e Remmert [19].

Tais nimeros surgiram naturalmente, ao menos, ja nas equagoes do segundo
grau nas tabuletas de argila da Suméria, c. 1700 a.C. A total formalizacdo veio
a ocorrer 1833, pelo irlandes W. R. Hamilton (1805 — 1865).

O fato de um ntmero negativo nao ter raiz quadrada parece ter sido sempre
conhecido pelos matematicos que se depararam com a questao.

Heron de Alexandria (c. 75 d.C.), tentou determinar o volume de um tronco
de cone, que requeria computar a raiz quadrada de 81 —144 (embora ntimeros ne-
gativos nao fossem aceitdveis no mundo helenistico). Bhaskara Acharya (em 486
d.C.), matemadtico hindu, escreveu “O quadrado de um numero positivo, assim
como de um nimero negativo, é positivo: e a raiz quadrada de um niimero positivo
é bivalente, positiva e negativa; nao existe raiz quadrada de um nimero negativo,
pois um nimero negativo nao é um quadrado”. Em 850 d.C. o matematico hindu
Mahavira Acharya escreveu “ Como na natureza, uma (quantidade) negativa nao

¢ uma (quantidade) quadrada”.



Porém, contrariamente ao bom senso, nao foram as equagoes do segundo grau
que motivaram a aceitacao de tal campo numérico mas sim as de terceiro grau.
As equagoes de segundo grau eram vistas como a formulagao matematica de um
problema concreto ou geométrico e se no processo de resolucao surgia uma raiz
quadrada de um nimero negativo, isto era interpretado como prova de que tal
problema nao tinha solugao.

Exemplifiquemos com um problema na Arithmetica de Diofanto (275 d.C.):

Problema: Determinar os lados de um triangulo retangulo de area igual a 7 e
perimetro igual a 12 unidades.

Solucao: indicando por x e y os comprimentos dos catetos temos
e 22+yt=(12-1-9)*.
Desenvolvendo a segunda equacao temos 12z + 12y = 72+ zy e nesta pondo y =

43+ +/71
622 — 437+ 84 =0 —> x=¥.

CT): . . ~ 1722 . 24
Aqui, Diofanto observa que s6 poderia haver solucao se (45=)* > . Neste con-
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texto é supérfluo procurar um sentido para a expressao v —167.

Em 1545, o italiano G. Cardano (1501-1576) publicou Ars Magna (Arte Magna),
na qual descrevia métodos algébricos para resolver equagoes ctibicas e quarticas.
Tal obra foi o principal avanco em algebra em 3000 anos, desde que os babilonios
mostraram como resolver equacgoes quadraticas. Cardano também lidou com
equacoes quadraticas em sua obra. Um dos problemas que ele chamou “ma-
nifestamente impossivel” é o seguinte: Divida 10 em duas partes cujo produto é

40; isto é, encontre a solugao de
r+y =10 e a2y = 40,
ou, equivalentemente, a solucao da equacao quadrética
40-2(10-2) = 2°-10x+40 = 0,
cujas raizes sao 5 ++/15. Cardano formalmente multiplicou as rafzes e encontrou
(5+/15)(5-/15) = 40 .
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Quanto as computacgoes ele escreveu “ deixando de lado as torturas mentais en-

volvidas”. Cardano nao aprofundou tal estudo e concluiu que tal resultado era
e g s A . . L
tao sutil quanto inutil”. Ainda assim, tal evento é historico pois pela primeira

vez a raiz quadrada de um ntimero negativo havia sido escrita explicitamente.

Para a equacao cibica

2 = ar+b,

a denominada Férmula de Cardano-Tartaglia® é

S RRORORR RO

O primeiro matemaético a perceber a preméncia dos numeros complexos (ainda

que, naturalmente, de modo vago e confuso) foi o italiano R. Bombelli (c. 1526-
1573), autor da obra em trés volumes I’Algebra (1572, Veneza). Na pagina 294

Bombelli aplica a equacao x2 = 15z + 4, a férmula de Tartaglia-Cardano e obtém:

z=V2+vo121+ V2 - /2121 .

Notando que x = 4 é uma raiz da equacao Bombelli cogita que tal valor estd
implicito na expressao para as raizes e que é possivel dar um sentido a expressao
2++/-121 e definir operagoes entre expressoes analogas, tais como adi¢ao, multi-
plicacao, radiciacao, etc. de modo que x =4 seja apenas um dos valores obtidos
através destas. Assim, nasce uma situacao em que apesar da presenga de radicais
de nimeros negativos, existe uma solucao da equagao dada. E um fendmeno novo,

dificil de entender mas relevante e é necessario compreende-lo com profundidade.

A partir do trabalho de Bombelli os nimeros complexos comecam a ser utili-
zados como um “algoritmo que funciona” para resolver equacoes de terceiro grau

mas, a0 mesmo tempo, era claro que tais nimeros nao poderiam existir.

Uma das grandes dificuldades em admitir a existéncia dos complexos era a
auséncia de uma representacao geométrica ou de uma interpretacao fisica des-
tes numeros. A obtencao da representacao geométrica, que lhes deu a “cida-
dania” definitiva na matematica foi ardua. Principiou em 1673 com o inglés J.
Wallis (1616-1703) e continuou com os franceses A. de Moivre (1667-1754) e J.

10s italianos Nicollo Tartaglia (c. 1500-1557) e G. Cardano (1501-1576).



D’Alembert (1717-1783), o inglés R. Cotes (1682-1716), o sui¢o L. Euler (1707-
1783), etc. e pode-se dizer que estabelecida pelo noruegués C. Wessel (1745-1818)
em 1799, pelo francés J. R. Argand (1768-1822) em 1806 e o alemao C. F. Gauss
(1777-1855) em 1831, que cunhou a expressao um tanto inapropriada “nimeros

complexos”. A formalizagao completa deve-se, como ja citado, a W. Hamilton.

Uma Breve Histéoria do TFA

Séculos antes da criagao dos numeros complexos, Frangois Vieta (1540-1603)
exibiu vérias equagoes (polinomiais com coeficientes reais) de grau n com n raizes.
Peter Roth (falecido em 1617) ja afirmara, em 1608, que equagoes (polinomiais
com coeficientes reais) de grau m tém no maximo n raizes. Porém, Roth ja
utilizara que tais equacgoes efetivamente admitem raizes. O matematico belga,
nascido na Franca, Albert Girard (1595-1632), na sua “L’invention Nouvelle en
I’Algebre”, em 1629, foi o primeiro a afirmar que ha sempre solugoes (possivel-

mente repetidas) para tais equagoes, mas nao demonstrou tal fato.

René Descartes (1596-1650), na 3 parte de “La Géométrie”, em 1637, descreve
tudo o que se conhecia a época sobre equacoes polinomiais, observa que um
polinémio P(x) (com coeficientes reais e varidvel real z) que se anula em um
nimero real « é divisivel pelo polinomio de grau um (x — «), e apresenta a
famosa “regra dos sinais” para calcular o nimero maximo de raizes reais positivas

e negativas.

O alemao G. W. Leibniz (1646-1716), procurando integrar uma funcao dada
pela divisao de dois polinomios com coeficientes reais, na “Acta Eruditorum”
de 1702 considera a questao de saber se é sempre possivel fatorar um polinomio
real em fatores lineares reais (polinémios reais de grau 1) ou fatores quadraticos
reais (polinomios reais de grau 2). Porém, Leibnitz vem a desistir de provar a
existéncia de tal fatoracao, face ao “contra-exemplo” que ele encontra. Leibnitz

achara que a fatoracao para o polinomio x4+ r4, com r um ntmero real,
at et = (22 = %) (@? + %) = (w+rVi) (v - Vi) (v V=i ) (v - Vi)
era tal que o produto de dois fatores quaisquer no lado direito da equagao acima
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nunca ¢ um polindomio quadratico real. Certamente, Leibnitz nao percebera que
Vi e também /—i podem ser postos na forma padrio a + bi, escrevendo
V2 V2 V2 V2
Vi= ==+ X5 V-i = — - —1
2 2 ’ 2 2
caso contrério ele teria visto que, na fatoracao de x*+r4, multiplicando o primeiro

e o terceiro fatores e multiplicando o segundo e o quarto fatores encontramos dois

polinomios quadraticos reais tais que

2+t = (@2 +rV2e+ ) (2 -2 +1?) |

O suigo L. Euler (1707-1783) em 1742 enunciou que um polinémio com co-
eficientes reais pode ser fatorado como um produto de fatores lineares e fatores
quadraticos mas nao conseguiu uma prova completa deste fato. Porém, Euler
demonstrou tal teorema para polinémios reais de grau menor ou igual a seis. Eu-
ler também enunciou que um polindomio com coeficientes reais que tem “raizes
imagindrias” tem entdo uma rafz da forma a + bv/=1, com @ e b nimeros reais.

Ainda, Euler j& utilizava extensivamente niimeros complexos e a notagao i = /—1.

Em 1746 o enciclopedista francés J. d’Alembert (1717-1783), atuante na re-
volucao francesa de 1789, tal como Leibnitz pesquisando um método para integrar
uma fungao dada pela divisao de dois polinémios com coeficientes reais (o hoje
denominado Método das Fragoes Parciais), encontra uma demonstragao dificil do
TFA e que contém um erro que s6 em 1851 seria corrigido, por V. Puiseux (1820-
1883). Devido a tal demonstracao, na literatura francesa o Teorema Fundamental
da Algebra é chamado Teorema de d’Alembert. Atualmente procura-se resgatar
a validade da demonstracao de d’Alembert, obviamente inserindo a necesséria

COTTecao.

J. L. Lagrange (1736-1813) em 1772 levantou obje¢oes a demonstracao de
Euler e obteve sucesso em preencher varias lacunas na prova de Euler. Mas, sua
prova também era incompleta. E importante salientar que em 1777 Lagrange
ja observara em uma carta que os “nimeros imaginarios” ja haviam se tornado

universalmente aceitos como parte da matematica.

Em 1795, P. S. Laplace (1749-1827) apresentou uma demonstra¢do muito
elegante do TFA e bem diferente daquela de Lagrange-Euler. Sua sofisticada

demonstracao também era incompleta porém ¢é hoje reabilitada.



Em 1798 o inglés James Wood, publicou em The Philosophical Transactions of
the Royal Society o artigo “ On the roots of equations”, apresentando uma prova
do TFA para polinomios com coeficientes reais. Sua prova também continha

falhas. Recentemente, em 2000, sua prova foi reabilitada por Frank Smithies.

Em 1799 o alemao K. F. Gauss (1777-1855) em sua tese de doutorado apre-
senta uma demonstragao para o TFA que veio a ser considerada a 1 prova correta
do TFA. Porém tal demonstracao também contém “problemas” que s6 seriam su-
perados em 1920 por A. Ostrowski ( 1893-1991). Tal trabalho foi comentado por
S. Smale (1930- ) em 1981. Em 1816 Gauss apresenta sua 2 prova, a qual é bas-
tante algébrica, do TFA. Tal prova é correta porém utiliza um resultado que s6
seria provado posteriormente (o Teorema do Anulamento: uma fungao continua
num intervalo que é > 0 num ponto e < 0 em outro, se anula em um terceiro
ponto). Ainda em 1816 Gauss mostra sua 3 prova do TFA, baseada na teoria da
integracao. Em 1849, ano do jubileu de sua tese de doutorado, Gauss apresenta
sua 4 prova do TFA, desta feita o teorema é enunciado para polindomios com

variavel e coeficientes complexos.

Em 1806 o suigo J. R. Argand (1768-1822) , um dos idealizadores da iden-
tificacao do plano cartesiano R? com o plano complexo C, publica um esboco
de uma demonstracao do TFA em um ensaio sobre a representacao dos nimeros
complexos. Alguns anos depois, em 1814, Argand publica a primeira prova total-
mente correta do Teorema Fundamental da Algebra enunciado para polinomios
com coeficientes complexos, porém utilizando um resultado - sobre a existéncia
do minimo de uma funcao continua - que s6 em 1861 seria estabelecido por K.
Weierstrass (o Teorema do Maximo e do Minimo, publicado por G. Cantor (1845-
1918) em 1870). A prova de Argand de 1814, nao reconhecida a principio devido
a tal lacuna, é muito provavelmente a mais simples das demonstragoes do TFA.
Entretanto tal prova nao é elementar para o padrao moderno da matematica.
Esta prova de Argand foi adotada em varios livros textos no século XIX mas foi
aos poucos relegada a um segundo plano no século XX quando o TFA passou
a ser apresentado como consequéncia do Teorema de Liouville - provado por J.
Liouville (1809-1882) - em cursos de “Integragao em uma Varidvel Complexa”,

em uma demonstracao por contradicao.



Em 1946 o inglés J. E. Littlewood (1885-1977) publica uma prova do TFA
(vide [14]) que elementariza a dada por Argand. Porém, a prova de Littlewood é
sofisticada (e “somewhat artificial in appearance”, em suas palavras). Sua prova

é feita por contradigao e por inducao.

Em 2009, o holandés Theo de Jong [11] publicou uma versao modernizada
da primeira prova de Gauss para o TFA (1799). Porém, a apresentacao nao é
elementar pois usa o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e assim, resultados

superiores do Célculo. Vide também o livro de Fine e Rosenberger [10].
O QUE E UMA PROVA ELEMENTAR DO TFA ?

O problema que se poe para provar o TFA de forma elementar reside na
necessidade de utilizar o minimo possivel de instrumental matematico, como a
palavra elementar indica. Isto nao significa necessariamente que a prova é simples
e, na verdade, existem muitas provas elementares que nao sao nem simples nem
faceis. Isto posto, saliento que a prova que apresentamos é simples para um
estudante que conhece as propriedades de niimeros complexos vistas nos livros de
matematica nivel médio - alids, sobre niimeros complexos utilizamos até menos
do que é exposto nos livros de matematica nivel médio ja que nao usaremos a
Férmula de Moivre, devida a A. de Moivre (1667-1754) - e um resultado bésico
apresentado no primeiro ano de cursos de Célculo nas universidades.

Tradicionalmente o TFA é provado em cursos de uma variavel complexa nos
bacharelados de matematica e fisica e/ou nos cursos de pés-graduagao em ma-
tematica e fisica, sendo que nao raras vezes os alunos tem contato com tal teorema
pela primeira vez na pés-graduacao. Em tais cursos, via de regra o TFA é provado
logo ap6s o Teorema de Liouville o qual é deduzido da Férmula Integral de Cau-
chy, devida a A. L. Cauchy (1789-1857), que para sua prova requer o estudo da
Teoria da Integracao em uma Varidvel Complexa. Obviamente, uma tal demons-
tracao nao € elementar e também nao é simples, ainda que “facil”. Muitas vezes
o TFA ¢é demonstrado utilizando a Teoria de Galois ou a Topologia Algébrica,

que sao teorias sofisticadas.



J& por volta de 1800 eram conhecidas demonstragoes do TFA que nao faziam
uso da teoria da integracao mas que eram no entanto nao rigorosas pois os fun-
damentos da analise matematica ainda nao estavam estabelecidos. Uma delas,
a de J. Argand, apresentada em 1806 e baseada numa idéia de d’Alembert, é
considerada facil mas nao elementar pois faz uso da extracao das raizes n-ésimas,
como n arbitrario em N, de um nimero complexo arbitrario. Tal operacao de ra-
diciacao nao é trivial. Em geral a operacao de radiciagao em C é feita utilizando
a representagao polar de um nimero complexo; isto é, utilizando ou a Férmula
de Moivre (cos@ +isen )™ = cosnf + isennf, onde n € N, ou a Férmula de Euler

et = e*(cosy + iseny), com T e y Nimeros reais.

Cabe aqui destacar que: uma funcao f é algébrica se satisfaz uma equagao
polinomial p(z, f(x)) onde p é um polinémio com coeficientes inteiros (por exem-
plo, a funcdo rafz quadrada, f(x) = /x se z > 0, é algébrica pois satisfaz a
equagao polinomial p(z,y) =z —y% =0 ja que p(z,/z) =z - (Vx)?=x -2 =0).
A grosso modo, uma funcao é algébrica se ela pode ser obtida através de uma
combinacao finita das operacoes de soma, subtracao, multiplicacao e radiciacao.
Uma fungao é transcendental se ela nao é algébrica (dizemos que a defini¢ao da

funcao transcende a algebra).

Cabe ainda destacar que: (1) o nimero de Euler e nao é “nem um pouco
elementar” e que para formaliza-lo é tradicionalmente utilizada a teoria de séries
infinitas (o nimero e é transcendental pois nao é raiz de um polinémio com
coeficiente inteiros; este fato foi provado em 1873 por C. Hermite); (2) as fungoes
trigonométricas e a fungao exponencial (e a func¢ao logaritmica) sdo formalizadas
utilizando a teoria de séries infinitas ou equacoes diferenciais. Assim, as funcgoes

trigonométricas e a fungao exponencial sao fungoes transcendentais.

Assim sendo, as demonstracoes do TFA que utilizam a radiciacao arbitréria
de um numero complexo arbitrario (vide a prova de Argand e a excelente moder-
nizagao da prova de Argand dada por Terkelsen; vide também Stillwell) ou que
utilizam a Férmula de Moivre, ou a Férmula de Euler, (vide as provas de Burc-
kel [4] e [5], Cauchy, Chrystal, Fefferman, Redheffer, Rudin, Spivak, Vaggione e

Vyborny) sdo nao elementares.



As demostragoes do TFA que utilizam derivagdo e/ou integracao (processos
infinitos) sao também consideradas nao elementares (vide Burckel [4] e [5], de
Jong e Vaggione). Uma demonstragao que utiliza o conceito de angulo também

nao ¢é elementar (vide Brenner e Lyndon).

As demonstracoes elementares do TFA, feitas por inducao sobre o grau do
polinomio, iniciaram-se com Littlewood , cuja prova foi depois simplificada por
Estermann (vide também Korner). Outras demonstragoes com tal estilo, e recen-
tes, foram dadas por Kochol e Searcoid. Vide também Remmert.

O problema com a demonstracao de Argand é que ela utiliza a extracao da raiz
n-ésima arbitraria de um nimero complexo arbitrario e via de regra tal extragao é
feita usando a Férmula de Moivre, a qual requer as fungoes transcendentais sen ¢
e cosf. Ainda assim, a prova de Argand, ainda que classificada como “facil”, nao

¢ elementar.

Um dos pontos mais delicados para uma prova elementar do TFA ¢ a exigéncia
do nao uso da trigonometria pois desde muito cedo em nossa educagao somos
convidados a aceitar as fungoes trigonométricas basicas senf e cos  como naturais.
Entretanto, com uma analise um pouco mais acurada nao é tao dificil perceber

que “faltava algo a ser explicado”.

Por exemplo, as demonstragoes para as relagoes trigonométricas que conhe-
cemos até o nivel médio, e muitas vezes universitario, sao geométricas e nao
analiticas e portanto fazem uso da intuicao geométrica ao invés de férmulas ou
métodos para calcular o seno e o coseno de um dado angulo arbitrario. A este
respeito notemos que conhecemos e as vezes ensinamos métodos para a extragao
das raizes quadradas e, as vezes, as raizes cibicas, e nao é dificil ensinar como
computar o seno e o coseno do arco metade, sin(6/2), se soubermos calcular o seno
e o coseno do arco inteiro, sinf. Porém, nao ensinamos métodos para computar

0 seno ou o coseno de um angulo 6 arbitrario.

Ainda, se nos for pedido para calcular os seguintes senos e cossenos teremos

problemas:
sinl, sin2, sin3,sen90,...cos1, cos3,cosd, cos8,... sinV2, cosV/3 ete.

Lembremos que acima 1,2,3,5,8,90,v/2 e \/3 sdo ntimeros reais e nao graus ou



radianos. Assim, apesar que temos sin(7/2) = 1 nao temos sin90 = 1. Desta-
quemos que Lindemann-Weierstrass (1885) demonstraram que, por exemplo, o
nimero sen(1) é transcendental.

Mas entao, quem sao estas fungoes siné e cosf 7 Resposta:

22 ozt b a8
cosr=1-—+——-—+

o T T e

., para todo nimero real x

. (R L LA )
31nx=x—§+g—ﬁ+a+.... , para todo nimero real x.

Ou seja, tais fungoes sdo aqui apresentadas (este é uma maneira e existem
outras) através da teoria de séries. Evidentemente nao é apropriado ensinar por
tais férmulas no ensino médio. Ainda, o ensino geométrico das funcoes trigo-
nométricas tem sido empregado por milénios. Porém, ele nao é rigoroso para os
padroes modernos de matematica pois as demonstracoes analiticas nao podem se

apoiar em “desenhos”.

Em resumo, uma demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra que
utilize trigonometria estarda empregando uma teoria sofisticada, que é a teoria
de séries (se apresentarmos as fungdes trigonométricas através de tal teoria) e

portanto nao pode ser considerada uma demonstracao elementar.
Isto posto, eis alguns requisitos para uma prova elementar do TFA:
(a) nao deve utilizar integracao, nem séries, nem derivadas (processos infinitos).

(b) nado pode usar trigonometria (Férmulas de Moivre e de Euler).

(c) ndo pode utilizar férmulas para extrair a raiz n-ésima, n arbitrario, de

numeros em C.

Se possivel a prova deve ser preferencialmente curta (o conceito de curto de-
pende das demonstragoes circulantes, do teorema em questao, do padrao da época,
do gosto de cada um; mas, via de regra, uma demonstracao de uma pagina para
um teorema dificil é considerada uma demonstracao curtissima), facil (por “facil”

queremos dizer que o topico em questao pode ser apresentado a uma audiéncia
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com uma bagagem matematica nao muito sofisticada em relagao ao assunto tra-

tado) e simples (isto é, com poucas ferramentas matematicas utilizadas).

Notemos também que varias das demonstracoes do TFA sao feitas por ab-
surdo e enquanto é verdade que podemos fazer demonstracoes elementares por
absurdo, devemos considerar que as demonstragoes por absurdo sao conceitual-
mente sofisticadas. Basta vermos que temos muitas dificuldades para ensinar a
alguém as demonstracoes por absurdo da irracionalidade de v/2 ou da infinitude

da quantidade de ntimeros primos.

Nas referéncias mencionadas, sao por absurdo as demonstracoes de Argand,
Burckel, Cauchy, Chrystal, Estermann, Feffermann, Korner, Littlewood, Redhef-
fer, Remmert, Rudin, Spivak, Searcéid e Stillwell. Entre as demonstragoes que
nao sao por absurdo se encontram as onze provas do TFA apresentadas no livro
de Fine e Rosenberger. Porém, tais provas utilizam teorias matematicas de nivel

avangado (pés-graduagao).

Ainda mais, um bom numero das demonstracoes do TFA utilizam o pro-
cesso de inducao finita e, novamente, enquanto é certo que podemos fazer de-
monstragoes elementares por inducao (finita ou infinita), devemos considerar que
as demonstragoes por indugao sao também conceitualmente sofisticadas. Como
exemplo, notemos a dificuldade em ensinar a alguém a demonstragao por inducgao
para a férmula do binomio de Newton ou a demonstracao por inducao do algo-

ritmo da divisao de polinomios.

Nas referéncias que apresento, sao por inducao as demonstracoes de Ester-
mann, Kochol, Kérner, Littlewood, Remmert e Searcéid e também algumas das

demonstragoes do TFA apresentadas no livro de Fine e Rosenberger.

A extracao de raizes quadradas de um numero complexo arbitrario é ad-
missivel pois : (1) métodos para resolver equagoes do segundo grau sdo conhe-
cidos desde a antiguidade, na Babilonia (localizada, aproximadamente, no atual
Iraque); (2) as férmulas para as raizes quadradas de um nimero complexo ar-
bitrario sao conhecidas e deduziveis por quem tenha um minimo de conhecimento

matemaético; (3) a funcdo raiz quadrada é algébrica.
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ESTRATEGIA DA PROVA DO TFA

A estratégia para provar o TFA consiste em subdividi-lo em duas importantes

afirmacoes.

e A primeira é a mais profunda, utilizando a continuidade de R, é padrao e
considerada de facil verificagao. Esta afirmagao garante a existéncia de um

ponto de minimo para uma funcao continua, sob determinadas hipoteses.

e A segunda afirmacao é conceitualmente simples, porém mais dificil de pro-
var, e para ela existem centenas de provas com graus de dificuldade, sofis-
ticacao e habilidade, ou uma combinacao destes, variando bastante de uma
prova para outra, e muitas destas provas sao importantes para o desenvolvi-
mento de novos campos de pesquisa em matematica. A segunda afirmagao
estabelece que, dado um polinomio complexo e nao constante P entao o

valor da fungao |P| =|P(z)| em seu ponto de minimo global é zero.

12



A PROVA DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

PRELIMINARES

Topologia do Plano

Defini¢ao. Dado um ponto P = (a,b) € R2?, o conjunto dos pontos do plano
cuja distancia ao ponto P é menor ou igual a R é chamado de disco compacto de
centro (a,b) e raio R [também dito circulo fechado de centro (a,b) e de raio R].

Utilizamos a seguinte notacao:

D(P;R) ={(z,y) e R?*: \/(z=a) + (y= b2 < B} = {(2,9) ¢ R?: (w-a)*+(y-b)* < R?}.

0 X

Figura 1: Dois discos compactos centrados em P, de raios r e R.
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O Conjugado e o Mddulo.

Definicao. Dado um nimero complexo z =a+ b, coma€R, be Rei=+-1,

chamamos o nimero a de parte real de z e o niimero b de parte imaginaria de z.

Notacgao.
Re(z)=a e Im(z)=0.

Seja z = a+1be C. Entao,
e O conjugado de z é o nimero complexo

zZ=a-bi .

e O médulo de z é o ntimero real positivo

|z = Va2 + b2 =Vz2Z .

Adicao e Multiplicacao por Escalar Real: Interpretacao Geométrica.

Seja z =a+ bi, w=c+di, com a,b,c,d nimeros reais. Seja A um escalar real.

y Y

Ab

c a a+c T
Figura 2: Adigao e Multiplicacao por Escalar Real

Notemos que, vide figura acima,

z+w=(a+c)+i(b+d) e Az =)da+iM\b .

14
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Identidade Basica

Utilizemos que
|2|? = 22 .
Entao, obtemos
lz+wf=(z+w)(z+w)=(z+w)(ZT+W) = 2Z + 2W + WZ + W0 =

=z + 2w + wz + |wf=
=z + 2w + Wz + |wf=

=|z* + 2Re[zw] + |w]?.

Assim, temos as identidades:

lz+wf = |2* + 2Re[zw] + |w]?,

e [lembrando que Re(z) =Re(z)],

|z +w|? = 2> + 2Re[zw] + |w]*.
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Primeira e Segunda Desigualdades Triangulares.

Dados z € C e w em C valem as desigualdades
|2+ w| < [z]+|w] e |2 = [w] <]z -w],
as quais interpretamos, respectivamente, como (vide figura abaixo):

(1 ) O comprimento de um lado de um triangulo é menor que a soma dos com-

primentos dos outros dois lados.

(2 ) O comprimento de um lado de um triangulo é maior que a diferenga dos

comprimentos dos outros dois lados.

Z+wW

Figura 3: Ilustrando |z|-|w| < |z + w| < |z|+|w]

Dados z1, 29, 23 € C, aplicando a 1 desigualdade triangular duas vezes temos
|21+ 20+ 23] < 2|+t 23] < |zn] + 2o + |23l

Ainda mais, aplicando inicialmente a 2 desigualdade triangular e em seguida a 1

desigualdade triangular obtemos (j& que —|zg + 23| > —| 22| — |23|),
|Zl+22+23| > |21|—|2’2+Z3| > |Zl|—|22|—|23| .
Assim, dados n niimeros complexos z1, ..., z,, concluimos que:

|Z1| = |Za| = ... = |Za| < |Z1+ ...+ Zn| < |zi|+ ..+ |2Zn]
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O limite de um Polinémio Real, no Infinito.

e Dado um polinémio de grau 1, P(x) = ax + b, com a e b reais e a # 0, o

grafico de P é uma reta, ou crescente (a > 0) ou decrescente (a < 0). Logo,

lim P(z) =00 .

Tr—>+o00

e Dado P(x) = ax?®+bx + ¢, com a,b e c reais e a #+ 0, o grafico de P é uma

parabola, com concavidade voltada para cima (baixo) se a >0 (a < 0). Logo,

lim P(z) =00 .

r—>+00
e Dado P(x) = apx™+a, 12" ...+ a1x +ag, com a,, ..., ag reais e a, # 0, temos

Ap—1 aq a
P(x):x"(an+ S+ +—0)
x

-1
x" Ty

e ainda, lim %=L =_ = lim -2; = (. Assim, concluimos que
x x

T—>£00 Tr—+00

lim P(z) = +o0,

T—>+00
com o limite sendo +oc0 ou —oo, dependendo do sinal de a,, se n é par ou

impar e, por ultimo, se o variavel x tende a +o00 ou a —oo.

Desta forma, dado um polinomio real, temos as quatro possibilidades :

lim P(r)=+0c0, lim P(r)=-0c0, lim P(r)=+c0 e lim P(x)=-o0.

T—>+00 T—>+00
Sumarizando as quatro possibilidades acima, escrevemos

lim |P(x)|=+00 .

|m|4>+oo
Consequentemente, vemos que a fungao |P(x)| satisfaz:
€ continua e positiva

tende a +o00 se x - —o0

tende a +00 se x — +00 .

Assim, intuitivamente comparando o grafico da fungao |P(x)| com um vale,
percebemos que o grafico de |P(z)| contém um ponto (zg,|P(x¢)|) que corres-

ponde ao “ponto mais baixo” deste vale. Isto é, existe um ponto zy tal que

|P(x0)| < |P(z)|, Ve eR.
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O Limite de um Polinémio Complexo, no Infinito.

Dado um polinomio complexo de grau n,
P(2) = an2" +ap 12"+ . +ayz+ay, a,#0,
comal ea?2 desigualdades triangulares para niimeros complexos obtemos
|IP(2)] > |anz"|=lan-12" — ... = |la12] = |aol.
Donde segue, ja que o médulo do produto (de nimeros) é o produto dos médulos,

1P 2 anll2l™ = lan-all2" = ... = |aa]l2] = |ao|.

Notemos que |z| é um nimero real positivo, assim como os nimeros |ay,|, ...|ao|
sao também reais e positivos e, ainda, o nimero |a,| é estritamente positivo.

Desta forma, pelo caso ja provado para polinomios reais concluimos que

lim |a,|[2]" = |an_1][2[" = ... = |ay||z| = |ao| = +oo .

|2|>+00
Em suma, gracas a tltima desigualdade acima, acabamos de constatar que

lim |P(z)| = +o0 .

|z|—>+00
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A Translagao na Variavel, P(z + z,), para um Polinémio.

Consideremos um polinomio complexo de grau n > 0,
P(z)=a,z"+..+a1z+ag, a, 0,

e zp um numero fixo qualquer em C.

Nao é dificil perceber (verificar) que:
. P(z+2zp) é um polinémio na variavel z,

pois expandindo a,, (z+29)"+...+as(z+20)%+a1 (2 +20) +ap obtemos um polinémio.

. P(z+2) é um polinomio com termo independente P(z),

pois computando o polinomio P(z+ z) no ponto z = 0 obtemos o nimero P(z).

. P(z+2y) é um polinomio com termo dominante a,, ,
pois expandindo
an(2+20)" + an_1(2 = 20)" 4 .. +ag(z +20)* +ar1(z + 29) + ag

vemos que o coeficiente do monoémio 2" (o de maior grau) é a,, m

Exemplo. Seja P(z) =723+522+32+4 e 2 = 10. Entdo,

P(z+10) = 7(2+10)* +5(2 +10)? +3(2 + 10) + 4 =
= 7(2* + 3022 + 300z + 1000) + 5(2% + 202 + 100) + 3(2 + 10) + 4 =
= 723+ (210 +5)2% + (2100 + 100 + 3) z + (7000 + 500 + 30 + 4) =
= 72°+ 21522+ 22032+ 7534 m
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O Monémio de Menor Grau k, com k> 1,

em um Polinémio nao Constante, é Destacavel (Evidenciavel).

Exemplos.
e Dado P(z) =) =723+ 522+ 3z + 4, destacamos z:

P(2) =4+ 2(3+52+72%).

Dado P(z) =8z*+ 723 + 522 + 4, destacamos 22:

P(2)=4+2*(5+72+82%) .

Dado P(z) =1027 + 925 + 623, destacamos z3:

P(z) = 2%(6+92% +102*) .

O polinémio P(z) = 1+22z* j4 apresenta o monémio de menor grau k, k > 1,

em destaque.

O polindémio P(z) = z'3 j& apresenta o monémio de menor grau k, k > 1,

em destaque.

O polinomio P(z) = 3 -4z j& apresenta o monomio de menor grau k, k > 1,

em destaque.

O polinémio P(z) = 5, ndo apresenta nenhum monoémio de grau k, k > 1.

Logo, tal polinomio nao se enquadra em tal analise.
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INICIO DA DEMONSTRACAO

A prova que apresentamos assume apenas a continuidade dos polinémios com-

plexos e as seguintes consequéncias da completude de R:

e Toda funcao continua f : D —» R, D um disco compacto em R?, assume

minimo em D (Teorema de Bolzano-Weierstrass).

e Existéncia de raizes quadradas de nimeros positivos.

Nas Observacoes Finais indicamos um artigo provando o TFA, sem radiciacao.

Raizes Quadradas
Como ¢é bem sabido, a equacao 22 = a +1b, a,b € R, é solivel em C e temos

a Va?+b? , a Va?+b?
+z = §+T+zsgn(b) _§+T’

com sgn(b) = — se b#0, e sgn(0) = 1.

S

Aplicando tal férmula repetidamente obtemos:

todas as 27 —raizes,j e N, dez=+le z=+i .

Com tal féormula obtemos as duas raizes quadradas de +1, -1, +i e —i.
Em seguida obtemos as quatro raizes quartas de +1, -1, +i e —i.
Em seguida obtemos as oito raizes oitavas de +1, -1, +i e —1.

Em seguida as 16 raizes de ordem 16 de +1, -1, +¢ e —i e assim por diante...
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Teorema Fundamental da Algebra: Seja P(z) um polinémio em C, com

grau(P) > 1. Entao,

(A) |P| assume um minimo em C, isto é, existe zy € C tal que |P(z)| > |P(20)|

para todo z € C.
(B) Para tal z temos P(z) = 0.
Prova. Seja P(z) =ag+ajz+... +a,z", com grau(P)=n>1e a, # 0.

(A) Analogamente a polinomios reais, os quais tendem ao infinito se a variavel
tende a +oo, temos que |P(z)| tende a +o0o se |z| tende a +oo. De fato,

aplicando a 2 e a 1 desigualdades triangulares, nesta ordem, temos

-

|P(2)| 2 |anz"| = |an12"" +... + a1z + ag| > |anz"|~|an-12 —layz| - |aol ,

e assim, |P(2)| 2 |an]|2[" = |ao| = ... = |an_1]|2|"" .
Ja vimos que o limite da expressao no lado direito desta ultima inequagao
tende a +oo se |z| - +oo. Portanto,

lim |P(z)|=+o0 .

|Z|—>+oo

Assim, pela definigdo do simbolo lim |P(z)| = +o0, existe um raio R > 0

|z‘—>+oo

tal que |P(z)| > |P(0)| se |z| > R e, como a fungao |P(z)| é uma fungao

continua no disco compacto centrado na origem D(0; R) = {z € C:|z| < R},

Figura 4: O disco compacto centrado na origem z =0 e de raio R.
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pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass segue que a funcao |P(z)| restrita a

tal disco D(0; R) assume um valor minimo em um ponto zg € D(0; R):
temos |P(z)| > |P(20)|, para todo z € D(0; R) .
Porém, também temos |P(0)| > |P(z0)| j& que 0 € D(0; R). Donde segue,
[P(2)| 2]P(20), VzeD(0;R)
[P()|>PO)],  VI[>R

[P(0)] 2 [P(z0)] -

O que prova a desigualdade
|P(2)| > |P(20)|, para todo z € C .

Isto é, zg é ponto de minimo global (ou, absoluto) da fungao |P(z)|.

A prova da afirmacgao (A) estd encerrada.
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Duas simplificagoes para provar (B).

(1 ) J& mostramos que P(z + z5) é um polindémio e que:

e O coeficiente dominante do polindomio P(z + zp) é o nimero a,. Logo,

o polinémio P(z + zg) também tem grau n.

e O termo independente do polindémio P(z + zy) é P(0+ 29) = P(2).
Assim sendo temos,

P(z+2) =P(z) +biz+ ...+ by_12"  +b,2", com bjis € C,e b, = ay,.

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que o valor P(zy) é

assumido em z = 0. Isto é, podemos assumir que zg = 0 e assim temos,

(1) IP(2)2 > |P(0)], VzeC .

(2 ) Sendo b, = a, # 0, j& vimos que existe o menor k € {1,....,n} tal que o
coeficiente do mondmio z*¥ (o nimero by) é nao nulo. Entao, evidenciando

2% obtemos a simplificacao abaixo para o polinémio P.:

(2) P(z) = P(0)+z*Q(z), onde @ é um polinémio e Q(0) =b; 0.
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Iniciemos entdo a prova de (B).

Introduzamos a notagao tradicional para o circulo unitario centrado na origem:
St={weC: |w|=1}.

(B) Para todo r >0 e w € S! temos, utilizando (1), |[P(rw)|? > |P(0)|? e por (2),

|P(0)+r* Wk Q(rw)|” = [PO)[ = [ P(0)+r*w*Q(rw) ][ P(0) + rFwFQ(rw) | - | P(O)[ > 0 ,
que simplificando nos fornece,
ZTkRe[kaQ(rw)] + r2k‘Q(rw)‘2 >0, Vr>0,YVweSt,
e entao, dividindo por r* > 0 e fixando w € S! obtemos
2Re[WQ(rw)wk] + Tk|Q(rw)‘2 >0, VYVr>0,

com a expressao no lado esquerdo continua em r € [0, +o0]. Logo, em r =0

temos

(3) 2Re[ P(0)Q(0)w* ] >0, w arbitrdrio em S* .

Seja o = P(0)Q(0). Fatorando poténcias? de 2 escrevemos k = 2/m, com m
impar. Substituindo w =1 em (3) temos Re(«) > 0. Escolhendo, como pode-
mos, w tal que w? = -1, temos wk = (ij)m = -1 e concluimos Re[a] <0 e
portanto, Re[a] = 0. Escolhendo, como também podemos, um complexo

w tal que w? = i obtemos wk = (ww) =M = 45 ¢ O

= F; e entao,
substituindo os valores w e @ em (3) obtemos a dupla de desigualdades

Re[+ai] = FIm[a] > 0. Portanto, a =0 e, como Q(0) # 0, P(0) =0.

A prova de (B) esta encerrada. A prova do TFA estd encerrada m

2Exemplos: 38 = 21.19, 12=22.3, 17=20.17, 96 = 25.3, 168 = 25.21, 172 = 22.43, 256 = 25,

etc.
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(01)

(02)

03)

(04)

(05)

OBSERVACOES FINAIS.

Uma prova bastante facil, porém utilizando trigonometria, de que (3)

implica P(0) = 0, é obtivel através da Férmula de Moivre
(cos +isenf)™ = cosnf +isennf, neN, efeR .
Considerando w = cos + isenf) € S1, escolhemos valores de 0 € R tais que

W = coskf + isenkf, k como acima, valha +1e +i .

Assim, escrevendo P(0)Q(0) = a +ib, com a,b € R, obtemos,

=0 — 2a>0 9=?=’—2a20
Hzﬁ:—%z() G:ﬁ: 26>0 .
2k 2k

Logo, a=b=0e P(0)Q(0) =0, o que implica P(0) =0 =

O termo “nimeros imaginarios” deve-se a René Descartes. O termo “ntimeros
complexos” é devido a Gauss. Tais terminologias sao hoje consideradas ina-

dequadas. Porém, na falta de algo melhor, continuamos com elas.

Para uma prova do TFA que mantém todas as restricdes da prova acima
e, adicionalmente, elimina completamente a utilizacao da radiciacao, vide

The Fundamental Theorem of Algebra: From the Four Basic Operations,
Oswaldo Rio Branco de Oliveira, arXiv: 1110.0165v1 [math.CA] 2 Oct 2011.

Para uma versao atual da belissima prova de Argand, vide Terkelsen [25].

Para uma versao atual da 1 prova de Gauss, vide Jong [11].
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(O6) Paisagem Analitica de uma fun¢do f : C - C é o grafico no espago

tri-dimensional da fungao |f(z)|. Abaixo vemos o gréifico da fungao

|cosz|, onde |z| < 1.

Figura 5: O gréfico da funcao |cosz|,|z| < 1
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