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LISTA 9 DE EXERCICIOS

Resolva, no minimo, os onze exercicios marcados com asterisco.

E1* Geométricamente, ¢ : (a,b) - R é convexa se restrita a todo [z, 73], seu
grafico estd abaixo do segmento (corda) unindo (xl,cp(xl)) a (arg,cp(xQ)).

Para simplificar, fixamos um arbitrario [z, x2] c (a,b).

Y=oz

(22, 0(x2))

(21,9(21))
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Figura 1: Gréfico de y = p(x) convexa e do segmento linear y = L(x) (corda).

(a) Sao equivalentes as seguintes definigoes de convexidade para :

(i) p(z)<T(x) = w(x—xl)ﬂp(m), para todo x € [x1,72].

(ii) gp()\a:1+(1—)\)x2) < Ap(x)+(1-N)p(x2) para todo A€ [0,1].

) o(t) — (1) < p(a2) —p(2) para todo xy <t < 9.

(iii

t_l'l B ,’L‘2—t
1 1
(iv) ¢ (ﬂ + ﬁ) < S0(3U1)+90(%2) para todos p1,ps > 1 com —+— = 1.
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Sugestdo: (ii) (a defini¢ao usual) é trivialmente equivalente as demais.

(b) ¢ é convexa em (a,b) se e somente se

o(s) —p(x1) < p(w2) - o(t)

se s, t€[xry,zo] com s#*xy et+xs.
s—I To—1t

Leitura: a corda sobre [¢,22] tém maior inclinagdo que a sobre [z1, s].
(c) Desigualdade (discreta) de Jensen. Seja ¢ convexa em (a,b) e as
sequéncias {x;}7 c (a,b) e {p;}}, com p; >0 e Xp; > 0. Temos,
(p(zpjl'j)  Zpip(;)
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(d) Se ¢ é diferencidvel entao ¢ é convexa se e somente se ¢’ é crescente.
Dica: (a)(iii).
(e) Mostre que ¢ é convexa em (a,b) se e somente se, ¢ é continua e

S0(5131 -2%2) < 90(931)590(172)’

quaisquer que sejam x1, T3 € (a,b).

(f) SejaT'={p:(a,b) - R, tal que  é convexa}. Entao, I' é um cone (al-
gebricamente fechado para soma e multiplicagdo por escalar positivo)
fechado na topologia da convergéncia simples. O supremo, se finito,
de uma familia de fungdes convexas em (a,b) é uma fungao convexa.

O minimo de duas fungoes convexas nao é necessariamente convexa.
(g) Seja ¢ duas vezes diferencidvel. Entao ¢ é convexa se e s6 se ¢” > 0.
(h) Verifique se sdo ou nao sao convexas as seguintes fungoes:
(i) 2P, onde p>1 e xz € (0,+00)
(i) e onde x € (—o0, +00)
(iti) In () = -Inz, onde z € (0, +o0).
(i) Sejam a,b>0e p,p’>1, com %+ :z% =1, entao

7

aP  bp
ab < —+—.
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Mostre que vale a igualdade se e somente se a? = b?'.

(j) Se @ é convexa em (a,b) e 1 é convexa e nao decrescente em go((a, b)),
oy éconvexa em (a,b).
(k) Se ¢ >0 e logy é convexa entao ¢ é convexa.
(1) Se ¢ é convexa em (a,b),
¢ € de Lipschitz em subintervalos compactos.

Sugestdo: Procure um argumento unificado para (d) e a “ida” de (e).
Uma fungao F': X - Y entre dois espagos métricos (X,dx) e (Y, dy)

¢ de Lipschitz se existe um M >0 (a constante de Lipschitz) tal que

dy(F(.I‘l),F(l‘g)) < Mdyx(x1,72), quaisquer que sejam 1, Ts € X.



E2* Desigualdade Integral (simples) de Jensen. Consideremos duas fungoes

fip: K - (a,b), com K cR e compacto e (a,b) cR , com p e fp Riemann

f pdx > 0.
K

Se ¢ é convexa em (a,b) entao,

sO(IKfpdx) . [ e(f)pda |

integraveis, p>0 e

[ pdx [ pda
Dica: Fixo tg € (a,b), existe a € R, com ¢(t) — ¢(to) > a(t —tg), Vt. Faca
Jx fpda
fo= LTy
0 prdw € f(.?;)

e multiplique por p. Observe que y(t) = ¢(to) + a(t —1ty) é uma reta suporte
de gréfico(y) [o gréafico de ¢] no ponto (to, ¢(tg).

Interpretacio fisica-geométrica: Como Azq+(1-)\) x5 é o centrdide das massas
A e (1- M) localizadas em x; e x5, a fungao ¢ é convexa se seu valor no
centréide é menor, ou igual, que a média ponderada dos valores p(z1) e
©(x2). A desigualdade integral de Jensen generaliza este fato: se u é a
distribuicao de massa
w(E) = f fp.
E
entao
Jic Ip
Jxp
.[K o(f)pdx
[ pdx

E3* Seja ¢ : (a,b) - R convexa. Mostre que suas derivadas laterais sao finitas

é o centroide desta massa e

= [ o(x)dp é a média ponderada de .

em todo ponto e, ainda,

(@) D () = lim <P($+h]1—<P($) < Dp(a) = m p(x) —s;(rc—h) va.
(b) D*y e D~y sao mondtonas crescentes.

(c) Drp(z) <D p(y), sea<z<y<b.

(d) D*y e D~p sao continuas q.s. e, nos pontos de continuidade,

D*o=Dp=¢".

(e) ¢ é de Lipschitz em subintervalos compactos.



SECAO 3.5, p. 107-109
27*% Sejam F e G funcoes de R em R ou de R em C. Sejam —oo < a < b < +0o0.
(a) Se F': R - R é crescente e limitada, entao F' € BV. Ainda,
Tr(z) = F(z) - F(—00).

(b) BV é um espago vetorial complexo.
(¢) Se F:R — C é diferencidvel e F' é limitada, entao F € BV ([a,b]).
(d) Se F(x) =sinz, entao F' € BV ([a,b]) e F' ¢ BV.
(e) A fungao
F(z) = xsin%, sex #0,
0, se x =0,
é continua mas nao pertence a BV ([0,b]) ou a BV ([a,0]), sea<0<b.
28* Sejam F € NBV e G() = |ur|((~o0,2]). Prove que |ur| = pir,., verificando
a identidade G = Tr. Como sugestao, use o seguinte roteiro:
(a) TF < G.
(b) |pr(E)| < pr.(E) se E é um intervalo e, portanto, se E é boreliano.

(¢c) |ur| € pry, portanto G < T.
29. Se F' e NBV assume valores reais, entao
[y =[P € g =[N,
onde P e N sao as variagoes positiva e negativa de F.
30. Construa uma funcao crescente R — R e descontinua somente em Q.
31. Sejam

F(x) = 2 Sin(é) e G(r)=2? sin(%

), para x+0 e F(0)=0=G(0).
Mostre que

(a) F e G sao diferenciaveis em R.

(b) F e BV([-1,1]), mas G ¢ BV([-1,1]).



32. Se F\, F;,...,F e NBV e F,, > I pontualmente, entao T < liminf 7%, .

33* Se f:R - R é crescente, entao
b
1O - @) [

34* Sejam F,G € NBV e —oo <a < b< oo.

(a) Adaptando a prova da Férmula de Integracao por Partes, mostre que

F(x)+ F(x+) G(x) + G(x+) ~
f[ G + f[ g R () =

= F(b)G(b) - F(a-)G(a-).

(b) Se nao houver pontos em [a,b] em que F e G sao ambas decontinuas,

mostre que

FdG + f[ , GF = FO)G(0) ~ F(a-)G(a-).

[a,b]

35% Se F' e G sao absolutamente continuas em [a,b], entao FFG também o € e:
b
f (FG' + F'G)(x)dx = F(b)G(b) - F(a)G(a).

36* Seja G : [a,b] = R continua crescente, G(a) =c e G(b) =d.
(a) Se E c [c,d] é um boreliano, entao
m(E) = (G- (B)).

Dica: considere primeiro o caso em que E é um intervalo.

(b) Se f é Borel-mensuravel e integravel em [c,d], entao

[ 1= [ 5(c@))ic()
Em particular,
[ rwy= [ f(a@)e @y

se G for absolutamente continua.

(c) O item (b) nao vale, em geral, se G for apenas continua pela direita.



37. Seja F': [a,b] - C. Sao equivalentes:

(a) F' é Lipschitziana com constante de Lipschitz M.

(b) F é absolutamente continua e |F'| < M q.s.

38* Seja f : [a,b] — R. Considere o grifico de f como um subconjunto de C.
Isto é, identifique C = R2. O comprimento L de tal gréfico é, por definicao,

o supremo dos comprimentos de todas as poligonais inscritas no mesmo.

(a) Seja F(t) =t+if(t). Entao L é a variacao total de F' em [a,b].

(b) Se f for absolutamente continua, entao

L= fb[l + f'(t)?]Y2dt.

42* Uma funcao F : (a,b) - R, com —co < a < b < oo, é dita convexa se,

quaisquer que sejam s,t € (a,b) temos
F(As+ (1=X\)t) <AF(s)+(1-\)F(t), para todo A€ (0,1).

Geometricamente, isto significa que quaisquer que sejam s,t € (a,b), o

grafico de F fica abaixo do segmento que passa por (s, F(s)) e (t, F(t)).

(a) F é convexa se e somente se quaisquer que sejam s,t,s',t' € (a,b) tais
que s<s'<t'es<t<t temos
F(t) - F(s) c F(t") - F(s")
t-s = t-s

(b) F é convexa se e s6 se F' é absolutamente continua em todo subintervalo

compacto de (a,b) e F' é crescente (no conjunto onde estiver definida).
(c) Se F for convexa e ty € (a,b), entao existe [ € R tal que para todo
t € (a,b) temos
F(t) - F(to) > 8(t - to)-
(d) Desigualdade de Jensen. Sejam (X, M,u) um espago de medida
com p(X) = 1, uma funcao g : X - (a,b) em L'(p), e uma funcio F

convexa em (a,b). Entao,

F(/gdu)SfFogdu.

Sugestao: Ponha ty= [ gdu e t = g(z) no item anterior e integre.



