MEDIDA E INTEGRACAO - MAT 5798 - IME 2016

Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira
LISTA 5 DE EXERCICIOS

SECAO 2.5, pp. 68-69

45. Sejam (X, M;) espacos mensuraveis, para j = 1,2,3. Entao
3
®Mj = (M1 ® Mz) Q Ms.
j=1
Ainda mais, se p; é medida o-finita sobre (X;, M;) entao

fa X pp X pig = (pin X po) X 3.

46. Sejam X =Y =[0,1], as o-dlgebras M = N = By 1], a medida de Lebesgue

i e a medida de contagem v. Seja
D ={(z,z): x€[0,1]}, a diagonal de X xY.

Entao, sao distintos os valores das integrais

/[XDd,UdV, [[xpdl/d,u e fXDd([LXI/).

Dica: para computar [, xpd(vxv) = (uxv)(D), veja a defini¢ao de pxv.

49. Prove o Teorema 2.18 nas notas de aula (Theorem 2.39 in Folland p. 68)
Sugestao: Use o Teorema 2.17 Fubini-Tonelli nas notas de aula (Theorem
2.37 in Folland p. 67), a Proposi¢ao 2.7 (Proposition 2.12 in Folland p. 48)

e os seguintes lemas (e prove tais lemas):
(a) Se Ee M®N e (uxv)(FE) =0, entdo v(E,) =0 = u(EY) para quase
todo x e quase todo y.

(b) Se f é L-mensuravel e f =0 A-q.s., entdao f, e f¥ sdo integraveis para

quase todo x e quase todo y, e

[ fev= [ prap=o

para quase todo x e quase todo y. (Aqui, as completudes de p e v sdo

necessarias. )



50. Sejam (X, M, u) um espago de medida o-finita e f € L*(X). Defina

Gr={(2,y) e X x[0,00]: 0<y< f(x)}.

Entao Gy ¢ M ® Bg-mensuravel e

(0 m)(Gp) = [ fdn.

O mesmo vale se na defini¢do de Gy usarmos as desigualdades 0 <y < f(x).
Sugestdo: para mostrar que a regiao Gy é mensurdvel, note que a aplicagao
(z,y) » f(z) -y é a composi¢ao da fungao (z,y) — (f(x),y) com a funcao
(z,y) » z—y. Este resultado mostra o teorema: A integral de uma fungao

é a area da regiao abaixo do grafico.
51. Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida arbitrdrios (ndo necessari-
amente o-finitos).

(a) Se f: X >Ceg:Y — C sao mensuraveis e a fungao h: X xY - C é
dada por h(z,y) = f(x)g(y), entao h é M@N-mensuravel.

(b) Se feL'(n) e ge L' (v), entdo he L' (uxv) e

fhd(uxu)z(ffdu)(fgdu).
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SECAO 2.6, pp. 76-77

Seja E'=[0,1] x [0, 1]. Investigue a existéncia e a igualdade das integrais

[sam, [ [ pdeaye [° [ fe v

para as seguintes funcoes f.

2222
(a) f(z,y)= m
(b) f(x,y)= (1_+y)a, onde a > 0.
(C) f(xay) = ( 1%)3 se 0 < Yy < |ZE - %| € f(l',y) = ( caso contrario.

Seja f Lebesgue-integravel em (0,a). Verifique as afirmagoes abaixo.
(a) Estd bem definida a funcao g(z) = [, @dt, para z € (0,a)
(b) A funcao g é integravel em (0,a) e [, g(z)dz = [, f(z)dz.

Seja f(z) = 222, Verifique as afirmagdes abaixo.

(a) Jo |f(z)lda = oo.

. b
(b) lim J f(x)dz = 5.
Sugestao: Integre e=*¥sinx com respeito a x e a y; em vista do item

anterior, deve-se tomar algum cuidado ao tomar o limite para b — oo.

Mostre que

['(2)['(y) fl -1 -1
Sl XV =101 _ )Y )
T(z+1) . t* (1 -t)Y""dt, para x,y >0

Sugestao: Reveja a definigdo de T', escreva I'(z)['(y) como uma integral

dupla e use o argumento da exponencial como nova variavel de integracao.
Se f é continua em [0,00), para a >0 e x >0, seja
1 x
If(x :—[ z-1)* 1 f(t)dt.
£@) = gy Jy =)
A fungao I,f é chamada a-ésima integral fracionaria de f. Verifique:

() Inssf =Ia(Isf), para todos o, B > 0. (Use o Exercicio 60).

(b) Se neN, entao I,f é uma primitiva de ordem n de f.



