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52 LISTA DE EXERCICIOS

1. Determine sup X ,inf X, max X e min X em cada um dos seguintes casos:
a) X =la,b[, Ja,b], [a,b] ou [a,b]; coma,beRea<b.
b) X =] -o0,a], [a,+oo[, ]-o00,a] ou X =]a,+oo[; com a€eR .
c) X={2"|neN} e X={2"|neN}u{0}.
2. Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios de R, com X c Y. Verifique que
inf Y <inf X <sup X <sup Y .

3. Seja X e Y subconjuntos nao vazios e limitados em R. Definamos o conjunto

X+Y={z+y:xeX eyeY}. Verifique as afirmagoes abaixo.
(a) X +Y é limitado
(b) sup(X +Y) =sup X +supY
(¢) mf(X+Y)=inf X +inf Y.
4. Seja X um subconjunto nao vazio de R. Suponha que X ¢ limitado inferior-

mente e defina =X = {-x | z € X'}. Verifique que o conjunto —X é limitado

superiormente e que sup (-X) = —inf X.

5. Seja X um subconjunto nao vazio e limitado em R. Dado ¢ € R* = (0, +00),

mostre que o conjunto cX = {cx | z € X} é limitado e
sup (¢X)=csup X e inf(cX)=cinf X .
Enuncie e verifique o que ocorre se ¢ < 0.

6. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios e limitados em R% = (0, +00). Defina

X Y:={ay|xeX e yeY}. Verifique que X -Y é limitado e que
sup(X -Y)=sup X supY e inf(X Y)=inf X inf ¥ .

Atencao: esta observacao é importante.



7. Calcule, caso exista, lim a, para
n—>+oo

(a) a, = "2int, (b) an =i+ 1- /1.
(c) an=f1nx%dx,oz21. (d) an=f0nﬁd$.
(e) anzg/#ﬁ. (f) an = seni.

(g) an=nsen . (h) a, = +sen(n).

8. Sejam (x,) e (y,) sequéncias limitadas em R. Verifique que
(a) liminfz, +liminfy, <liminf(z, + y,)
(b) limsup(x, +y,) <limsup z,, + limsup y,
(¢) liminf(-z,) = —limsup x,, e limsup(-x,) = - liminf z,.
Ainda mais, se z, >0 e y, >0, Vn e N, entao
(d) (liminf 2, )(liminf y,,) <liminf(z,y,)

(e) limsup(z,y,) < (limsup z,)(limsup y, ).

9. Mostre que a sequéncia v2,V2+v2,\/2+V2+V2, ..... é convergente a 2.

10. Calcule:

(a) lim (”*2)n (b) lim (1+f)n (z € R)

n—+oo \ 1, + 1 n—>+oo n

n—»>—oo n

() lim (1 . f)n (z €R)

11. Suponha que lim a, = a. Verifique que:

n—>+o0o

(a) lim =a.
n—+oo n

(b) lim /aias.....a,=a, sea>0ea,>0,YneN.
n—+0o

Sugestao: Em (b), utilize a fun¢ao logaritmo natural e o item (a).

12. Calcule lim a, para

n—>+00

[—

l+i+1+..

(a) a, - 3 x ) an:2+\/§+f/§+ ...... +{‘/§'

n n

Sugestao: Utilize o exercicio 13.



13. Sejam a >0 e b> 0. Mostre que

lim Va" +b" = max(a,b) .

n—+oo

14. Calcule os limites da razao, lim 2L e da raiz, lim {/a,, ou pelo menos
) an it )

n—+oo

um deles, em cada um dos casos abaixo.

|
(a) a,= n (b) a,=n
nn
1 1
(C) an_ﬁ 7p€R7 (d) an = (hl n)p

15. Seja (a,) c R, a, > 0. Mostre que

im &L — lim va. =L .

n—>+eo (., n—>+0o

Retorne ao exercicio 14 e, se necessario, complete-o.
16. Mostre que se limz, =0 e (w,) é limitada entao, lim z,w, = 0.

18. Seja p(z) =ap+ar1z+--+a,z", neN, n>0, e a; €C, para j=0,...,n. Seja

zo arbitrario em C. Mostre que existem coeficientes by, ..., b, em C tais que
p(2) =bo+bi(z—2) +--+b,(2—2)" ,VzeC.

Sugestao: escreva p(z) =p(z -z + 20)-



