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Proposicao 1. A sequéncia numérica a,as,as, ay,. .., onde
1 1 1 1
ap,=1+—+—+—+-+-+—, para todo n € N,
120 3! n!

é crescente e satisfaz a desigualdade a,, < 3, para todo n € N. Logo, a sequéncia
numérica (a, )y € crescente e limitada e portanto convergente a um nimero real.

Prova.

E claro que n! =1.2.3...(n—1)n > 271, para todo n > 1. Logo,

1 1
— <
n! = 2n-1
11 1 1 1 1 -5
1+(—+—+—+--~+—)§1+(1+—+---+ )§1+ 21 <3s
120 3! n! 2 2n-1 1-3

Proposicao 2. A sequéncia numeérica

(-3))...

é crescente e limitada por 3. Logo, tal sequéncia é convergente a um nimero real.

Ainda mais, tal sequéncia numérica satisfaz

\" 1 1 1
(1+—) <1+1+—=+—=+--+—, para todon € N.
n 21 3! n!

Prova.

Pelo binomio de Newton temos,

(- 500

Destaquemos nos coeficientes binomiais o fatorial de p, para p > 1,
n n! n(n-1)..2.1 1
( ): ; = ( ) ' —':[n...(n—p+1)]
p/  pl(n-p)! (n-p)t p!

Reintroduzindo n? no denominador obtemos,

o (=t ) 0-0) ()

1
]ﬁ.




As n + 1 parcelas da forma
presentes na expansao de

sao multiplas positivas de
E.
1

Se n cresce, o numero de parcelas e o coeficiente de -7 crescem e assim a

sequéncia numérica (b, )y é crescente.

Por outro lado, a identidade (*) garante

bnS1+1+l+i+...+i_
ST oy

Pela Proposigao 1 entao segue b, < 3, para todo n.

Logo, a sequéncia numérica (b,) converge a um nimero real #

Teorema 3. Vale a seguinte identidade

1 n 1 1 + 00 1
hm(1+—) = lim (1+1+_++_):Z_
n—>00 n n—+0o 21 n! ~ n!

Prova.
o A desigualdade direta. Na Proposicao 2 vimos que
1\" 1 1 1
(1+—) <1l+1+—=+—=+--+—, para todoneN.
n 21 3! n!

Donde segue a desigualdade

lim (1+l) < lim (1+1+l+---+l).

neo U oo 9! n!

Esta provada a desigualdade direta.



o A desigualdade reversa. Observemos que
n  p=n
(+3) -2()%
n p=0 \P npk

DL n-D@=) 1 e Do (n-D] 1
2 n? 3! n3 n! nn

:1+1+l(1_l)+l(1_l)(1_2)+...+l(1_l)...(l_”_‘l)_
21 n 3! n n n! n n

Fixemos m tal que m <n. Entao segue
1 n

(1 + —) >
n

> 1+1+l (1 - l)+l (1 - l) (1 - 2)++i (1 - l) (1 o 1) .
21 n) 3! n n m) n n

A seguir, impondo n — +o0 concluimos que

1\" 1 1
lim (1+—) >1+1+—+--+—, para todo meN.
n—+0o0 n 2! m'

A seguir, impondo m — +oco obtemos

1\" 1 1
lim (1+—) > lim (1+1+2—+---+—).

n—>+0o n m—+00 ! m!

Isto é, provamos que

1\" 1 1
lim (1+—) = lim (1+1+—+---+—)+
n—+o0o n m—+o0o 2[ m|
Definicao. O niimero de Euler é
e=tim (1+3)" = lm (L+1+g+-+3).




