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Seja 2 um aberto conexo em R? = {(z,y) : z € R e y € R}. Fixemos no espago
vetorial R? a base candnica ordenada.

Definigoes. Seja F': Q2 - R? o campo vetorial

F(x,y) = (M(x,y),N(z,y)),

com M :Q—-Re N:Q - R as coordenadas do vetor F(z,y) em relacio a base
canonica do plano. O campo vetorial F' é um campo gradiente se existe uma

fungao escalar diferencidvel (ou campo escalar diferenciavel) V' : 2 - R tal que
VvV =F.

O campo escalar V' é dito um potencial para F'.

Definigoes. Sejam M : Q2 > R e N : Q — R duas func¢oes quaisquer. A expressao
M (z,y)dx + N(z,y)dy

indica uma forma diferencial. Dizemos que tal forma diferencial é exata se
existe uma funcao escalar diferenciavel V' : {2 - R tal que o diferencial dV' da

funcao V' coincide com a forma Mdx + Ndy. Isto é,

av = a—vdx + a—vdy = Mdx + Ndy
Ox Jy
ou, ainda,
0
[0
& =N.

Pelas definigoes acima temos que a forma diferencial Mdz + Ndy é exata se e
somente se o campo vetorial associado F' = (M, N) é um campo gradiente.

Dada f = f(x,y), escrevemos também f, = df/0x e f, = 0f/0y.

[O resultado que segue é estendivel a abertos simplesmente conexos. Vide
Guidorizzi, H. L., Célculo Vol 3, 5 ed., LTC, 2002.]



Teorema. Seja R um retangulo aberto, nao vazio, e com lados paralelos aos

eixos coordenados de R?. Sejam M, N, M, e N, fung¢ées continuas em R. Entao,
Mdx + Ndy é exata <= M, = N,.
Prova.

(=) Neste caso, existe F' : - R diferencidvel com F, = M e F, = N.
Logo, F,, = M, é continua. O teorema de Schwarz (versao forte, vide
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SchwarzTheorem.pdf) garante
que Iy, existe e I, = I, Isto prova N, = M,.

(<) Fixemos um arbitrério ponto (a,b) no retangulo R. Seja (z,y) um ponto
qualquer no retangulo R. Consideremos o caminho de integracao formado
pelo segmento horizontal de inicio em (a,b) e fim em (x,b) justaposto ao

segmento vertical de inicio em (z,b) e fim em (x,y). Vide figura abaixo.
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Figura 1: Tlustragao ao Caminho de integracao.

Definamos F': 2 - R por
@ y
F(z,y) = f M(t,b)dt + [ N(z, s)ds.
a b

Computemos F; e F,,. Apliquemos o teorema fundamental do calculo (TFC)
e também a regra de Leibniz para a derivagao sob o sinal de integracao [vide
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL.pdf].
Pelo TFC, ¢ claro que Fy(z,y) = N(x,y). Ainda mais,

F.(x,y) =M(x,b)+[byNz(x,s)ds
= M(x,b) + v/l:yMy(x,s)ds
= M(x,b) + M(x,y) - M(z,b)
=M(z,y)+
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