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No plano euclidiano consideremos dois pontos (focos) distintos F; e Fy.

ELIPSE

(1) Se 2a é um comprimento fixo e maior que a distancia entre F} e Fy, o lugar
geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a F} e Fy é 2a é

uma elipse.

A equagdo padrao da elipse é, em coordenadas cartesianas adequadas,
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x——i—y— = 1, ondea>0eb>0.
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Figura 1: Desenho de uma elipse no plano euclidiano (& esquerda).

Desenho de uma elipse no plano cartesiano (a direita).

Prova.
Seja s a reta pelos focos (desenhe) e O o ponto médio entre os focos.
Trace por O a reta t, perpendicular a s e mediatriz do segmento FiF5.

S6 hé 2 pontos em t com soma das distancias a Fy e Fy igual a 2a (ambos

distam a de cada foco) e simétricos em relagao a reta s (contém os focos).

Por semelhanca de triangulos é facil ver que se P é um ponto da elipse,
~ / . 7’ . ~ Y 7’ N
entao o ponto P’; o simétrico de P em relacao a reta s, também pertence a

elipse. Logo, a elipse é simétrica em relacao a s.



Para o mesmo P, temos que o ponto P”, simétrico de P em relacao a reta t
(perpendicular ao segmento F Fy), também tem a propriedade: a soma de

suas distancias aos focos Fj e F5 é 2a.

A figura tem eixos de simetria perpendiculares (¢ e s) e um centro natural.
Para desenhé-la, escolhamos um sistema de coordenadas cartesianas Ozy
tal que Oz, o eixo x, corresponda a reta t, Oy a reta s e adotemos O, o

ponto médio entre os focos, como a origem. Assim O = (0, 0).

Nesse sistema temos os seguintes elementos para uma elipse (vide figura):

Figura 2: Focos, Vértices e Polos - Elipse

e Focos: F| = (¢,0) e Fy = (—¢,0), com ¢ > 0.
o Vértices: A1 = (—a,0) e Ay = (a,0).

e Polos: By = (0,—b) e By = (0,b), com b > 0.
e Eixo maior: A4;A,.

e Eixo-menor: By Bs.

e Semi-eixo maior é o nimero a.

e Semi-eixo menor é o nimero b.

e Distancia focal é o nimero 2c.

e Semi-distancia focal é o nimero c.

semi-distancia focal 1
semi-eixo maior :

e Excentricidade é o nimero e = g =




E claro que temos os comprimentos |BoF| = [BoFy| = a. Donde segue
(1)  a*=b"+c

A equacao da elipse adquire entao a forma:

2) VE-?+y2+V(r+c)?+y2 =2
Isolando o segundo radical e efetuando o quadrado obtemos
(z+c)*+y? = (2a—+/(z — )2 + 12)? = 4a*—dar/(z — ¢)? + 2+ (v —c)*+y°

e assim,

dar/(x — )2 + y% = 4a* — dew

e entao chegamos as equacoes

(3) [PRl= V- tiP=a-"a
a

(®|FE¢:¢@+@2+w:a+§x
onde (4) é obtida de (3), pois |PFy| = 2a — |PF}].
O quadrado das equagoes (3) e (4) fornecem as equagoes

2
2

c
7 F2cx + cz—i-y2=oz2 ¥ 2cx + —2:152
a

e simplificando,

ou
= 1.

2 a2 — 2
Lembrando que a? = b* 4 ¢? obtemos, finalmente,

LE‘Q y2
() S+ =1L

Mostramos que (2) implica (5).

Nao é dificil verificar que (5) implica (2) e assim, adotamos (5) como forma

reduzida (padrao) da equagao da elipse.



HIPERBOLE

(2) O lugar geométrico dos pontos do plano cujo valor absoluto da diferenga de
suas distancias aos focos F) e F, é constante e igual a 2a, onde a > 0, é

uma hipérbole.

A equac3do padrao da hipérbole é, em coordenadas cartesianas adequadas,

a,b>0.

Observacao 1.

Se um ponto P, no plano, forma um triangulo com os focos (isto é, P, Fy e I}

nao colineares), pela desigualdade triangular temos |PFy| < |PFy| + |F1 Fy|.
Logo, |PF\| — |PF,| < |F1F,| e, analogamente, |PFy| — |PFy| < |F1F;.

Assim,

| |[PFi| — |PFy| | < |F1F3.
A condigdo de existéncia da hipérbole é entao: 2a < |F|F}|.
Observagao 2.

Para um ponto P na hipérbole temos
|PF1| — |PF2| = 2a ou |PF2| — |PF1| = 2a.
Assim, a equacao da hipérbole, nao utilizando coordenadas, €,
(H) |PF| — |PF;| = £2a .
O ramo direito (esquerdo) da hipérbole é obtido atribuindo o sinal + (—) na
equagao (H).
Prova.

Seja Oxy um sistema de cooordenadas cartesianas com o eixo x contendo
o segmento F} Fy e por eixo y a reta mediatriz deste segmento. Vide figura

na préxima pagina.



Supondo |F1 Fp| =2¢ (0 < a < ¢) temos : F|; = (¢,0) e F; = (—¢,0), ¢ > 0.

Figura 3: Hipérbole-Focos

Por (H), a equagao da hipérbole em coordenadas cartesianas é,

W) e+ Pty —a— o+ = £2.

Passando o segundo radical para o segundo membro e entao elevando ao

quadrado obtemos
(z+c)+9° = [F2a+ |PF|)? = 4a* £ 4a|PF | + (x — ¢)* +y*,
donde
4ex = 4a® + 4a|PF|

e entao, as férmulas dos raios focais sao

@) PR = V=P + =+ (-x—a)

3) PRl = Vz+o2+y2 = i(Ex—i-a) ,
a

onde (3) é obtida de (2), visto que |PFy| = |PFi| %+ 2a. Procurando manter
uma notagao salientamos que, assim como em (H), o sinal positivo corres-

ponde ao ramo direito da hipérbole e o negativo ao ramo esquerdo.



Os quadrados destas equagoes (2) e (3) fornecem

2
C

? F2x + &+ Y = 51 T2 + d
a

2 2
c—a
_ 22— = 2 g2
a

Z )
(4) 9—02_a2:1.

que reduzimos a

ou

Pela condicao de existéncia, 0 < a < ¢, temos ¢ — a? > 0 e escrevemos,
= —a® ouc®=a’+b

[vide triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa ¢ na Figura 3 a

seguir| e substituindo em (4) encontramos

.’172 y2

Mostramos que (1) implica (5). Nao ¢ dificil verificar que (5) implica (1) e

assim, adotamos (5) como forma padrao da equagao de uma hipérbole.

Elementos de uma hipérbole:

e Focos: F} = (¢,0) e Fy = (—¢,0), com ¢ > 0.
e Centro: o ponto médio do segmento FjFs.
e Vértices: A; = (a,0) e Ay = (—a,0), com a > 0.

e Eixo real: o segmento A;A; e, também, o comprimento, 2a, deste

segmento.
e Semi-eixo real: o nimero a.
e Eixo principal: a reta contendo os focos e o eixo real.

e Eixo transverso ou imaginéario ou conjugado: a reta mediatriz de eixo

real.
e Distancia focal: o numero 2¢ = |F} F3|.

e Semi-distancia focal: o numero c.



e Semi-eixo transverso: o nimero b > 0 definido pela relacao b* = ¢ —a?.

e Assintotas: as retas y = gx ey = —gsv.

semi-distancia focal > 1
semi-eixo real :

e Excentricidade: é o numero e = g =

Note também o triangulo retangulo de vértices em (0,0), (a,0) e (a,b).

Eixo congugado
y=blax -~

| Assintotas\ -
.

-

Figura 4: Elementos da hipérbole i—; — Z—; =1

A figura abaixo destaca o denominado retangulo fundamental.

Figura 5: Retangulo fundamental e assintotas da hipérbole - % =1
a b



PARABOLA

(3) Fixados no plano euclidiano, um ponto F' (foco) e uma reta d (reta diretriz),
com F' ¢ d, o lugar geométrico dos pontos tais que suas distancias ao foco

F' e a reta diretriz d sao iguais é uma parabola.

A equacdo padr3o da pardbola é, em coordenadas cartesianas,

z? = 4py, onde p > 0.

Observacao.

A pardbola é simétrica em relacao a reta pelo foco F' e perpendicular a
diretriz d. Esta reta pelo foco éo eixo de simetria da pardbola. O ponto
médio entre o foco F' e a projecao de F' sobre d (isto é, o ponto equidistante
entre o foco e a reta diretriz) é o ponto da pardbola mais préximo de d e é

chamado vértice da pardbola.

Y

P = (:L‘,y)

Figura 6: Parabola

Prova.

Seja Ozy um sistema cartesiano de coordenadas tal que:
(i) o eixo y corresponde ao eixo de simetria

(ii) a origem ao vértice,

(iii) o eixo x a reta pela origem, paralela a d e,

(

iv) orientemos o eixo y tal que F = (0,p),p > 0.



Assim, a equacao da reta diretriz d é dada por

y=-p

Sendo P = (z,y) um ponto arbitrario da pardbola temos, pela definigao,

(1) V(@—02+(y—p2=y+p

e elevando a equacgao acima ao quadrado e simplificando obtemos

(2) 2? =4py .
Notemos que (1) e (2) sdo equivalentes.

Observacao.

A constante p > 0 é a distancia do vértice ao foco e, também, do vértice a

diretriz.

Trocando-se a posicao da parabola em relagao aos eixos coordenados, sua

equacao muda.

Trés outras posicoes simples, com as correspondentes equagoes sao:

.

F=(p.,0)
F=(0,-p

x? = —4py y? = 4px

Figura 7: posigoes e equacoes - parabolas
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