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Capitulo 6

FUNCOES ANALITICAS

6.1 - Introducao

Nem toda f : (a,b) — R de classe C* é localmente dada por sua série
de Taylor. Porém, no Capitulo 10 (Integracao Complexa)) veremos que toda
fungao derivavel num aberto de C e a valores em C (ditas holomorfas) ¢ analitica
complexa. Ou seja, como toda série de poténcias é derivavel em seu disco de

convergeéncia, os conceitos de holomorfia e analiticidade se equivalem em C.

Os resultados para funcoes analiticas demonstrados neste capitulo serao au-

tomaticamente validados, no capitulo 10, para func¢oes holomorfas.

6.1 Definicao. Uma funcao f:$Q — C, com Q aberto em C, ¢ analitica se para

todo a € ) existe um raio r =r(a) >0 e constantes ¢, € C, com n € N, tais que
+00
f(2) = > cu(z—a)", para todo z € B(a;r) c Q.
n=0
Denotamos por A(S2) o conjunto das fungdes analiticas em Q.

Pela propriedade da translacao 5.13, toda série de poténcias é analitica no seu
disco (aberto) de convergéncia. Uma fungao é dita analitica em um conjunto X

contido em C se ela tem uma extensao analitica a um aberto contendo X.



6.2 Proposigao. Sejam f,g€ A(Q2) e A e C. Entao, as fungies

(a) f+g (b) Af

(c) fg (d) %, se f nao se anula em 2,
sao todas analiticas em ).
Prova.

(a) Trivial.

(b) Trivial.

(c) Segue da propriedade para o produto para séries de poténcias.

(d) Segue da propriedade para o inverso algébrico para séries de poténcias#

6.3 Teorema [Principio do Prolongamento Analitico (PPA)]. Sejam €2,
um aberto nao vazio e conexo, e f € A(Q). Se existe um aberto ndo vazio O c

tal que flo =0, entao f é identicamente nula.

Prova.

O conjunto
A= {a e Q: f™(a) = 0 para todo n € N} =N (f(”))_1 (0)
n=0

contém O e é aberto gracas as expansoes de f em série de Taylor em torno dos
pontos de A. Ainda mais, o conjunto A é fechado em (2, pois cada f(™ ¢ continua
e a intersecgao (finita ou nao) de fechados é um conjunto fechado. Por conexidade

segue A =€). Logo, f=0s

A seguir mostramos dois resultados para fungoes analiticas analogos a co-
nhecidos resultados para polinémios. O primeiro (Principio dos zeros isolados)
corresponde ao fato de que um polinémio nao nulo tem zeros isolados. O segundo
(Principio de Identidade) corresponde ao fato de que um polinomio de grau n é

determinado pelo seu valor em n + 1 pontos distintos.



Neste momento, é recomendavel recordar Carathéodory:
Séries de poténcias sao especialmente convenientes pois

podemos manipula-las quase que como poliné6mios.

Notagao. Dada f: - C, o conjunto de zeros de f é Z(f)={z€Q: f(2)=0}.

6.4 Teorema [Principio dos Zeros Isolados (PZI)]. Sejam Q um aberto
conexo e f € A(Q), com f ndo nula. Seja a € tal que f(a) =0. Entao, existem

um numero natural m > 1 e g € A(QQ) tais que
f(z)=(z-a)"g(z), para todo z € Q, com g(a)#0.
Ainda mais, Z(f)={z¢€Q: f(2) =0} € discreto e fechado em Q.
Prova.
o Existe um raio r > 0 e uma sequéncia complexa (b, ) tal que
f(2) =bi(z-a)+by(z-a)*+b3(z—a)®+-, para todo z € B(a;r).

Existe o menor natural m > 1 tal que by, # 0. Caso contrario, f|p(a) ¢ nula

e, pelo principio do prolongamento analitico, f ¢ nulaZ

Entao temos b,, #0 e
f(z)=(z- a)m[bm + b1 (2= @) + bya(z —a)? + ], para todo z € B(a;r).
Desta forma, estd bem definida a funcao

by + b1 (z —a) + byso(z—a)? +--, se z € B(a;r),

9(2) =

IE)_se e QN {al,

(z—a)m™ >

que ¢é analitica, com g(a) # 0, e satisfaz f(z) = (z—a)™g(z) para todo z € Q.

o Pelo visto acima e por continuidade, Z(f) é discreto e fechado em Q&



Mantida a notac¢ao no principio dos zeros isolados (PZI), dizemos que a é um

zero de f de ordem m. Dizemos também que

m=v(f;a)=ord(f;a)

¢ a ordem de a como um zero de f.

6.5 Corolario (Principio de Identidade). Sejam €2 um aberto conexo, e duas

funcgoes f e g, ambas em A(2). Suponhamos que o conjunto
{zeQ: f(2)=9g(2)} tem ponto de acumulag¢io em Q.
Entao, temos f =g.

Prova.

Trivial, pelo Principio dos Zeros Isolados aplicado a f — g#

Destaquemos que o Principio de identidade (para fungoes analiticas) é bem

distinto da ja provada Unicidade dos coeficientes de uma série de poténcias.

6.6 Proposicao. Sejam g e A(21) e f e A(), com g(21) c Qs. Entao,
fogeA(h).

Prova.

Consideremos um ponto a em €2;. Existe um raio d > 0 tal que temos

f(w) = ba[w=g(a)]", sefw-g(a)| <d,

e também
9(2) = > cu(z—a)" se |z —al < d.

Como ¢y = g(a), concluimos que existe r, onde 0 < r < d, para o qual temos
lg(2) —g(a)|<dse|z-a|<r.

A conclusao final segue entao da propriedade de composigao (5.15)#
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6.2 - O Teorema da Aplicacao Aberta

6.7 Teorema da Aplicacao Aberta (TAA). Seja Q um aberto nao vazio e

conexo e f e A(Y), com f nao constante. Entao, f(S2) é um aberto.

Prova (Carathéodory).
Seja a € 2. A mudanca de varidvel w — z = w + a nos permite supor a = 0.
Pelo PZI, z = 0 é zero isolado da fungao nao constante f(z) - f(0). Entao,
existe € > 0 tal que f(z)— f(0) #0 se z € dB(0;¢). Logo,

f(0)¢f(8B(0;e)).
Sejam 2d = min |f(z) - f(0)|, um ponto 8 € B(f(0);d) e a funcao f(z) - .

2z€0B(0;¢)
2d
|
Q
f(9B(0;¢€))

Figura 6.1: Teorema da Aplicacao Aberta
Para o centro z = 0 de B(0;¢) temos |f(0) — 5| < d. Porém, para z € 9B(0;¢),
£ (2) = Bl 2 [f(2) = f(O)[ = |F(0) = B > 2d - d = d.

Assim, o ponto a de minimo da funcao |f(z) — 5| no disco D(0;¢), esta em

B(0;¢). Utilizando tal informagao e também o PZI, encontramos o sistema

[/ (2) = B > |f(@) = B?, para todo z € B(0;e),
f(2)=f(a)+(z-a)mg(z), para todo z €€, comm>1,g¢ A(Q) e g(a) 0.

Substituindo z = a + rw, com r > 0 e pequeno o suficiente e w € S', obtemos
(@) +r"wmg(a+rw) = B > |f(a) - B

Desenvolvendo o lado esquerdo de tal desigualdade, similarmente a prova do TFA,

cancelamos |f(a - B|? e r™, fixamos w e entao, impondo r — 0* encontramos
Re {[f(a) - 5]9(04)wm} >0, para todo w e S*.

Donde segue [f(a) — 8]g(a) =0 e entao f(a) = . Logo, B(f(0);d) c f(Q2) #
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O préximo corolario segue imediatamente do TAA.

6.8 Corolario. Seja f € A(S2), com f nao constante e 2 um aberto conezo.

e Principio do Médulo Maximo. |f| ndo tem mdximo local.
e Principio do Mdédulo Minimo. |f| nao tem minimo local ou f se anula.

Prova. Solicitamos ao leitor deenvolver tal prova.

6.9 Corolério. Seja Q um aberto limitado (conexo ou ndo) e f € A(Q) nC(Q).

e O mdzimo de |f| € atingido em ON).

e O minimo de |f| € atingido em 0%, ou f se anula.

o

Figura 6.2: ITlustracao ao Corolario 6.9

Prova. [Um esbogo, complete a prova.]

A funcdo |f| atinge um méximo e também um minimo em Q. Se tal ponto de
maximo/minimo, pertence a 0f) entdo a afirmagao correspondente esta verificada.

Se tal ponto de maximo/minimo pertence a {2 entao tal ponto pertence a uma
componente conexa (que é aberta) do aberto .

Por fim, basta notarmos que os principios do médulo maximo e do moédulo
minimo valem em cada uma das componentes (conexas) do aberto € e também

que a fronteira de cada um destas componentes é um subconjunto de J€2#
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Figura 6.3: Ilustragdo ao principio do médulo méximo (e também ao principio
do médulo minimo), Corolério 6.8. Paisagem analitica da fungao complexa cos z,
com z € B(0;1). Isto é, o grafico em R3 da funcao |cos(z + iy)|, com z2 + y? < 1.
O médulo maximo nao pode ser assumido em um ponto da bola aberta (azul) no
plano. O ponto mais alto do grafico (vermelho) estd em algum lugar da borda do

grafico. Picture by Oleg Alexandrov.
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Segundo Weierstrass, uma funcdo inteira é dada por uma série de poténcias
convergente em C. Atualmente, uma fungao ¢ inteira se é holomorfa em C.

Todo polindémio nao constante P(z) satisfaz
|P(2)| = +00 se |z| > +o0.
Logo, todo polinémio limitado é uma constante.

Destaquemos entao que, sob tal prisma, é bastante intuitivo o teorema abaixo.

6.10 Teorema (Liouville, 1847). Seja f(z) = ¥ anz", onde z € C, limitada.
Entao, f = ay.

Prova.

E limitada a funcao
1£(2) = ag| = |2|| a1 + azz + azz* + |, onde z € C.

Donde, se |z| > +o0 entdo ¢(z) = (a; + agz + azz? + --+) tende a zero. Portanto, a
fungao || tem méximo global. Pelo Principio do Médulo Méximo segue que ¢ é

constante. Portanto, ¢ é nula e f é constante#

Seja
f:2 -0, com Qe O abertos em C.
Dizemos que f é um isomorfismo analitico (ou biholomorfismo) se f é bijetora e f e
f~1 sdo holomorfas. [A “dubiedade” nesta tradicional nomenclatura desaparecera
ao provarmos, no capitulo 10, que toda fun¢do holomorfa é analitica.] Ainda,
dizemos que f é um automorfismo analitico, se O = Q2 e f é um isomorfismo
analitico. Ainda mais, f é um isomorfismo analitico local no ponto z, se existirem

um aberto Uy contendo zy e um aberto V) contendo f(zy) tais que
f |U0 :Up »> Wy

¢ isomorfismo analitico. Por fim, f é um isomorfismo analitico local se f é um

isomorfismo analitico local em cada ponto de €.
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6.11 Teorema da Funcao Inversa (versao local). Seja f € A(2) e aeQ tal
que f'(a) #0. Entao, existe r >0 tal que

o f ¢ injetora em B(a;r) cQ e f(B(a;r)) =V é um aberto contendo f(a).
e flr) : Bla;r) =V € um isomorfismo analitico (com inversa analitica).

Prova.
Através da aplicacao z — f(z +a) - f(a), podemos supor a =0 e f(a) = 0.

Temos entao

f(z)= Z a,z" numa bola B(0;ry), com r; >0 e a; = f'(0) #0.

n>1

Invertendo tal séries de poténcias (Teorema 5.20), temos g(z) = ¥,,51 bn2™ tal que
flg(2))=2 e g(f(2)) =2 para todo z em B(0;r), para algum r > 0.

Pelo teorema da aplicagao aberta, V = f(B(0;r)) é aberto. Ainda mais,

f:B(0;r) > V é bijetora e analitica e sua inversa g: V — B(0;r) é analitica #

6.3 - Desigualdades de Gutzmer-Parseval e de Cauchy

6.12 Teorema (Desigualdade de Gutzmer (1888)-Parseval). Seja
f(2) = anz" convergente em B(0;p), com p > 0.
Dado r tal que 0 <r < p, vale a desigualdade
Yo lanr® < M(r)?,  com M(r) = I‘£1|§i(|f(z)|

Prova. Seja z tal que |z| =7.

Pela desigualdade triangular temos,

+0oo
2 apz"
n=N+1

< M(r) +

N
INCTA
n=0

+00
< M(r)+ Y J|an|r™, para todo N €N.
1

n=N+

Assim, pela desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinomios (3.4),

N + 00 2
> lan)?r? < (M(r) + > \an|r") ., para todo N € N.
n=0 n=N+1

Por fim, observando que

+o00

lim > |a,|r" =0,

N—+00 NNl
basta impor N — +o0 na desigualdade imediatamente acima#
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6.13 Corolario (Desigualdades de Cauchy). Com as hipdteses e as notagoes

do teorema, obtemos

M(r)

rn

|| < para todo n € N.

Prova. Trivials

6.4 - Teorema de Hurwitz e Lema de Schwarz

Se uma funcgao é analitica numa bola, nao é trivial que ela é dada, em todos os

pontos, por sua série de poténcias em torno do centro. Analisemos tal situacao.

6.14 Lema. Dada f € A(B(O; R)), consideremos 0 <r < R ene€N. Temos

(n) M
f n!<0>|g T§j>, onde M(r) = max|f(2)].

%

Figura 6.4: Tlustracao ao Lema 6.14

Prova (Whyburn). Podemos supor f((0) # 0.
Seja w uma raiz primitiva das raizes 2n-ésimas da unidade e

2n-1

g(z) = kz_(:) (-1)*f(2w*), z€e B(0;R) (notemos que w" = -1).

Entao, g é analitica e

2n-1 f(j)(o)lffﬁn =0, se 0<j<n,

gD (0) = > (-1)*w?* f9(0) =
w0 2nf((0), se j =n.
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Pelo principio dos zeros isolados existe uma ¢ analitica em B(0; R) tal que

fo (0)

g(2z) =2"p(2), com ¢(0)=2n

Pelo principio do médulo méaximo,

Al . axo(2)] = Ig(Z)I M) |

n! - rn

6.15 Teorema (Hurwitz, para séries de poténcias). Dada f € A(B(O; R)),

temos

f(z) = Z f(n ( )z para todo z € B(0; R).

Figura 6.5: Teorema de Hurwitz para séries de poténcias.
£ (0)

Prova. Fixemos r, com 0 <r < R. Indiquemos a, = —;

Pelo lema (6.14) encontramos
la,|r™ < M(r), para todo n € N.

Seja p o raio de convergencia de Y. a,2". Pela férmula de Hadamard,

YM(r) 1

1
= =limsup V/|a,| < limsup ~——= = —, para todo 0 <r < R.
) r r

Portanto, p> R #
Conclusao. Dada uma funcao f analitica em €2, a série de Taylor de f em um

ponto a converge na maior bola aberta B(a;r) contida em 2. Desta forma, se f

¢ analitica em C entao f é uma funcao inteira no sentido de Weierstrass.
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6.16 Lema de Schwarz (1869). Seja f analitica em B(0;1) e satisfazendo
|f(2)| <1, para todo z € B(0;1), e f(0)=0.

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.
SOk
%=

n

<1 (e |[f'(0)<1) e |f(2)|<|z|, para todo z € B(0;1).

(n) .
e Ocorre |fT,(O)| =1, para algum n > 1, se e somente se existe w € ST tal que
f(2) =wz", para todo z € B(0;1).
e Ocorre |f(2)| =|z|, para algum z # 0, se e somente se existe w € ST tal que

f(2) =wz, para todo z € B(0;1).

C

Figura 6.6: Lema de Schwarz (e a paisagem analitica para f)

Prova. Dividamos a prova em quatro partes.

o Como f(0) =0, pelo Teorema de Hurwitz (6.15) segue

(n)
f(Z) = Z anzn para tOdO Z € B(O’ 1)7 com a,, = f (0)

n>1 TL'

Temos |f(z)] <1 em B(0;1). Pela desigualdade de Gutzmer-Parseval segue
(|la1[*r? + ag*r* + |as*r® + ) < 1, para todo r em [0, 1),
e entao impondo r — 1~ obtemos

(|CL1|2 + |CL2|2 + |a3|2 + ) <1.
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Portanto, se ocorre |a,| = 1 para um particular n > 1, obtemos

f(2) = a,z" para todo z € B(0;1).
Seja r € (0,1). Se (€ {z:|z| =r}, entao temos

1
;an(n—l — ; Z anCn

1
<-.
n>1 r

Donde, pelo principio do modulo maximo segue

Z anzn—l

n>1

1
< —, para todo z € D(0;7).
r

Assim, como 0 < r < 1 é arbitrario, temos [cheque]

(6.16.1) > a,2"'| <1, para todo z € B(0;1).
n>1
Entao,
()| =12 anz"""| < |2| para todo z € B(0;1).
n>1
Se ocorre
3" a,¢"| = [¢], para algum 0 <[¢] <1,
n>1
obtemos

Y a, (" =1

n>1

Porém, repetindo (6.16.1) temos | Y.;° a,2"7 ! < 1, para todo z em B(0;1).

Portanto, aplicando o principio do médulo maximo obtemos

Z anz" ' =a; € S', para todo z € B(0;1).

n>1

Dessa forma temos

+ 00
f(2) =) a,2" = a1z, para todo z € B(0;1) &
n=1

Comentdrio. Dada uma funcao analitica f = f(2) = f(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y) de-

finida em um subconjunto €2 do plano complexo e seu campo associado F(x,y) =

(u(x,y,v(x,y) definido em um subconjunto O do plano cartesiano, o grafico da

fungao |F| é um subconjunto de R? denominado paisagem analitica de f:

{(z,y,t):t =|F(x,y)|, com (z,y) € O} ={(2,t) : t =|f(2)| com z € Q}.

Na Figura 6.5 temos a paisagem analitica de uma f como no Lema de Schwarz.
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6.5 - Apéndice. Teorema da Representacao Local e

Teorema da Funcgao Inversa (versao global).

6.17 Teorema (Representacao Local). Seja f uma funcao analitica em uma

vizinhang¢a de um ponto a e tal que

f(2)=f(a)+ Jrzo:o bn(z—a)*,comm>1 fizo e by, #0.

n=m

Entao, existem um aberto V' contendo a origem, uma bola B(0;r) de raio r >0,

e um isomorfismo analitico ¢ : V — B(0;1), com v(0) =0, satisfazendo
f(2) = f(a)+[e(z-a)]™, para todo z em a+V.

Ainda, dado (€ B(f(a);'rm) ~{f(a)} a pré-imagem f~1(B) tem m elementos.

Figura 6.7: Teorema de Representacao Local (para m =5)

Prova. (Duas partes.)
¢ Escrevamos
f(2) = f(a) = bu(z = a)"[1 + g(z = a)],  ¢(0) =0.

Seja b e C*, com b™ =b,. Através da série binomial (5.19) e a propriedade

de composigao (5.15) consideremos a série de poténcias G(z) satisfazendo
L+g(z)=(1+ G(z))m e G(0) =0, em uma vizinhanca de 0.
Temos entao,
f(2)=fla)=b"(z- a)m(l +G(z - a))m = [b(z - a)(l +G(z - a))]m )
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Donde segue
f(2) = fla)+[p(z=a)]™, com p(w) = bw(1+G(w)), p(0) = 0 e ¢'(0) = b 0.
Pelo teorema da fungao inversa (local) 6.11, a funcao ¢ satisfaz o exigido.

o E trivial ver que - f(a) = p(w)™ para algum w e V ~ {0}

Se w™ = 1, entao existe um tnico ¢ =, em V tal que ¢(() = wp(w). Logo,

fla+Q) = fla)+o(Q)" = f(a) +o(w)™ = 5.

Para completar, observemos que a associacao w — (,, ¢ injetora#

Dada f(z) = ¥ a,2™ nao nula, o menor m tal que a,, # 0 é a ordem de f.

O teorema abaixo sera utilizado na prova do teorema da aplicagao de Riemann.

6.18 Teorema da Funcao Inversa (Versao Global). Seja 2 um aberto co-

nexo e nao vazio em C. Seja f em A(QQ) e injetora. Entao, f' nao se anula, o

conjunto f(2) € aberto e

f:Q - f(Q) € um isomorfismo analitico (com inversa analitica).

Prova.

Pelo teorema da aplicagao aberta, o conjunto f(€2) é aberto. Seja a em (.

Com a notagao do teorema de representagao (6.12) temos (localmente)

f(2) = fa) +[p(z = a)]™, comm=1.

Logo, f'(a) =¢'(0) # 0. Pelo teorema da fungao inversa local, f~! é analiticas
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6.6 - Apéndice. Desigualdades de Cauchy (revisitadas).

6.19 Teorema (Desigualdades de Cauchy, revisitadas). Seja

f(2) = anz" convergente em B(0;p), com p > 0.
Seja
M{(r) = max|f(2)]
Suponhamos 0 <r < R < p. Entao, para todo n € N vale

M(R)
e

|
(n) _" oy
Ilgllg;df (Z)|S(R_r)n (R) e lan| <

Prova. Seja a em D(0;7).

A série de Taylor de f centrada em a é (vide propriedade da translacao 5.13)

f(z)=>] f(”)'(a) (z=a)", se|z—a|<R-r.

2

d=R-r

Figura 6.8: Desigualdades de Cauchy revisitadas (teorema 6.19)

Donde, pela desigualdade de Gutzmer-Parseval para séries de poténcias,

£

)
&k—awSM(R), selz—al<R-r.

n

Impondo |z —a| - (R —-r)~, encontramos

[FM(a)|(R-7)" < M(R)nl+
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Apéndice 6.7 - Teorema da Série Dupla de Weierstrass.

Teoremas de Convergéncia de Weierstrass e de Hurwitz.

6.20 Teorema (Série Dupla). Seja R>0. Para v=0,1,2..., seja

ﬁm=§%ww

uma série de poténcias, com coeficientes complezos a,(v), convergente em B(0; R).
Suponhamos que a série de fungoes Y.0% f, converge uniformemente em cada
disco D(0;p), onde 0 < p< R. Definamos

F(z)= z)fy(z), onde z € B(0; R).

Entao, para quaisquer z € B(0; R) e k € N temos, com convergéncia uniforme
sobre cada disco D(0;p) onde 0< p< R,

+00 +00

FE=2 0w o FOE) -3 190

n=0rv=0
Prova.

Sejam p e r satisfazendo 0 < p <r < R.

R

N

Figura 6.9: Prova do Teorema de Weierstrass

Por hipétese [vide também critério 5.6, dado € > 0 existe v € N tal que
|fus1(2) + -+ fuip(2)| <€, para quaisquer v >vy, peNe |z| <7

Pela desigualdade de Gutzmer-Parseval 6.12, e as condigoes acima para v, p e z,

+00
Do lan(v+ 1)+t an(v+p)P Lo < €.
n=0
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Portanto, quaisquer que sejam z € D(0;p), v > vg, p€ N e n € N, temos

lan (v + 1)+ +a,(v+p)||2]" =/ |an (v + 1) + -+ an(v + p)|2 2" (Lﬂ)” < e(é)n

Entao, pelo critério de Cauchy para séries numéricas, para todo n € N a série

>0 an(v) é convergente e para v > vy e z € D(0; p) temos, computando o limite

na desigualdade acima para p - +00 e a seguir o somatorio para n de 0 a +oo,

TS ) - S a2 < e(1-2)7
n=0 |v=0 u=0

Assim sendo, fixado um arbitrario z € D(0; p), para todo v > vy temos

5 [fanm -3 anm)]z" <e(1-2)

n=0 Lv=0

e portanto
+00 +00 v p -1
Y > an(w)z" = Y fu(2) Se(l——) .
n=0v=0 n=0 r

Tomando p préoximo de R segue,

+00 +00

F(z)= io fu(2) =) > an,(v)z", em cada ponto z € B(0; R),

n=0v=0
com (devido a hipétese) convergéncia uniforme em cada disco D(0; p).
Para finalizar, consideremos a sequéncia s, = fo+---+ f, das somas parciais de
> o
v>0
Por hipédtese, a sequéncia (s, — F') converge uniformemente a fungao nula em cada
D(0; p) e portanto, pelas desigualdades de Cauchy (6.19), fixado um natural k a

sequéncia (sl(,k) - F(®)) também. Donde segue

> () = F®(z), para arbitrérios k € N e z € B(0; R) #
v>0

Comentario. O teorema da série dupla efetua a soma das linhas da tabela

foz) = a(0) + a(0)z + ax(0)z* +
f(z) = ao(1) +  ai()z +  ax(l)z®2  +
f2(2) = ap(2) +  a(2)z +  ax(2)22 o+
ShG) = Tal) v Sat): ¢ 5 e s

24



A seguir, sejam X c C, uma fungao f € C'(X;C) e K um subconjunto com-
pacto de X. A norma (do sup) de f sobre o compacto K é definida por
|fli =sup{|f(2)[: z € K'}.
Uma sequéncia, ou série, de funcoes definidas em X e a valores em C converge

compactamente em X se converge uniformemente sobre cada compacto em X.

6.21 Corolério (Convergéncia, Weierstrass). Seja (f,)n em A(Q)nC(Q),

com @ um aberto limitado, tal que a sequéncia (f,l,,) converge uniformemente.
e FEuxiste f=lim f, e f e A(Q).
o (f,gk)) converge compactamente a f*), sobre Q, para todo k em N.

Prova. Seja D(a;r) um disco em (.

SO

052
052

Figura 6.10:

Pelo principio do médulo maximo temos

|fm - fn|D(a;r) < |fm - fn|897 para todos m e n.

O disco é arbitrario e entao (f,) converge compactamente em €.
Seja f(z) =lim f,(z).
Pelo Teorema de Hurwitz (6.15), em B(a;r) cada f, é dada por sua série de

Taylor em torno de a. A n-ésima soma parcial da série
+o00
fl + Z(fnﬂ - fn)
n=1

é dada por s, = fi+(fo— f1) ++ (fus1 — fn) = fus1 que converge uniformemente

a funcao f em D(a;r). Pelo Teorema de Weierstrass segue que
fe A(B(a;r)) e fék) - f®) compactamente sobre B(a;r), para todo k.
Como D(a;r) é qualquer, segue que f € A(£2). Segue também que ( ,S’“))

converge compactamente a f(*) no aberto 2, para todo k [cheque] #
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6.22 Teorema de Convergéncia [Hurwitz (1889)]. Seja Q2 um aberto conexo

e (fn) c A(Q) convergindo compactamente a f, com cada f, sem zeros. Entdo,

f nao tem zeros ou f =0.

Prova.
Suponha a € Q, com f(a) =0 e f nao nula.
Pelo principio dos zeros isolados existe D(a;r) c  tal que f nao se anula na

circunferéncia S(a;r) de centro a e raio r. Seja

3m = min z2)|.
zeS(a;r)|f( )|

Obviamente, m > 0. Seja n tal que

|fn - f|S(a;r) <m.

Figura 6.11: Teorema de Hurwitz (para sequéncias de fungdes)
E trivial verificar que [cheque]
min |f,(2)| > 2m.
Jnin [ fa(2)]

Porém, pelo principio do médulo méaximo temos

|fn(a)| = |fn(a) - f(a)| <m.

Logo, |f.| tem um minimo local em B(a;r) e portanto f, se anulaZ

O corolario abaixo serd 1util na prova do Teorema da Aplicacao de Riemann.
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6.23 Corolario (Hurwitz). Seja Q@ um aberto conezo e (f,) c A(Q) conver-

gindo compactamente a f, com cada f, injetora. Entdo, f € injetora ou constante.

Prova. Suponhamos que f nao é constante. Sejam a e b distintos em 2.

A sequéncia f,(z) — fu.(a), com n € N, converge compactamente a fungao
f(2) = f(a) sobre Q~ {a} e cada f,(z) - f.(a) ndo se anula em Q \ {a}. Pelo
Teorema de Hurwitz (6.22), em Q2 \ {a} [aberto e conexo|, ou temos f(z) = f(a)

ou f(z) - f(a) ndo se anula. Como f nao é constante, temos f(b) — f(a) # 0%

Dado X c C, um conjunto L é uma vizinhanga compacta de X se L é compacto

e existe um aberto V tal que X cV c L.

6.24 Corolario (Estimativas de Cauchy sobre compactos).

Sejam Q um aberto, K um compacto contido em 0 e L uma vizinhan¢a com-
pacta de K contida em . Entao, dado n € N existe uma constante M, >0 (com
M, dependendo de Q), K e L) tal que

/™l < My flz, para toda f € A(S).

2r

Figura 6.12: Ilustracao ao Lema 6.24

Prova. Seja 2r =d(K;0L) > 0.
Dado a € K, temos D(a;r) c L. Pelas Desigualdades de Cauchy (6.13) segue
max |f(z

|z—a
<
n!

Tn

Logo, para todo a € K temos

@] < 2 flue
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Apéndice 6.8 - Teorema de Montel

Em analise um principio importante é que toda sequéncia limitada contém
uma subsequéncia convergente e portanto toda sequéncia em um subconjunto
compacto K do plano tem subsequéncia convergente a um ponto em K. O Teo-

rema de Montel estende este principio para certos conjuntos de fungoes.
No que segue indicamos C(Q2) ={f: Q2 - K: f é continua}, com ) aberto.

Uma familia F de fungoes em C(€2) é chamada normal (ou, relativamente
compacta) se toda sequéncia em F contém uma subsequéncia convergindo com-
pactamente a alguma fungao f [claramente, f € C'(2)]. Nao é exigido que o limite

da subsequéncia pertenca a F.

6.25 Definigao. Seja Q aberto. Uma familia F contida em C(Q2) €

e localmente limitada se para todo a € Q existem uma bola B(a;r), com r >0,

e um M >0 tais que |f(2)| < M, para toda f € F e para todo z € B(a;r).
e equicontinua sobre X c Q) se para todo € >0 existe algum § >0 tal que

If(z) - f(w)|<e, ¥V feF eVzeYw, ambos em X, tais que |z —w| < 4.

E trivial verificar que se F c C(€) é localmente limitada e K é um compacto em
) entao existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para toda f € F e para todo z € K.

Dizemos entao que F é (uniformemente) limitada sobre os compactos de 2.

6.26 Lema. Seja C = {B(a,;rm):a,€QxQ er,ecQ,r,>0,comn em eN}.
Entao, todo aberto Q@ em R? é uma reuniao de bolas na cole¢ao C [e podemos

supor o fecho da bola em Q1]. Isto é, C é uma base (enumerdvel) de abertos de R2.

Prova. Seja B(z;4r) c Q, com r racional e r > 0.

Existe w € B(z;7) n (Q x Q) e portanto B(w;r) pertence a C. E fcil ver que
z € B(w;r) ¢ B(w;2r) ¢ D(w;2r) c B(z;4r) c . Desta forma, existem uma
sequéncia (a,,) ¢ Q x Q e uma sequéncia (7, ) c Q* tais que

(6.26.1) Q= B(an;rm.) = U D(an,;2rm, )*
keN keN
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6.27 Teorema de Montel (1912). Seja F uma familia em A(SY) localmente

limitada, com Q0 um aberto no plano complexo. Entao,

(a) F € equicontinua sobre cada subconjunto compacto de Q.

(b) F € normal (ou, relativamente compacta,).

Prova.

(a) Seja K compacto em Q e r > 0 tal que {z : d(z;K) < 4r} c . Como
F ¢é localmente limitada, F é uniformemente limitada sobre o compacto
K(3r) ={z:d(z;K) <3r} c Q. Seja M >0 tal que |f(z)| < M para toda
f € F e para todo z em K (3r).

Figura 6.13: Prova do Teorema de Montel

Sejam a e a + h, ambos em K, com |h| <r. A série de Taylor de uma f € F
em torno do ponto a, denotada por f(z) = ¥ a,(z — a)”, converge no disco
D(a;3r) [vide teorema de Hurwitz (6.15) para séries de poténcias] e

Y an ("

n>1

[f(a+¢) - f(a)| = < [C1 Y nlanllC" ™, se [¢] < 2r.

n>1

Como f'(a+ () =Y na,(" !, pelas desigualdades de Cauchy (6.19) segue

M
W (2r) Tt < | < = tod N.
nla,| (2r) D%?;i)|f| o para todo n €
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Desta forma encontramos, observando que |h|/2r < 1/2,

)= F@)] < 1 Salanlry= (2) < 5

At 2M
|2—|) <t
T T

(b) Dividamos em duas partes.

o Seja (f,)y uma sequéncia qualquer em F. Dado a qualquer em (2,

sejam um raio r = r(a) > 0 e uma constante M tais que D(a;r) c Qe
|f,(2)] < M, para todos veN e z € D(a;r).

(n)
Indicando ¢,[f,] = f”T!(a), pela desigualdade de Cauchy temos

M
lenlfo]l < e para todos v € N e n e N,

A seguir, aplicamos o método da diagonalizacdo de Cantor.

A sequéncia de coeficientes (co[ f,])ven € limitada e existe uma sub-
sequéncia { foo, fo1, fo2,---,} de (f,)n tal que a sequéncia numérica
(CO[fOk])keN converge a Cy se k — +oo.

Por inducdo obtemos uma subsequéncia {f,+1.0, fos11, fur12,...} de

{qua fula fu?a o } tal que (cl/+1[fu+1,k])k€N converge a CYz/-kl se k — +oo0.

foo for fo2 Co[fOk] — CpeC
fio fi1 fi2 - Cl[flk] — (C,eC
foo for faz - CQ[ka] — (yeC

Logo, (gn) = (fun) é subsequéncia de (f,) e, se N €N e z € D(a;r/2),

(6.27.1) |on(2)=qu()| < X lenlon]-calalllz=al” + 35 —=lz=al".

n<N n>N
Seja € > 0. A tltima parcela no lado direito de (6.27.1) é majorada por

e M
Z 2M(§) = SN < % se N > Ny, com N, grande o suficiente.

n>N

Fixo N = Ny, a primeira parcela (um somatdério finito) no lado direito
de (6.27.1) é majorada por
> [ealon) = cala] (5) < 5+ pava todos k1> ko
n<Nop 2 2
com kg grande o suficiente, pois ¢,[gx] = ¢n[ fer] = Ck se k - +oo, para

todo n. Assim, (g,) = (fun) converge uniformemente em D(a;r/2).
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o Seja (f,)ny uma sequéncia qualquer em F.
Pela identidade (6.26.1) existe uma sequéncia (a, )y c §2 tal que

Q = U B(ay;r,) = U D(ay;2r,), r,>0.

reN veN

Ja vimos que existe uma subsequéncia (ho,)neny de (f,) que converge
uniformemente em D(ag;r9). Por inducao determinamos uma sub-
sequéncia (hys1n)neny de (hypn)nen que converge uniformemente em

D(ay11;7541). Temos o diagrama

hoo hor hoe ... (hox) converge em D(ag;ro)
hio hiz hia ... (hy) converge em D(aqi;r)

hgo h21 h22 . (hgk) converge em D(CLQ; 7"2)

E claro que (hy,) = (hgn) converge uniformemente em cada disco D(ay; 7).

Por fim, se K é um compacto contido em €2, existe um indice p € N tal
que
K c B(ay;ry) u--u B(ay;ry)

e (hy) converge uniformemente em

D(ay;r)u--uD(ayr,) 2 Ka

Exercicio. Prove o item (a) do Teorema de Montel utilizando o Lema de Schwarz

[a prova fica mais curta (mas nao mais simples) que a apresentada acima).

6.28 Critério (de Montel). Seja {f,},en € A(R2) uma sequéncia localmente
limitada em Q. Se toda subsequéncia de {f,} que converge compactamente em €2,

converge para f € A(Q) entao {f,} converge compactamente a f em €.

Prova.

Por contradigao. Suponhamos existir K compacto em (2 tal que

|fn—flx # 0, se n > +o0 .
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Entao, existe € > 0 e uma subsequeéncia (f,;) de (f,) tal que
|fn; — flx 2 €, para todo jeN .

Como (fy,) é também localmente limitada, pelo Teorema de Montel existe uma
subsequéncia (i, ) de (f,,) que converge compactamente em 2 a uma funcao ¢.

Devido as hipdteses temos ¢ = f, com |¢,, — f|x > €, para todo j 4

6.29 Teorema (Vitali). Seja Q conexo, {fn}ns1 € A(Q) localmente limitada e
A= {weQ: existe lim fn(w) € C}.
SeA tem ponto de acumulagao em 2 entao {f,} converge compactamente em €.

Prova.

Pelo Critério de Montel basta mostrar que o limite das subsequéncias com-
pactamente convergentes ¢ tinico. Sejam {f,,} e {fs,} duas tais subsequéncias
convergindo as funcoes ¢ e 1, respectivamente. Pelo Corolario 6.21, as fungoes
@ e 1Y sao analiticas. Temos ainda, ¢ = ¥ em A, sendo A um conjunto com
ponto de acumulacao em 2, com {2 conexo. Consequentemente, pelo Principio de

Identidade para funcoes analiticas segue @ =) #
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