MAT 225 - Funcgoes Analiticas - IMEUSP - Semestre 1 de 2015
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Lista 5 de Exercicios

Notagao: 2 é um aberto nao vazio. Os exercicios e resultados citados se referem a
fungoes analiticas ou a fungoes inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.

Resolva ao menos 15 dos exercicios (distribuidos em 6 grupos). Prove suas afirmagoes.
Os exercicios com * sao “obrigatérios”. Escolha exercicios de cada um dos 6 grupos.

Procure uma redagao clara e nao carregada em simbologia.

1* Seja f: Q — C analitica, com ( conexo, tal que f’=0. Entao, f é constante.

2. Sejam f e g analiticas no conexo 2. Se fg =0 entao, ou f=0ou g=0.

3* Quais sao as fungoes analiticas f: B(0;2) - C tais que

1 1
f(—) = —, paratodoneN?
n/ n?

Existe uma fun¢ao analitica g : B(0;2) - C tal que
1 1 1
=g -2)=—72

o(5)=9(-5)=5

4. Suponha que f:€) - C ¢é analitica e que €2 é conexo. Mostre que

(a) Se f(Q) cR, entdo f é constante.

(b) Se |f| é constante, entdao f é constante.

5. Seja Q conexo e f: () — C analitica, com Re(f) =u e Im(f) =v. Seja 5:Q - R.
Mostre que u + 13 é analitica se e s6 se v — 3 é constante.

6. Encontre o médulo méximo e o médulo minimo de f(z) = 22—z em D(0;1).

7. Sejam f e g analiticas numa vizinhanca de D(0; R) e com |f(2)| = |g(2)]| se |z| = R.
Mostre que se f e g nao se anulam em B(0; R), entao existe w € St tal que

f=wg.
8* Seja f analitica em B(0;1), continua em D(0;1) e com f(S') c S*. Mostre que

F(BO0;1)) = B(0; 1).

9* A desigualdade de Gutzmer-Parseval implica o principio do médulo maximo.



10* Teorema de Liouville (para fungoes analiticas). Se f ¢ analitica no plano e é
limitada, entao f é constante.
Dicas. (1) Principio do Médulo méximo ; (2) Hurwitz + Liouville (para inteiras).

11* A desigualdade de Gutzmer-Parseval implica o teorema de Liouville (para inteiras).

12* Demonstre o TFA a partir do Teorema de Liouville para funcoes analiticas.

13. (Teorema de Liouville Estendido) Sejam f inteira, me N, A>0e B >0 com
|f(2)| < A+ BJz|™, para todo z € C.

Mostre que f é um polindmio de grau menor ou igual a m.
Sugestdo. Desigualdade de Gutzmer-Parseval.
14. Seja f inteira e nao constante. Prove que f(C) é denso em C.

15. Sejam w; e wy niimeros complexos linearmente independentes sobre R. Seja f = f(z)
uma funcao inteira que satisfaz

f(z+w) =f(2) = f(z +ws), para todo z € C.
Mostre que f é constante.

16. Sejam f e g fungoes inteiras e satisfazendo |f(2)| < |g(z)|, para todo z € C.
Mostre que existe A € C tal que f = Ag.
Sugestdo. Principio dos zeros isolados e teorema de Liouville.

17. Seja f uma funcao inteira. Mostre que:
(a) f é constante se existe M € R tal que Re(f)(z) < M, para todo z € C.

(b) f é um polinémio com grau(f) <n se existem M >0, r >0 e n € N tais que

If(2)] < M|z|", para todo z € C tal que |z| > r.

18. Sejam 2 e O abertos conexos e nao vazios do plano. Suponha que f: O — C é
analitica e que ¢ : {2 - O é analitica e nao constante. Suponha ainda que f(g(z)) =0
para todo z € 2. Mostre que f é identicamente nula.

19*% Seja f : B(a;r) - C analitica, onde r > 0, com f(z) # 0 para todo z € B(a;r).
Fixemos n € N*. Mostre que existe 6 >0 e g : B(a;d) - C analitica e tal que

f(2)=[g(2)]", para todo z € B(a;0).

20* Seja f analitica e injetora, em um aberto. Mostre que f’ nao se anula.



21* Seja a € B(0;1). Mostre que, a aplicacao
z—-a
¢a(z) = 1 -
-az

é um automorfismo (analitico) de B(0;1), com inversa ¢_,. Ainda mais, a aplicagao
¢, ¢ analitica em um aberto contendo D(0;1) e satisfaz ¢,(S!) = S*.

Valem as formulas
0a(a) =0, 3a(0) =-a, G,(0)=1-laf* e ¢i(a) = ——

1—|al*

22. (Blaschke) Seja f analitica em B(0;1), continua em D(0;1) e com f(S!) c ST.
(a) Mostre que f pode ser escrita na forma

Z—a;
1 —L para algum we St
-z

n

f(z)=w]]

j=1

Dica. Considere os zeros de f em B(0;1), contados com repeticao se for o caso.

(b) Mostre que se f é também inteira, entao temos

f(2) =wz", para algum n € N e para todo z € C.

23* Seja f analitica em B(0;2), limitada por 10 e tal que f(1) = 0. Encontre o possi-
velmente melhor majorante para
1
1)

24* Seja f: B(0;1) - B(0;1) analitica. Seja a = f(a), onde a € B(0;1).
(A) Prove
1-l|af?

@) < o

Sugestdo. Considere a composta ¢, o f o ¢_, [v. Exercicio 21].

(B) Conclua que nao existe uma aplicagao analitica f: B(0;1) - B(0;1) tal que

)3 )2

25* Suponha que f é limitada e analitica em um aberto contendo {z : Im(z) > 0} e
também que f(R) c R. Mostre que f é constante.

26. Suponha que p, com 0 < p < oo, é 0 raio de convergéncia de . a,2z" e que em um
ponto zy em OB(0; p) a série converge absolutamente. Mostre entao que

+oo

> a,2" converge absoluta e uniformemente em D(0; p).
n=0



